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第 四 版 编者 序言 


在 《量子 力学 》 目 前 的 第 四 版 中 ,改正 了 在 第 三 版 中 已 发 现 的 错误 和 不 受 之 
处 ,对 儿 个 例题 也 作 了 一 些 修正 和 补充 。 
我 感谢 所 有 提出 意见 的 本 书 读者 。 


I. I. 皮 浴 耶 夫 斯 基 
1988 年 5 月 


第 三 版 序言 


本 卷 前 一 版 是 我 和 我 的 老师 朗 道 共同 工作 的 最 后 一 本 书 。 我 们 所 作 的 修改 
和 扩充 很 可 观 , 影 响 到 每 一 章 。 

对 这 第 三 版 ,所 需 的 修改 自然 少 得 多 ,但 也 增添 了 不 少 新 材料 ,包括 更 多 的 
例题 ,补充 了 一 些 日 益 显 得 重要 的 旱 期 结果 和 近期 研究 。 

朗 道 对 理论 物理 的 惊人 理解 力 往往 使 他 无 需 参 考 原始 文献 ,他 能 用 自己 的 
方法 导出 结果 。 这 可 能 是 我 们 的 书 中 为 什么 不 列 出 其 他 作者 的 一 些 必要 参考 文 
献 的 一 个 原因 ,在 本 版 中 ,我 尝试 尽量 地 列举 这 些 文献 。 在 我 们 描述 属于 调 道 本 
人 未 曾 发 表 的 一 些 结果 或 方法 之 处 ,我 还 增 举 了 关于 朗 道 本 人 工作 的 一 些 参考 
文献 。 
正如 修订 《理论 物理 学 教程 其它 几 卷 时 一 样 ,我 得 到 了 许多 同事 的 帮助 ， 
他 们 告诉 我 前 版 处 理 中 的 不 足 之 处 或 者 应 予 增添 的 新 材料 。( 余 略 ) 对 所 有 这 
些 ,我 表示 赴 心 的 感谢 。 

本 卷 的 整个 修订 工作 ,是 在 和 .II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 密 切合 作 中 完成 的 。 我 
结识 了 这 位 出 身 于 同一 调 道 学 派 并 受 科 学 服务 的 同样 理想 鼓舞 的 同事 , 甚 感 
有 幸 。 


E. M. 栗 弗 席 兹 
1973 年 11 月 ,莫斯科 


第 一 版 序言 摘录 


《理论 物理 学 教程 》 的 这 一 卷 是 讲述 量子 力学 的 。 由 于 量子 力学 的 相关 内 
容 十 分 浩 繁 ,我 们 把 它 分 成 两 个 部 分 。 已 出 版 的 第 一 部 分 是 非 相 对 论 理论 ,而 相 
对 论 理论 将 放 在 第 二 部 分 。 

关于 相对 论 理论 ,我 们 是 按 它 的 最 广泛 的 意义 去 理解 ,是 指 所 有 实质 上 与 光 
速 有 关 的 量子 现象 的 理论 。 其 中 不 仅 包 括 狂 拉克 的 相对 论 性 理论 及 相关 问题 ， 
而 且 包 括 全 部 辐射 的 量子 理论 。 

在 本 书 中 ,和 量子 力学 的 基础 内 容 一 起 还 讲述 了 量子 力学 的 大 量 应 用 。 应 
用 的 数量 远 比 通常 量子 力学 教材 为 多 。 我 们 只 是 没有 收入 一 类 应 用 问题 ,讨论 
这 类 问题 必须 同时 分 析 有 关 的 实验 数据 ,这 显然 超出 了 本 书 的 范围 。 

讲述 具体 问题 时 我 们 力求 全 面 ,在 引用 原始 文献 时 只 限于 指出 其 作者 。 

和 前 几 卷 一 样 ,在 讲述 一 般 问题 的 时 候 , 我 们 尽 可 能 把 理论 的 物理 实质 以 及 
在 这 个 基础 上 所 建立 的 数学 工具 讲解 清楚 。 特 别 是 在 本 书 的 前 几 节 中 ,在 阅 述 
量子 力学 算 符 的 一 般 性 质 时 ,就 采用 了 这 种 讲法 。 

和 一 般 采 用 的 讲法 不 同 ,我 们 不 是 从 线性 算 符 的 数学 理论 出 发 ,而 是 从 面临 
的 物理 问题 出 发 ,引导 到 数学 上 的 需要 ,提出 算 符 和 本 征 函数 。 

必须 指出 ,和 原始 文献 相 比 , 许 多 量子 力学 教程 讲 得 过 于 复杂 。 这 种 复杂 化 
的 一 般 理由 虽然 是 为 了 普遍 化 和 严格 化 ,但 是 仔细 研究 后 不 难看 出 ,这 种 做 法 实 
际 上 往往 是 一 种 空想 ,这些 “严格 "理论 往往 不 少 是 错误 的 。 

既然 复杂 化 的 阐述 我 们 认为 根本 不 恰当 ,我 们 就 力求 简洁 并 且 更 多 地 回 到 
原始 文献 

为 了 不 打 断 论述 的 连续 性 , 尽 可 能 不 把 注意 力 转 移 到 纯粹 的 计算 方面 ,我 们 
把 某 些 纯粹 的 数学 知识 放 到 书 末 的 “数学 附录 "中 ,以 备 参 考 。 


玫 . 区. 朗 道 
E. M, 栗 弗 席 效 
1947 年 5 月 ,莫斯科 
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量子 力学 的 基本 概念 


Ch 


$1 不 确定 性 原理 


每 当 我 们 试用 经 典 力学 和 经 典 电 动力 学 阐释 原子 现象 时 ,总 会 得 出 与 实验 
有 明显 矛盾 的 结论 , 最 明显 的 例子 ,是 把 通常 的 电动 力学 用 于 电子 绕 原 子 核 作 经 
典 轨道 运动 的 原子 模型 . 当 电 子 作 这 种 运动 的 时 候 , 它 和 任何 带电 粒子 的 加 速 运 
动 一 样 ,会 不 断 地 辐射 电磁 波 . 由 于 这 种 辐射 ,电子 便 会 丧失 能 量 ,这 将 使 它 最 终 
落 人 原子 核 中 . 故 按 经 典 电动 力学 看 来 ,原子 是 不 稳定 的 ,但 这 与 事实 完全 不 符 ， 

理论 与 实验 之 间 如 此 深刻 的 矛盾 ,表明 有 必要 建立 一 种 适用 于 原子 现象 
( 即 质量 极 小 的 一 些 粒 子 在 极 短 间距 内 所 发 生 的 现象 ) 的 理论 ,需要 根本 改变 基 
本 的 物理 概念 和 定律 . 

为 方便 计 , 我 们 拿 实 验 上 观察 到 的 电子 衍射 现象 ,作为 阐明 这 种 根本 改变 
的 出 发 点 . 当 一 均匀 电子 束 穿 过 一 块 晶体 时 ,发 现 出 射 波 呈现 一 种 强 弱 交 蔡 的 图 
样 , 完 全 类 似 于 电磁 波 入射 中 所 观察 到 的 衍射 图 样 ,由 此 可 见 , 在 一 定 的 条 件 下 ， 
粒子 (此 例 中 为 电子 ) 的 行为 中 会 表现 出 属于 波动 过 程 的 特征 . 

这 种 现象 与 习 常 的 运动 观念 之 间 的 矛盾 ,究竟 尖锐 到 什么 地 步 , 最 好 用 以 下 
的 假想 实验 说 明 , 它 是 晶体 的 电子 衍射 实验 的 一 种 抽象 化 . 设想 有 一 块 电子 不 能 
穿 透 的 屏 板 , 板 上 开 有 两 道 狭 缝 . 让 电子 束 名 通过 其 中 的 一 个 狭 缝 ( 遮 住 另 一 
个 ) , 则 在 狭 链 后 放置 的 连续 幕 上 可 以 得 到 某 一 强度 分 布 图 样 ;应 用 同样 的 方 
法 , 遮 闭 第 一 个 狭 链 并 打开 第 二 个 ,可 得 另 一 个 图 样 . 现在 让 电子 束 同 时 通过 这 


中 电子 衍射 现象 实际 上 是 在 量子 力学 建立 以 后 才 发 现 的 .但 在 我 们 的 论述 中 ,我 们 不 去 拘泥 于 理 
论 的 历史 发 展 顺 序 ,而 是 尽量 采用 这 样 的 讲法 ,使 得 量子 力学 的 基本 原理 与 实验 现象 之 间 的 联系 表达 得 
最 为 清楚 . 

四 ”假定 粒子 束 是 如 此 稀 朴 ,以 致 粒子 间 的 相互 作用 可 以 略 去 不 计 . 
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两 个 狭 链 ,我们 根据 通常 的 经 典 观念 ,一 定 会 设想 所 得 的 图 样 不 过 是 原先 两 个 图 
样 的 简单 又 合 :因为 每 一 个 电子 都 沿 自己 的 轨道 运动 ,只 通过 狭 缝 之 一 ,而 不 会 
影响 正在 通过 另 一 个 狭 锋 的 电子 . 可 是 ,电子 衍射 现象 表明 ,由 于 干涉 作用 ,我 们 
所 得 的 衍射 图 样 实际 上 并 不 等 于 每 一 个 单 狭 缝 所 分 别 给 出 的 那 两 个 衍射 图 样 之 
和 . 十 分 明显 ,这 个 结果 无 法 与 电子 的 轨道 运 动 观 念 相 协 调 . 

因此 ,统辖 原子 现象 的 力学 一 一 量子 力学 或 波动 力学 一 一 必须 建立 在 与 经 
典 力学 根本 不 同 的 运动 观念 的 基础 之 上 . 量子 力学 中 并 不 存在 粒子 轨道 之 类 的 
概念 . 这 就 构成 了 1927 年 W. 海 森 伯 所 发 现 的 量子 力学 基本 原理 之 一 所 请 不 
确定 性 原理 的 主要 内 容 . 

从 抛弃 经 典 力学 的 习 常 观念 这 一 角度 来 讲 , 不 确定 性 原理 的 内 容 也 许可 以 
说 是 消极 的 . 诚然 ,这 个 原理 本 身 , 还 不 足以 作为 建立 新 的 粒子 力学 的 基础 . 这 样 
一 种 新 的 理论 , 自 应 建立 在 若干 积极 论断 的 基础 上 ,这 将 在 以 后 ( $2) 讨论. 但 
是 ,为 了 能 够 表述 这 些 论断 起 见 ,我 们 有 必要 首先 弄 清 量 子 力学 所 面临 的 问题 的 
提 法 . 为 此 ,我 们 先 来 考察 一 下 量子 力学 和 经 典 力学 内 在 关系 间 的 特殊 性 质 . 

凡是 一 个 更 为 普遍 的 理论 ,往往 可 用 完整 的 逻辑 形式 表述 出 来 ,并 且 独立 于 
那些 作为 它 的 极限 情形 的 较 窑 理论 . 例如 相对 论 力学 可 以 建立 在 自己 的 基本 原 
理 的 基础 上 ,无 需 参考 牛顿 力学 . 可 是 , 当 我 们 表述 量子 力学 的 基本 概念 时 ,原则 
上 却 不 能 不 用 到 经 典 力学 . 一 个 电子 @ 没 有 确定 的 轨道 ,这 一 事实 本 身 意味 着 这 
个 电子 也 不 会 有 其 它 什么 动力 学 标志 @. 于 是 就 很 清楚 ,对 于 一 个 只 包含 量子 客 
体 的 系统 来 讲 ,势必 完全 不 可 能 建立 起 任何 逻辑 上 独立 的 力学 . 对 电子 运动 作出 
定量 描述 的 可 能 性 ,要求 同时 存在 一 些 物理 客体 ,这 些 物理 客体 在 足够 精确 的 范 
围 内 服从 经 典 力学 . 如 果 一 个 电子 和 这 样 的 “经 典 客体 " 相 作用 ,后 者 的 状态 一 
般 讲 来 会 有 所 变化 . 这 一 变化 的 性 质 及 大 小 依赖 于 电子 的 状态 ,从 而 就 可 以 用 来 
定量 描述 电子 的 状态 . 

因而 ,“ 经 典 客体 "通常 称 为 仪器 , 它 和 电子 的 作用 就 称 为 测量 . 但 是 有 必要 
强调 指出 ,我 们 在 这 里 根本 没有 讨论 物理 观测 者 所 参与 的 “测量 "过 程 . 量子 力 
学 中 所 谓 的 测量 ,我们 总 是 把 它 理解 为 与 任何 观测 者 无 关 的 发 生 于 经 典 客体 和 
量子 客体 之 间 的 任 一 相互 作用 过 程 .测量 概念 在 量子 力学 中 的 重要 性 是 由 N. 玻 
尔 所 阐明 的 . 

我 们 已 把 “仪器 ”定义 为 在 足够 精确 范围 内 服从 经 典 力学 的 一 个 物理 客体 . 





Q@ 值得 指出 ,量子 力学 的 完整 数学 表述 ,是 在 不 确定 性 原理 发 现 之 前 ,由 W. 海 森 伯 和 E. 薛 定 请 在 
1925 一 1926 年 间 建 立 起 来 的 ,不 确定 性 原理 体现 了 这 一 数学 表述 的 物理 内 容 . 

四 为 简便 计 ,在 本 节 及 以 后 各 节 中 ,凡是 讲 到 “一 个 电子 "的 地 方 ,可 以 一 般 地 理解 为 一 个 具有 量子 
特性 的 任何 客体 , 即 指 不 服从 经 典 力 学 而 服从 量子 力学 的 粒子 或 粒子 系统 . 

时 我 们 所 指 的 是 标志 电子 运动 的 那些 量 ,而 不 是 指标 志 粒 子 本 身 的 电荷 、 质量 等 等 参量 . 
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例如 一 个 质量 足够 大 的 物体 . 但 不 能 因此 认为 仪器 必然 是 宏观 的 . 在 一 定 条 件 
下 ,微观 客体 也 能 起 部 分 仪器 的 作用 ,因为 "具有 足够 的 精确 度 " 这 一 概念 取决 
于 所 涉及 的 具体 问题 . 例如 威 耳 逊 云 室 中 的 电子 运动 ,可 用 它 所 遗留 的 云 迹 来 观 
察 , 这 种 云 迹 的 粗细 远大 于 原子 尺度 ; 当 用 这 样 低 的 精确 度 确定 轨道 时 ,电子 完 
全 是 一 个 经 典 客体 . 

由 此 可 见 ,量子 力学 在 物理 理论 中 占有 一 个 很 不 平常 的 地 位 ; 它 把 经 典 力学 
作为 一 种 极限 情形 而 包含 在 内 ,但 在 它 的 自身 表述 中 ,同时 又 需要 这 一 极限 
情形 . 

现在 可 以 来 表述 一 下 量子 力学 问题 的 提 法 . 一 种 典型 的 问题 是 :用 前 次 测量 
的 已 知 结果 ,去 预 断 下 一 次 的 测量 结果 . 除 此 以 外 ,我们 以 后 将 看 到 ,量子 力学 中 
的 各 种 物理 量 (例如 能 量 ) 所 能 采取 的 数值 , 即 作为 该 量 的 测量 结果 所 能 得 到 的 
数值 ,它们 的 值 域 和 经 典 力学 相 比 一 般 讲 来 是 受 限制 的 . 量子 力学 方法 必须 告诉 
我 们 怎样 来 确定 它们 的 各 种 允许 值 . 

量子 力学 中 的 测量 过 程 具有 一 种 十 分 重要 的 特性 : 它 总 是 要 影响 到 被 测 的 
电子 ,并 且 在 给 定 的 测量 精确 度 范围 内 ,原则 上 不 可 能 使 这 种 影响 变 得 任意 小 . 
测量 得 愈 精确 , 它 所 给 予 的 影响 就 愈 大 ,只 有 在 精确 度 极 低 的 测量 中 ,被 测 客体 
所 受 的 影响 才能 很 小 . 测量 的 这 种 性质 ,逻辑 上 是 由 于 电子 的 动力 学 标志 仅仅 作 
为 测量 本 身 的 结果 才能 表现 出 来 ;十 分 明显 ,如 果 测 量 过 程 对 客体 的 影响 可 以 任 
意 地 小 ,这 就 意味 着 被 测 的 那个 量 本 身 具 有 一 个 和 测量 无 关 的 定 值 . 

在 各 种 测量 中 ,电子 的 坐标 测量 具有 基本 的 意义 . 在 量子 力学 的 适用 限度 
内 ,对 一 个 电子 所 施行 的 坐标 测量 中 总 是 可 以 达到 需要 的 任何 精确 度 . 

现在 假定 对 一 个 电子 的 坐标 相继 测量 了 许多 次 ,每 次 相隔 的 时 间 固 和 定 为 
At. 这 些 测量 结果 ,一 般 讲 来 ,并 不 位 于 一 条 光滑 的 曲线 上 . 而 是 相反 ,测量 得 愈 
精确 ,这 些 结果 会 变化 得 愈 不 连续 愈 不 规则 ;正好 和 电子 不 存在 轨道 的 概念 相 一 
致 . 只 有 在 极为 粗略 地 测量 电子 坐标 的 情形 下 ,例如 ,在 威 耳 还 云 室 中 根据 蒸气 
凝 成 的 液 滴 确定 电子 坐标 的 情形 下 , 才 会 得 到 一 条 相当 光滑 的 轨道 . 

现在 让 测量 的 精确 度 保持 不 变 ,我 们 把 测量 之 间 的 时 间 间 阳 At 加 以 缩短 ， 
那么 , 相 邻 的 测量 当然 就 会 给 出 坐标 的 相 邻 值 . 一 系列 相继 测量 之 后 所 得 的 结 
果 ,虽然 都 会 落 到 某 一 很 小 的 空间 范围 内 ,可 是 它们 将 在 这 个 区 域内 豪 无 规则 地 
分 布 着 ,并 不 位 于 任 一 光滑 曲线 上 . 特别 是 全 趋向 于 零 时 ,相继 测量 的 结果 完全 
不 趋 于 同一 直线 上 . 

这 种 情况 表明 ,量子 力学 中 并 不 存在 经 典 意义 下 的 粒子 速度 概念 ,经 典 的 粒 


QD 我 们 再 强调 一 所 ,所谓 “施行 测量 ”是 指 一 个 电子 和 一 个 经 典 “ 仪 器 "的 相互 作用 ,丝毫 也 没有 预 
设 外 界 观测 者 的 存在 . 
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子 速度 ,就 是 指 两 个 时 刻 的 坐标 之 差 除 以 这 两 个 时 刻 的 时 间 间 隔 Ai 后 当 At 趋 
向 于 零 时 所 得 的 极限 .不 过 ,以 后 我 们 会 看 到 ,量子 力学 中 可 以 建立 一 个 合理 的 
定义 ,用 来 表示 某 一 给 定时 刻 的 粒子 速度 ,并 且 当 量子 力学 转向 经 典 力学 时 ,这 
个 速度 也 随 之 转 为 经 典 的 速度 . 可 是 ,在 经 典 力 学 中 ,一 个 粒子 在 任 一 给 定时 刻 
可 以 同时 具有 确定 的 坐标 和 确定 的 速度 ,而 在 量子 力学 中 ,情况 则 完全 不 同 . 如 
果 测 量 结果 发 现 电 子 具 有 确定 的 坐标 ,那么 , 它 就 不 可 能 同时 具有 任何 确定 的 速 
度 .反之 ,具有 确定 速度 的 电子 ,就 不 可 能 具有 确定 的 空间 位 置 . 事实 上 ,坐标 和 
速度 的 同时 存在 就 意味 着 一 条 确定 轨道 的 存在 ,这 正 是 电子 所 没有 的 . 由 此 可 
见 , 在 量子 力学 中 ,一 个 电子 的 坐标 和 速度 是 两 个 不 能 同时 确切 测量 的 量 ,也 就 
是 两 个 不 能 同时 具有 和 定 值 的 量 .我 们 也 可 以 说 ,电子 的 坐标 和 速度 是 两 个 无 法 同 
时 存在 的 量 . 以 后 我 们 还 要 导出 一 个 定量 的 关系 式 , 用 来 判断 坐标 和 速度 同时 进 
行 非 精 确 测量 的 可 能 性 . 

在 经 典 力 学 中 ,物理 系统 的 完全 描述 是 通过 某 一 时 刻 给 定 其 中 的 全 部 坐标 
和 速度 来 实现 的 .运动 方程 根据 这 些 初 始 条 件 就 可 以 完全 确定 系统 此 后 所 有 时 
刻 的 行为 . 而 在 量子 力学 中 这 种 描述 在 原则 上 是 不 可 能 的 ,因为 坐标 和 与 其 相应 
的 速度 不 可 能 同时 确定 .于 是 ,量子 系统 的 状态 是 用 远 比 经 典 力学 为 少 的 数值 描 
写 的 . 这 就 是 说 ,对 量子 系统 的 状态 的 描写 不 如 经 典 系 统 那 样 详细 . 

由 此 得 出 关于 量子 力学 所 能 作出 的 预言 的 性 质 的 一 个 非常 重要 的 结论 :和 
经 典 力学 的 描述 能 够 准确 地 预言 系统 此 后 的 运动 相 比 ,量子 力学 对 力学 系统 的 
描述 是 不 够 详细 的 ,显然 做 不 到 像 经 典 力学 那样 . 这 就 是 说 ,即使 电子 处 于 一 个 
描述 得 最 完全 的 态 中 ,在 以 后 的 时 刻 它 的 行为 在 原则 上 也 是 不 唯一 的 . 因此 量子 
力学 对 于 电子 此 后 的 行为 不 可 能 给 出 确切 的 预言 ,处 于 给 定 起 始 状 态 的 电子 ,此 
后 对 它 进行 测量 时 可 以 得 出 各 种 各 样 的 结果 . 量子 力学 的 任务 只 是 给 出 测量 得 
到 这 一 结果 或 那 一 结果 的 概率 . 当然 ,在 有 的 情况 下 测量 得 到 某 一 结果 的 概率 可 
能 等 于 1, 这 时 过 渡 到 确定 性 ,这 一 测量 结果 是 单 值 的 . 

量子 力学 中 所 有 的 测量 过 程 可 以 分 成 两 类 . 其 中 有 一 类 居多 数 ,这 类 测量 不 
管 系统 处 于 什么 状态 ,都 不 能 测 得 唯一 的 肯定 结果 . 另外 一 类 测量 , 它 的 每 一 种 
可 能 结果 都 能 从 某 种 相应 状态 中 肯定 地 测 得 . 后 一 类 测量 在 量子 力学 中 占有 重 
要 的 地 位 , 称 为 可 以 预 断 的 测量 .由 这 种 测量 所 确定 的 状态 , 它 的 定量 标志 称 为 
量子 力学 中 的 物理 量 . 如 果 在 某 一 态 中 , 某 种 测量 总 是 给 出 唯一 的 肯定 结果 ,我 
们 就 说 该 态 中 相应 的 物理 量具 有 定 值 . 今后 我 们 对 “物理 量 " 一 词 ,总 是 理解 为 
此 处 所 指 的 含义 . 

今后 我 们 一 再 会 看 到 ,量子 力学 中 远 非 任意 一 组 物理 量 都 能 同时 测量 , 即 都 
能 同时 具有 定 值 .我 们 早已 讲 过 一 个 例子 ,就 是 一 个 电子 的 坐标 和 速度 ,在 量子 
力学 中 起 着 巨大 作用 的 是 具有 下 述 性 质 的 一 组 物理 量 :这 组 量 能 够 同时 测量 ,并 
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且 当 它们 同时 具有 年 值 的 时 候 ,再 也 没有 别 的 物理 量 ( 只 要 不 是 这 一 组 量 的 函 
数 ) 能 在 该 态 中 再 具有 定 值 ,我们 把 这 样 的 一 组 物理 量 称 为 一 个 完全 集合 . 

电子 状态 的 任何 描述 全 都 来 自 某 种 测量 结果 . 现在 来 讲 一 下 量子 力学 中 对 
一 个 状态 进行 完全 描述 的 含义 .完全 描述 的 态 是 由 物理 量 的 某 一 完全 集合 同时 
测量 的 结果 所 产生 的 .根据 这 样 的 测量 结果 ,我 们 就 能 确定 下 一 次 任何 测量 中 各 
种 所 得 结果 的 概率 ,并 与 首次 测量 (完全 测量 ) 之 前 电子 的 历史 无 关 ， 

今后 ( $ 14 除外 ) 我 们 总 是 把 一 个 量子 系统 的 状态 理解 成 为 这 种 完全 描述 
的 态 . 
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量子 力学 中 的 运动 概念 和 经 典 力 学 相 比 较 有 了 根本 性 的 改变 ,当然 ,这 就 要 
求 理论 的 数学 表述 作出 同样 的 根本 改变 . 对 此 ,我 们 必须 首先 考虑 量子 力学 中 态 
的 描述 方法 . 

我 们 用 g 表示 量子 系统 坐标 的 集合 ,用 dg 表示 这 组 坐标 的 微分 的 乘积 . dg 
通常 称 为 该 系统 位 形 空间 中 的 一 个 体积 元 ; 对 单 粒 子 来 讲 ,da 等 同 于 普通 空间 
中 的 一 个 体积 元 dV. 

量子 力学 的 数学 表述 基于 这 样 的 一 个 命题 :在 某 一 给 定时 刻 ,一 个 系统 的 状 
态 可 以 用 一 个 确定 的 坐标 函数 到 (9)( 通 常 为 复 函 数 ) 来 描述 . 这 个 函数 的 模 量 
平方 确定 了 坐标 值 的 概率 分 布 :对 系统 进行 坐标 测量 时 ,测量 所 得 诸 值 处 于 位 形 
空间 的 dg 体积 元 内 的 概率 等 于 1w1*dg. 函数 称 为 该 系统 的 波 函 数 有 . 

知道 波 函 数 后 ,我 们 还 能 在 原则 上 算出 任何 其 它 测量 (不 一 定 是 坐标 测量 ) 
结果 的 概率 .所 有 这 些 概 率 都 可 由 多 和 旬 * 的 双 线 性 表 式 所 确定 . 这 种 表 式 的 最 
一 般 形式 为 


wa) wv (gq')$(g,q')dgdg’, (2.1) 


其 中 的 g(g,q') 函数 依赖 于 测量 的 结果 及 性 质 ,积分 则 遍及 整个 位 形 空间 . 坐标 
值 的 概率 式 多 到 " 本身, 也 是 属于 这 种 类 型 的 一 个 表 式 @@. 

一 般 讲 来 ,系统 的 状态 及 其 波 函 数 会 随时 间 变 化 . 在 这 种 意义 下 , 波 函 数 也 
可 以 看 成 是 时 间 的 函数 . 如 果 某 一 起 始 时 刻 的 波 函 数 是 已 知 的 ,那么 ,根据 状态 
的 完全 描述 这 一 概念 本 身 所 具 的 含义 ,在 原则 上 可 确定 此 后 每 一 时 刻 的 波 函 数 . 
波 函 数 对 时 间 的 具体 依赖 关系 ,将 由 以 后 导出 的 方程 式 来 确定 . 


QD ” 波 函 数 是 由 巷 定 请 于 1926 年 首先 引 人 和 人 量子 力 学 的 ， 
加 (2.1) 式 中 当 g$(g,q') =6(q -qo)6(g' -9o) 时 可 得 多 (9o) 更 ”"(9o) ,其 中 的 5 代表 后 面 $5 中 定 
义 的 德 耳 塔 函数 ;go 为 我 们 欲求 其 概率 的 一 组 坐标 值 . 
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根据 定义 ,一 个 系统 的 各 种 可 能 坐标 值 的 概率 总 和 必须 等 于 1. 故 ! 更 | 对 
整个 位 形 空间 的 积分 结果 必须 等 于 1: 


| Pa =1. (2.2) 


这 个 等 式 称 为 波 函 数 的 归 一 化 条 件 . 如 果 1 多 1” 的 积分 是 收敛 的 ,那么 ,只 要 适当 
选择 函数 名 前 的 常数 系数 ,总 能 使 豆 得 到 归 一 化 .但 是 ,我 们 在 以 后 还 会 磁 到 
11 的 积分 为 发 散 的 波 函 数 . 以 致 罗 无 法 用 条 件 (2.2) 加 以 归 一 化 . 当然 ,这 种 
情形 下 的 1 有 | 并 不 代表 坐标 的 绝对 概率 值 ,但 是 ,在 位 形 空间 中 两 个 不 同 点 处 
的 1w1” 的 比值 ,可 给 出 这 两 处 坐标 值 的 相对 概率 . 

凡 用 波 函 数 算出 并 且 具 有 直接 物理 意义 的 各 种 量 ,都 呈 (2.1) 式 的 形式 ， 
式 中 的 罗 总 是 跟 让 乘 在 一 起 ,由 于 这 一 点 , 归 一 化 的 波 函 数 显 然 可 以 包含 一 
个 具有 e "(a 为 任 一 实数 ) 形 式 的 不 确定 的 常数 相 因 子 ,这 个 因子 的 模 量 等 于 
1. 这 种 不 确定 性 原则 上 是 无 法 消除 的 ;但 它 无 关 紧 要 ,因为 它 并 不 影响 任何 物 
理 结果 . 

量子 力学 的 积极 内 容 是 建立 在 有 关 波 函数 性 质 的 一 系列 假定 的 基础 之 上 
的 . 这 些 假定 如 下 : 

设 在 波 函 数 为 多 (9g) 的 态 中 进行 某 种 测量 可 以 获得 可 靠 的 肯定 结果 ( 称 为 
结果 1) ,而 在 (9g) 的 态 中 进行 这 种 测量 也 可 以 获得 可 靠 的 肯定 结果 2. 那么 可 
以 假定 ,在 多 和 胸 的 任 一 线性 到 加 所 给 出 的 态 中 , 即 在 任 一 具有 c 五 + cc, 
聘 数 形式 (其 中 c, 和 6, 为 常数 ) 的 态 中 ,进行 该 种 测量 所 得 的 结果 或 者 是 上 ,或 
者 是 2. 此 外 ,还 可 进一步 假定 ,只 要 以 上 两 个 态 的 时 间 依 赖 关系 是 已 知 的 ,也 就 
是 一 个 由 函数 罗 (g,t) 给 出 , 男 一 个 由 函数 多 (9,i) 给 出 ,那么 ,它们 的 任 一 线 
性 姜 加 也 给 出 了 这 个 又 加 态 的 可 能 的 时 间 依 赖 关系 . 以 上 这 些 假定 ,构成 了 量子 
力学 的 一 个 首要 原理 , 称 为 状态 又 加 原理 . 从 这 个 原理 可 以 立刻 知道 , 波 防 数 所 
满足 的 一 切 方程 必须 对 更 保 持 线性 . 

现在 让 我 们 考虑 一 个 系统 , 它 由 两 个 子 系 统 所 组 成 ,并 且 假 定 这 个 系统 处 于 
这 样 的 状态 , 它 的 每 一 个 子 系统 都 是 完全 描述 的 由. 那么 我 们 可 以 断言 ,第 一 个 
子 系统 的 gq, 坐标 概率 和 第 二 个 子 系统 的 9, 坐标 概率 彼此 无 关 , 从 而 整个 系统 
的 概率 分 布 必然 等 于 这 两 个 子 系统 的 概率 分 布 的 乘积 . 这 就 是 说 ,该 系统 的 波 函 
数 Wi, (qi ,42 ) 可 以 表 为 这 两 个 子 系统 波 函 数 风 (gq) 和 罗 , (9g, ) 的 乘积 : 

Bi,(g1,9) = 到 (91) 到 (92)， (2.3) 
如 果 这 两 个 子 系统 没有 相互 作用 ,那么 ,整个 系统 及 其 两 部 分 之 间 的 上 述 波 晴 数 


(D ”当然 ,这 意味 着 整个 系统 的 态 也 是 完全 描述 的 . 但 应 强调 指出 相反 的 情况 并 不 成 立 : 如 果 整 个 系 
统 的 态 是 完全 描述 的 ,一般 来 讲 , 它 并 不 能 由 此 确定 各 个 个 别 部 分 的 态 ( 又 见 § 14). 


$3 算 符 下 学 


关系 式 在 此 后 各 时 刻 仍 将 保持 不 变 , 即 可 写成 
V,(g, ,9,,t) = (gi,t) V,(g, ,1). (2.4) 


§3 算 符 


现在 来 考虑 某 一 标志 量子 系统 状态 的 物理 量 f. 严格 讲 来 ,我 们 下 面 所 讨论 
的 量 不 是 一 个 ,而 是 同时 有 一 组 这 种 物理 量 的 完全 集合 .但 由 于 对 问题 的 讨论 没 
有 多 大 差别 ,为 简明 计 , 下 面 只 讲 一 个 物理 量 . 

在 量子 力学 中 ,一 个 给 定 物理 量 所 能 取 的 数值 称 为 它 的 本 征 值 ,这 些 数 值 的 
集合 则 称 为 该 量 的 值 谱 .在 经 典 力学 中 ,一 般 讲 来 ,物理 量具 有 连续 值 . 量子 力学 
中 也 有 一 些 物 理 量 (例如 坐标 ) ,它们 的 本 征 值 具有 连续 的 值 域 ;这 种 情形 下 的 
本 征 值 称 为 具有 连续 谱 . 可 是 ,量子 力学 中 除了 这 些 量 以 外 ,还 有 其 它 一 些 量 , 它 
们 的 本 征 值 是 一 组 离散 的 数值 ;这 种 情形 我 们 称 为 共有 离散 谱 . 

为 简单 计 , 我 们 假定 所 考虑 的 量具 有 离散 谱 ; 连 续 谱 的 情形 将 在 $5 中 讨 
论 .f 的 本 征 值 用 f, 表示 ,下 标 n 可 取 0,1,2,3,… 等 值 . 我们 还 用 有 表示 系统 的 
一 个 状态 波 函 数 ,该 态 中 的 /具有 确定 的 大 值 . 这 个 波 函 数 罗 , 称 为 所 给 物理 量 f 
的 本 征 函 数 . 假定 每 一 个 这 样 的 波 函 数 已 经 归 一 化 , 即 有 


由 到 ae=1 (3.1) 


假定 该 系统 处 于 某 一 波 函 数 为 罗 的 任意 状态 中 ,对 之 进行 物理 量 f 的 测 

量 结 果 可 得 /的 某 些 本 征 值 /. 根据 状态 又 加 原理 可 以 断言 , 波 函 数 下 必然 是 

这 样 一 些 本 征 函 数 多 , 的 线性 组 合 , 这 些 多 , 所 对 应 的 各 个 上 值 都 能 在 更 态 中 

测 到 , 且 其 概率 不 等 于 零 . 因此 在 一 般 情形 下 , 任 一 态 的 多 函数 可 表 成 下 列 级 
数 形式 : 

y= 5 oY,, (3.2) 


式 中 对 所 有 的 n 求 和 ,a, 是 一 些 常 系数 . 

由 此 得 出 结论 ,任何 波 函 数 可 以 用 任 一 物理 量 的 一 套 本 征 函 数 来 展开 . 使 上 
述 展 开 式 得 以 成 立 的 那 一 套 函 数 称 为 一 个 完备 组 (或 封闭 组 )， 

当 系统 处 于 波 函 数 为 多 的 态 时 ,展开 式 (3.2) 足 以 确定 在 该 态 中 找到 物理 
量 / 具 有 任 一 给 定 太 值 的 概率 ( 即 测量 结果 为 值 的 概率 ). 正 如 上 证 所 述 ,这 
些 概率 应 由 名 和 更 "的 某 种 双 线 性 表 式 所 确定 ,这 种 表 式 对 a, 和 a。 而 言 因而 
也 是 双 线 性 的 . 当然 ,这 样 的 表 式 还 必须 是 正 量 . 最 后 , 当 系 统 处 于 波 函 数 罗 = 
业 , 的 态 中 时 ,f, 值 的 概率 必须 等 于 1, 当 波 函 数 下 的 展开 式 (3.2) 中 不 含 呈 ， 
时 ,f. 值 的 概率 必须 等 于 零 .能够 满足 上 述 诸 条 件 的 唯一 正 量 只 能 是 系数 a, 的 
模 量 平方 . 我 们 就 得 到 这 样 的 结论 ,展开 式 (3.2) 中 每 一 个 系数 的 模 量 平方 值 
lc.| ,确定 了 波 函 数 为 轨 的 态 中 物理 量 f 具 有 相应 值 有 的 概率 . 各 种 值 的 概 
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率 总 和 必须 等 于 1 ; 换 句 话说 ,以 下 关系 式 必须 成 立 : 

>》 la.l” =1. (3.3) 

如 果 函 数 罗 未 经 归 一 化 ,(3.3) 式 也 就 不 再 成 立 . 此 时 于 las 将 由 罗 和 

y" 的 某 一 双 线性 表 式 所 确定 ,这 个 表 式 当 多 归 一 化 后 必须 等 于 1. 这 样 的 表 式 
只 能 是 积分 式 | ww" dg. 故 下 式 必须 成 立 : 


> oa; = | zz dg. (3.4) 
另 一 方 面 ， 如 果 我 们 用 罗 去 有 弱 罗 ” (多 的 共 绒 复 酒 数 ) 的 展开 式 
Ww" = > a; 到 ,积分 之 ,可 得 
| zz dg = > 二 [vv: ydg, 
将 此 式 和 (3.4) 式 比较 ,我 们 有 
> oo = > a | 到 ydg, 
由 此 可 以 导出 下 列 公式 : 
a, = | zz d9， (3.5) 
这 个 公式 确定 了 罗 函数 对 罗 , 本 征 函 数组 展开 时 的 系数 au， 
如 果 把 (3.2) 式 代入 上 式 , 可 得 
We a, | Vy dg, 
由 上 式 显 然 可 知 ,本 征 函 数组 必须 满足 以 下 条 件 ; 
| 到 到 dq =， (3.6) 
n =m 时 其 中 的 6% =1,n 关 m 时 6,, =0.mzn 时 乘积 罗 , 业 的 积分 等 于 零 , 这 


一 事实 称 为 娄 , 函数 组 的 正 交 性 . 因此 ,多 , 本 征 函 数组 构成 一 套 正 交 的 归 一 化 
的 完备 函数 组 (或 简称 为 正 交 归 一 系 ). 


现在 来 引入 物理 量 f 在 某 一 给 定 态 中 的 平均 值 f 的 概念 . 根据 通常 的 平均 

值 定义 ,我们 把 平均 值 f 定义 为 该 量 的 所 有 本 征 值 f 分别 乘 以 相应 的 概率 值 
la 上 后 相 加 所 得 的 总 和 , 即 

f= > fla, |’. (3.7) 

我 们 来 写 出 了 的 一 个 表 式 , 这 个 表 式 中 不 含 名 的 展开 系数 a, 而 只 含 多 函 

数 本 身 . 鉴 于 (3.7) 式 中 出 现 乘积 a,a, ,显然 ,欲求 的 表 式 对 柳生 必须 是 双 


$3 算 符 “9 


线性 的 .我 们 引入 某 种 数学 算 符 ,用 六 表示 之 @ ,并 定义 如 下 . 令 (Fz) 为 算 符 产 作 
用 于 函数 多 后 所 得 的 结果 . 我 们 定义 的 ,是 使 (f 罗 ) 和 共 印 复 函 数 多 * 相 乘 后 
的 积分 结果 等 于 平均 值 了 : 
f= | Y CPP)d9 (3.8) 

很 易 证 明 ,f 在 一 般 情 形 下 是 一 个 线性 @ 积 分 算 符 . 实际 上 ,应 用 a, 的 表 式 

(3.5) ,可 以 把 (3.7) 式 的 平均 值 定义 改写 成 
f= > hoa = | 到 ( 3 of )dg, 

和 (3.8) 式 比较 ,可 以 看 出 算 符 作用 于 函数 罗 的 结果 呈 以 下 形式 : 


(f¥) = > of,, (3.9) 
如 果 把 (3.5) 式 的 a, 代 和 人 上 式 , 我 们 就 发 现 f 是 一 个 以 下 形式 的 积分 算 符 : 
fy) = [K(g,9') wg') dq’, (3.10) 
其 中 的 函数 K(g,q') ( 称 为 该 算 符 的 核 ) 为 
K(g,g') = > fy (gq')V,(g). (3.11) 


因此 ,量子 力学 中 的 每 一 个 物理 量 都 有 一 个 确定 的 线性 算 符 与 之 相应 . 
由 (3.9) 式 可 知 ,如 果 函 数 多 就 是 本 征 函 数 更 , 之 一 (此 时 所 有 的 a, 除了 一 
个 以 外 都 等 于 零 ) ,那么 ,用 算 符 六 作用 之 后 ,就 等 于 这 个 函数 乘 上 它 的 相应 本 
征 值 人 : 
fy, = 到 (3.12) 
[此 后 凡 不 会 发 生 混淆 之 处 , 常 把 ( 记 z) 表 式 中 的 括号 略 去 ;将 该 算 符 视 为 作用 在 
它 后 面 所 跟 的 表 式 上 ]. 因此 我 们 可 以 说 ,所 给 物理 量 f 的 诸 本 征 函 数 均 为 下 列 
方程 的 解 : 
fy=fY, 
其 中 的 f 是 一 个 常数 , 当 上 述 方程 具有 满足 所 需 条 件 的 解答 时 ,这 个 常数 所 能 采 
取 的 诸 数值 即 为 本 征 值 . 以 后 将 会 看 到 ,许多 物理 量 的 算 符 形状 可 以 通过 直接 的 


@ 我 们 约定 , 凡 在 字母 上 加 一 符号 ““” 的 都 代表 算 符 
四 “一 个 算 符 具有 以 下 性 质 时 , 称 为 线性 的 : 
f (w+p) fw + 有 及 六 az) =afy, 
其 中 多 | 和 也: 为 任意 果 数 ,a 为 任意 常数 . 
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物理 考虑 确定 出 来 ,上 面 所 讲 的 算 符 性 质 ,使 我 们 有 可 能 通过 解 /到 =/ 到 方程 而 
求 出 其 本 征 函 数 及 本 征 值 . 

一 个 实物 理 量 的 本 征 值 及 其 在 每 个 态 中 的 平均 值 都 是 实数 . 这 一 点 限制 了 
它 的 相应 算 符 . 令 (3.8) 式 等 于 它 的 复 共 斩 式 ,可 得 以 下 关系 ; 


[¥' Fw)dg= | 到 )dg, (3.13) 

其 中 的 产 代表 广 的 复 巷 算 符 @. 一 般 讲 来 ,这 个 式 子 对 任意 的 线性 算 符 不 一 定 

成 立 ,因而 它 对 算 符 六 的 形式 是 一 种 限制 . 对 任意 的 算 符 广 讲 来 ,我 们 可 以 求 出 它 
的 转 置 算 符 了 ,其 定义 如 下 : 

[Bfv) dg = { (Cje)aq， (3.14) 


式 中 的 轨 和 B 是 两 个 不 同 的 函数 . 如 果 令 B 等 于 玖 的 共 恩 复 函 数 多 " ,再 和 
(3.13) 式 比较 ,我 们 就 有 


mr 
A 


J/ =/ ， (3.15) 
满足 这 个 条 件 的 算 符 称 为 厄 米 算 符 @. 这 样 一 来 ,在 量子 力学 的 数学 表述 中 ,和 
实物 理 量 相对 应 的 算 符 就 必须 是 厄 米 算 符 . 

我 们 还 可 以 纯 形式 地 考虑 复 物 理 量 , 即 其 本 征 值 为 复数 的 物理 量 . 假定 了 是 
这 样 一 个 量 . 则 可 引进 其 共 绒 复 量 广 , 它 的 本 征 值 和 /的 本 征 值 成 共 轿 复数 关 


系 .我们 用 六 代表 广 所 对 应 的 算 符 .六 称 为 算 符 f 的 厄 米 共 郝 算 符 , 一 般 讲 来 它 
不 同 于 复 共 示 算 符 广 : 广 在 多 态 中 的 平均 值 为 
f° = {°F* wag 
另 一 方面 ,我 们 有 
(OP = [ffgeae] = fw vd = [vf wag 
以 上 两 式 相等 ,得 
f* =f° (3.16) 


显然 ,fF ' 一 般 讲 来 并 不 等 于 f". 
条 件 (3.15) 现 在 可 写成 


@ 对 算 符 有 ,如 果 有 f= 四, 则 复 共 二 算 符 f* 可 通过 f* 风 ”= 由 * 加 以 定义 . 
@ 对 (3.10) 形 式 的 线性 积分 算 答 而 言 , 厄 米 条 件 相 当 于 该 算 符 的 核 必须 满足 K(q,g') =K* (gq'， 
gq). 
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f =f (3. 17) 
因此 ,一 个 实物 理 量 的 算 符 等 于 它 的 厄 米 共 斩 算 符 ( 厄 米 算 符 也 称 为 自力 算 符 ) . 
对 一 个 厄 米 算 符 讲 来 ,属于 不 同 本 征 值 的 本 征 郴 数 披 此 正 交 ,现在 来 讲 一 下 


如 何 直 接 证 明 这 种 正 交 性 . 设 f 和 /为 的 两 个 不 同 本 征 值 ,多 , 和 多, 为 其 相 
应 的 本 征 函 数 ， 


fy, =f,. VD,， fy, =f, WV,. 
第 一 式 两 边 各 乘 以 业 , ,第 二 式 经 过 复 共 恩 后 再 在 两 边 各 乘 以 多. ,然后 两 
式 相 减 ,得 


pf, -Vf w=(f,-f,) ,wD, 
上 式 两 边 对 dg 积分 . 由 于 f= 让, 按 (3. 14) 上 式 左边 的 积分 等 于 零 , 故 得 
Cf, -f.) {Py dg =0, 
由 于 大 / ,得 证 多 ,和 记 。 两 个 函数 的 正 交 性 . 


我 们 在 这 里 只 讲 了 一 个 物理 量 f, 但 在 本 节 之 初 早已 说 明 过 ,对 一 组 同时 可 
测 的 物理 量 的 完全 集合 也 可 以 同样 讲 . 此 时 完全 集合 中 的 每 一 个 量 f,g,… 均 有 


其 对 应 的 算 符 f,&#,…. 本 征 函 数 多 , 则 对 应 于 上 述 诸 量 同时 具有 定 值 的 态 , 即 对 
应 于 具有 一 组 确定 的 本 征 值 /,,g,,… 的 态 , 且 为 下 列 方程 组 的 共同 解 : 


fy =fV, ggV= gD,…. 
$4 算 符 的 加 法 和 乘法 


设 f 和 & 是 两 个 物理 量 f/ 和 & 的 算 符 . 它们 之 和 J+g 对 应 于 一 个 相应 算 符 
f+&. 但 是 ,量子 力学 中 不 同 物理 量 相 加 的 含义 在 很 大 程度 上 取决 于 这 两 个 算 符 
能 否 同时 测量 . 如 果 f 和 能够 同时 测量 , 算 符 f 和 8 就 具有 共同 本 征 函 数 , 它 
们 也 就 是 算 符 f +&8 的 本 征 函 数 ,这 一 算 符 的 本 征 值 就 等 于 二 本 征 值 之 和 
f.+8,. 但 当 f 和 gg 不 能 同时 具有 确定 值 时 ,二 者 之 和 f+g 的 含义 就 更 有 限 了 . 
此 时 我 们 只 能 说 , 算 符 之 和 在 任 一 态 中 的 平均 值 等 于 二 者 平均 值 之 和 ， 

f+g=f +8. (4.1) 

至 于 算 符 广 +& 的 本 征 值 和 本 征 函数 ,一 般 讲 来 与 1 和 & 的 本 征 值 和 本 征 函数 不 

再 有 任何 关系 .如果 和 & 都 是 自 轿 算 符 ,显然 f+8 也 是 自 罗 算 符 , 从 而 它 的 本 
征 值 都 是 实数 ,并 且 等 于 由 此 定义 的 新 量 /+g 的 值 . 

下 列 定理 值得 提 一 下 . 设 有 和 g。 分 别 为 1 和 g 的 最 小 本 征 值 ,而 (f+g)。 为 
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了 +g 的 最 小 本 征 值 . 则 可 证 明 - 

(f +8) o>fo +go, (4.2) 
式 中 的 等 号 当 f 和 gg 可 以 同时 测量 时 成 立 .这 个 定理 的 证 明基 于 这 样 一 个 明显 
的 事实 , 即 一 个 量 的 平均 值 总 是 大 于 或 等 于 它 的 最 小 本 征 值 .在 f+g 具有 本 征 


值 (f+g)。 的 态 中 ,我 们 有 f+g = (f+g)。, 另 一 方面 ,由 于 f +g =f +8>f) + go， 
我 们 就 得 到 不 等 式 (4.2). 

再 令 f 和 & 是 两 个 可 以 同时 测量 的 量 . 除了 它们 的 和 之 外 ,还 可 以 引进 它们 
的 乘积 概念 ,这 个 乘积 是 这 样 一 个 量 ,这 个 量 的 本 征 值 等 于 /和 & 的 本 征 值 的 乘 
积 . 很 易 证 明 , 这 个 量 的 算 符 作用 在 函数 上 的 结果 ,相当 于 把 原先 两 个 量 的 算 符 


先后 作用 于 该 函数 上 所 得 的 结果 . 这 样 的 算 符 ,在 数学 上 可 表 为 f 和 & 两 个 算 符 
的 乘积 . 实际 上 , 设 业 , 为 f 和 & 的 共同 本 征 函 数 ,我 们 有 
8, =f(8Y,) =fe,Y, =g8,f ,=8,f,Y, 
(记号 褒 代 表 一 个 算 符 , 它 作用 于 函数 灾 上 的 结果 ,等 于 先 把 算 符 她 作用 于 更 
上 再 把 算 符 广 作 用 于 函数 8 多 后 所 得 的 结果 ). 同样 我 们 也 可 以 用 算 符 姥 代替 
后, 两 者 的 差别 仅 在 于 因子 的 次 序 . 这 两 个 算 符 作用 于 禾 , 函数 的 结果 显然 是 相 
同 的 . 由 于 任 一 波 函 数 区 可 表 为 更 , 函数 组 的 线性 组 合 , 故 冯 和 闻 作 用 于 任 一 
函数 的 结果 也 是 相同 的 . 这 一 事实 可 以 用 符号 等 式 f8 =& 来 表示 ,或 写作 
f8 -8&f =0. (4.3) 

这 样 的 两 个 算 符 f 各 称 为 可 相互 对 易 . 由 此 得 出 一 个 重要 结论 :如果 和 
g 两 个 量 可 以 同时 取 定 值 , 则 其 算 符 彼此 对 易 . 

上 述 定 理 的 逆 定 理 也 能 加 以 证 明 ( 见 $ 11) :如 果 算 符 广 和 号 对 易 ,那么 , 它 
们 所 有 的 本 征 函 数 都 可 取 成 两 者 的 共同 本 征 函 数 ;其 物理 含义 是 ,这 两 个 算 符 所 


对 应 的 物理 量 可 以 同时 测量 .因此 算 符 的 可 对 易 性 是 物理 量 可 以 同时 测量 的 一 
个 充 要 条 件 . 


算 符 相 乘 的 一 个 特殊 情形 是 一 个 算 符 的 寡 乘 . 根据 以 上 的 讨论 可 知 , 算 符 户 
(p 为 整数 ) 的 本 征 值 等 于 算 符 广 的 本 征 值 的 p 次 方 .一般 讲 来 ,我 们 可 以 把 一 个 
算 符 f 的 任意 函数 p(p) 定义 为 一 个 算 符 ,这 个 算 符 的 本 征 值 等 于 同一 函数 
p( 站 ,其 中 的 是 算 符 广 的 本 征 值 .如果 函 数 pg(f) 可 展开 成 泰勒 级 数 , 则 算 符 
p( 户 ) 也 能 展 成 这 样 的 震级 数 , 即 归 结 为 各 种 宕 次 的 户 . 

特别 是 算 符 广 -:, 它 称 为 广 的 逆 算 符 . 显然 ,把 算 符 六 和 广 -: 先 后 作用 于 任 一 
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函数 上 ,其 结果 使 该 函数 保持 不 变 , 亦 即 有 ff =f-!f =1. 
如 果 了 和 g 不 能 同时 测量 ,它们 的 乘积 概念 就 不 再 具有 上 述 直 接 意义 . 这 一 


点 可 用 下 列 事实 说 明 :现在 的 算 符 f8 不 再 自 绒 ,从 而 不 能 对 应 于 任 一 实物 理 量 ， 
事实 上 ,根据 一 个 算 符 的 转 置 定义 ,我 们 可 写 出 


| wepa= | ws) d= (88) (fy) dg, 
这 里 的 算 符 广 只 作用 在 更 上 而 算 符 有 只 作用 在 盏 上 ,所 以 被 积 函数 不 过 是 86 
和 广 和 两 个 函数 的 简单 乘积 . 再 一 次 应 用 算 符 的 转 置 定义 ,我 们 可 写成 
[wepd= | (fv) 88)dg= {BEf vag. 
于 是 我 们 得 到 一 个 积分 ,和 原 积分 相 比 ,其 中 的 函数 罗 和 @ 对 调 了 位 置 . 换 
句 话说 , 算 符 8 是 裔 的 转 置 算 符 ,我 们 可 写成 


fody, (4.4) 
即 乘积 户 的 转 置 ,等 于 其 因子 分 别 转 置 后 再 以 相反 次 序 写 出 的 乘积 . (4.4) 式 
两 边 都 取 复 共 印 ,可 得 
(f8)' = 有 (4.5) 
如 果 广 各 都 是 厄 米 算 符 ， 则 (f8)* = 六 由 此 可 见 , 当 且 仅 当 六 和 及 对 易 
时 ,f8 才 能 是 厄 米 算 符 . 
我 们 要 指出 ,从 两 个 不 对 易 厄 米 算 符 的 乘积 反 和 闻 出 发 ,可 以 对 称 化 成 一 
个 厄 米 算 符 : 
7(f8 +8f), (4.6) 
这 样 的 表 式 有 时 会 碰 到 ; 称 之 为 对 称 化 乘积 . 


容易 看 出 6 -六 是 一 个 反 厄 米 算 符 ( 即 其 转 置 算 符 等 于 其 复 共 斩 算 符 乘 上 
一 个 负 号 ). 它 乘 上 i 后 即 可 变 成 厄 米 算 符 ;因此 


i(fé -é&f) (4.7) 
又 是 一 个 厄 米 算 符 . 
为 简便 计 , 今 后 我 们 有 时 将 用 以 下 的 记号 : 
[f,8] =fé -&f, (4. 8) 


并 称 为 这 两 个 算 符 的 对 易 式 . 容易 证 明 下 列 恒等式 
[f8,h] =[f,h]8 +fL8,h]. (4.9) 
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注意 ,如 果 [f,h] =0 和 [8,h] =0 ,一般 讲 并 不 导致 和 & 对 易 . 
$5 连续 谱 

$3 和 $4 中 描述 离散 谱 本 征 函 数 特性 的 所 有 关系 式 ,可 以 毫 无 困难 地 推广 
到 本 征 值 为 连续 谱 的 情形 中 去 . 

设 /为 具有 连续 谱 的 一 个 物理 量 . 我们 可 以 简单 地 用 同一 字母 代表 它 的 各 
个 本 征 值 ,并 用 炎 , 代表 相应 诸 本 征 函 数 . 按 (3.2) 式 , 任 一 波 函数 下 可 对 离散 谱 


的 一 套 本 征 函 数 来 展开 ,与 此 类 似 , 有 豆 也 可 对 具有 连续 谱 的 物理 量 的 一 套 完备 本 
征 函 数 来 展开 (此 时 展开 式 是 一 个 积分 式 ). 这 种 展开 式 所 具 的 形状 为 


vg) = | olg) df, (5.1) 


式 中 的 积分 遍及 量 f 所 能 取 的 整个 值 域 . 

连续 谱 本 征 函 数 的 归 一 化 问题 要 比 离散 谱 情形 来 得 复杂 . 以 后 将 看 到 ,本 征 
函数 模 量 平方 积分 等 于 一 的 要 求 ,现在 无 法 满足 .为 此 ,我 们 把 多 函数 的 归 一 化 
定义 改 成 这 样 :使 得 1er 上 df 等 于 在 业 波 函 数 所 描述 的 态 中 测 得 该 物理 量 的 数 
值 介 于 f 和 f+df 之 间 的 概率 .所 有 了 可 能 值 的 概率 总 和 必须 等 于 1, 因此 有 


fet?af=1 (5. 2) 


[类 似 于 离散 谱 的 (3.3) 式 ]. 
仿效 推导 (3.5) 式 的 方法 ,应 用 同一 论证 ,可 得 下 列 两 式 ,其 一 是 


| "= [lod, 
其 二 是 
| za= [{ ow watag. 
比较 以 上 两 式 ,发现 展开 式 系数 满足 下 列 公式 : 
a= {Plq) ¥ (9)dg, (5.3) 


此 式 与 (3.5) 式 完全 类 似 . 
为 了 推导 归 一 化 条 件 ,现在 把 (5.1) 代 和 人 (5.3) 式 ,结果 得 


ar = for (fw dg ) df ' , 
此 式 必须 对 任意 的 xy 都 能 成 立 ,因而 必须 是 恒 等 地 得 到 满足 . 为 此 ,首先 ,被 积 
函数 中 的 or 的 系数 ( 即 | 如 dq) 只 要 f'z 就 必须 等 于 零 ,而 当 f' =f 时 ,这 


个 系数 必须 变 成 无 穷 大 ( 否则 对 df ' 积 分 后 将 等 于 零 ). 故 积分 | 多 ,名 dg 应 为 
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了 ' - 厂 的 函数 ,这 个 函数 当 宗 量 不 等 于 零 时 为 零 , 当 宗 量 等 于 零 时 为 无 穷 大 ,我 们 
用 5(f' -有 代表 这 个 函数 : 
{Bw dg=6(f' -7). (5.4) 
我 们 必须 有 
[20°' -ardf' =0,. 
这 个 式 子 确定 了 5(F ~- 有 函数 当 f' -f=0 时 变 成 无 穷 大 的 方式 . 由 上 式 显 然 可 
得 
5 -DAdf'=1. 
这 样 定 义 的 函数 称 为 8 函数 ( 它 是 由 P. A. M. 狄 拉 克 首 先 引 人 量子 力学 的 ). 我 
们 再 把 定义 它 的 公式 写 一 侦 . 它们 是 
X00 时 6(x) =0， 而 6(0)=%w， (5.5) 
而 且 
「 8(x) dx=1, (5.6) 


式 中 的 上 下 积分 限 可 换 成 任意 数值 ,只 要 % =0 的 点 处 于 积分 区 内 就 可 以 了 . 设 
及 zx) 为 在 x =0 把 处 连续 的 函数 , 则 有 


f sa)Ka)az=7Ko). (5.7) 
此 式 可 改写 成 更 普遍 的 形式 
[8x -Ax) dx =f(a), (5.8) 


式 中 的 积分 区 间 包 含 *=a 点 ,并 且 拟 xz) 在 x=o 扣 处 连续 .容易 证 明 8 函数 是 一 
个 偶 函 数 , 即 


8( -x) =8(%), (5.9) 
最 后 ,根据 
[San) ds= [50 
可 导出 
5(ax) = (7 ) x), (5. 10) 
其 中 a 为 任意 常数 . 


(5.4) 式 给 出 了 连续 谱 本 征 函 数 的 归 一 化 法 则 ; 它 可 以 代替 离散 谱 情形 下 
的 归 一 化 条 件 (3.6) .我们 看 到 ,和 以 前 一 样 ,多 和 到 函数 当 了 'f 时 是 相互 正 
交 的 . 可 是 模 量 平方 1 多 1? 的 积分 对 连续 谱 讲 来 是 发 散 的 . 
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函数 业 (9) 还 满足 另 一 个 类 似 于 (5.4) 式 的 关系 式 . 要 推导 这 个 关系 式 ,可 
把 (5.3) 式 代 人 (5.1) 式 中 ,得 


Y(9) = [wa") (| 村 (9') Wa) df ) aa， 


由 此 我 们 可 以 立刻 推 知 必 有 

[¥ (9) (9) d=6(9 -9). (5.11) 
离散 谱 情 形 中 当然 也 有 一 个 与 上 式 相 类 似 的 关系 式 : 

之 到 《9 ) 卫 (9) =6(q ~ 9). (5.12) 


(5.1) ,(5.4) 两 式 和 (5.3),(5.11) 两 式 相 比较 ,可 以 看 出 ,一 方面 ,函数 
(9) 可 按 函 数组 罗 (4) 展 开 ,其 展开 系数 为 ur, 另 一 方面 ,(5.3) 式 是 一 个 完全 
类 似 的 展开 式 , 式 中 的 w=a(j 函数 按 函 数组 WW (9) 展 开 , 而 多 (9) 充 当 了 展开 
式 系数 . 函数 a(/) 和 多 (9) 一 样 , 也 能 完全 确定 此 系统 的 状态 ;我 们 有 时 把 a(7) 
称 为 了 表象 中 的 波 函 数 [而 罗 (9) 称 为 9 表象 中 的 波 函 数 ]. 正如 1 于 (9)1? 确定 
系统 的 坐标 值 介 于 给 定 的 dg 区 间 内 的 概率 一 样 , 1a(/) 1 确定 了 了 的 数值 介 于 
给 定 的 区 间 内 的 概率 . 一 方面 , 史 (9) 函数 为 物理 量 了 在 9 表象 中 的 本 征 函 
数 ; 另 一 方面 , 它 的 共 辆 复 函 数 罗 ” (4) 就 是 坐标 9 在 了 表象 中 的 本 征 函数 . 

设 p(P) 为 物理 量 的 某 种 函数 ,并 且 p 和 j 的 关系 是 一 一 对 应 的 . 那么 ,每 
个 多 (4) 函数 都 可 以 看 作 p 的 一 个 本 征 函 数 . 可 是 ,这 时 这 些 函 数 的 归 一 化 问题 
必须 改变 ,gp 的 本 征 函数 Y,(9) 应 按 以 下 条 件 归 一 化 : 

| zoomoae=s[eG) -p01. 
而 多 ,函数 是 按 条 件 (5.4) 归 一 化 的 . 5 函数 只 有 当 宗 量 /' = 时 才 等 于 零 . 当 太 
趋 近 f 时 ,我 们 有 
70') -oD = EA -N. 
按 (5. 10) 式 我 们 可 写成 9 


“)》 一 = 1 广 二 
6[ op(f') -pp j [Eva 万. (5.13) 





此 式 和 (5.4) 式 对 比 ,可 知 罗 , 和 业 函数 的 相互 关系 为 


QD 一 般 来 讲 , 如 g(x) 为 某 一 单 值 函数 (其 逆 函 数 无 需 单 值 ) ,我 们 就 有 


a 1 x 
dL p(x)]= 2 TEL Qi ) ， 


其 中 a; 为 方程 式 g(x) =0 的 各 个 根 ， 
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pp =— (5.14) 


df 
还 有 一 些 物理 量 , 这 种 量 在 一 个 值 域内 具有 离散 谱 ,而 在 男 一 值 域内 具有 连 
续 谱 . 对 这 种 物理 量 的 本 征 函 数 讲 来 ,本 节 和 前 节 中 导出 的 所 有 公式 当然 也 能 成 
立 ,但 有 一 点 必须 指出 , 它 的 完备 函数 组 是 由 离散 谱 和 连续 谱 的 本 征 函 数 加 在 一 
起 组 成 的 .因此 , 任 一 波 顶 数 对 这 种 量 的 本 征 函 数组 展开 时 具有 以 下 的 形式 : 


Y(9) = > ov 多 (9) + [ory(q) df. (5.15) 


式 中 对 离散 谱 求 和 ,并 对 整个 连续 谱 求 积分 . 
坐标 g 本 身 是 具有 连续 谱 的 物理 量 的 一 个 例子 . 容易 证 明 : 它 所 对 应 的 算 符 
相当 于 简单 地 乘 以 因子 g. 由 于 各 种 不 同 坐 标 值 的 概率 是 由 模 量 平方 | 罗 (g)1" 
确定 的 ,所 以 坐标 平均 值 应 为 
5 = jiadg= | 到 ae， 
将 上 式 和 算 符 定义 (3.8) 式 比较 ,得 到 中 
2=9， (5. 16 ) 
根据 一 般 规 则 ,这 个 算 符 的 本 征 函 数 应 该 由 方程 9 炎 = go, 确定, 式 中 的 go 暂 
时 代表 一 个 具体 的 坐标 值 ,以 便 和 变量 9 相 区 别 . 由 于 多 ,=0 或 g =go 时 这 个 方 
程式 都 能 得 到 满足 ,很 明显 ,满足 归 一 化 条 件 的 本 征 函 数 应 该 是 名 
y, =6(g -go). (5.17) 
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量子 力学 把 经 典 力学 作为 自己 的 某 种 极限 形式 包括 在 内 . 问题 是 如 何 过 淡 
到 这 种 极限 情形 . 

在 量子 力学 中 ,一 个 电子 是 由 波 函 数 描述 的 , 波 函 数 确 定 了 电子 坐标 的 各 种 
数值 ;对 于 这 种 波 函 数 ,迄今 我 们 只 知道 它 是 某 种 线性 偏 微分 方程 的 解 . 另 一 方 
面 ,经 典 力学 中 的 一 个 电子 被 看 成 一 个 质点 ,运动 于 由 运动 方程 所 完全 确定 的 轨 
道上 . 量子 力学 和 经 典 力学 之 间 的 这 种 内 在 关系 ,在 某 种 意义 上 ,与 电动 力学 中 


中 为 简单 计 , 今后 我 们 常 把 恒 等 于 乘 以 某 因 子 的 算 符 直接 写成 该 因子 ， 
@ 任 一 殉 函 数 对 这 种 本 征 函 数 展开 后 的 展开 系数 为 


Gs0 = {Plq) 59 -gq0) dg =F(go) 
故 坐标 值 介 于 给 定 区 间 dgo 内 的 概率 为 
law 1? dgo = 1 go) 1 dgo 
这 正 是 应 有 的 结果 . 


- 18: 第 一 章 ”量子 力学 的 基本 概念 


波动 光学 和 几何 光学 之 间 的 内 在 关系 相 类 似 . 在 波动 光学 中 ,电磁 波 是 由 满足 一 
定 的 线性 微分 方程 组 ( 即 麦 克 斯 韦 方程 ) 的 电场 矢量 和 磁场 矢量 所 描述 的 .但 在 
几何 光学 中 , 光 的 传播 被 看 作 是 沿 着 确定 的 轨道 (光线 ) 行 进 的 . 这 种 类 似 性 ,使 
我 们 能 像 波动 光学 过 渡 到 几何 光学 那样 ,将 量子 力学 过 渡 到 经 典 力 学 的 极限 
情形 . 

我 们 来 回忆 一 下 波动 光学 在 数学 形式 上 是 如 何 过 渡 到 几何 光学 的 ( 见 《 场 
论 》, $53). 设 为 电磁 波 的 任 一 场 分 量 . 它 可 表 成 uw = ae” 的 形式 (a 和 9p 为 实 
量 ) ,其 中 的 a 称 为 波 的 振幅 ,op 称 为 波 的 相位 .几何 光学 对 应 于 波长 很 短 时 的 极 
限 情形 ;从 数学 上 讲 来 ,就 是 相位 pg( 在 几何 光学 中 ,g 称 为 程 函 ) 在 短 距离 内 具 
有 很 大 的 改变 量 ; 这 就 是 说 ,此 时 可 以 假定 pg 本 身 具有 很 大 的 绝对 值 . 

与 此 类 似 ,我们 可 以 从 这 样 的 假定 出 发 ,假定 量子 力学 的 波 函 数 在 经 典 力学 
极限 情形 下 具有 多 = ae* 的 形式 , 式 中 的 a 是 一 个 缓 变 函数 ,而 wp 取 很 大 的 数 
值 . 大 家 知道 ,力学 中 的 质点 轨道 可 以 通过 变 分 原理 确定 , 按 此 原理 ,一 个 力学 系 
统 的 作用 量 $ 必须 取 极 小 值 (最 小 作用 量 原理 ). 在 几何 光学 中 ,光线 是 由 所 谓 
费 马 原 理 确定 的 , 按 此 原理 ,光线 的 光 程 亦 即 轨道 的 起 端 与 终端 的 相位 差 必须 取 
最 小 (或 最 大 ) 可 能 值 . 

基于 这 一 类 似 性 ,我 们 可 以 断言 ,在 经 典 极限 情形 下 , 波 阔 数 中 的 相位 9 应 
与 所 考虑 物理 系统 的 力学 作用 量 $ 成 正比 , 即 有 5 = 常量 xp. 这 个 比例 常量 称 
为 普 朗 克 常量 ,我 们 用 所 表示 .请 具 有 作用 量 的 量 纲 ( 因 wp 量 纲 为 1) ,并 且 

=1.055 x10-™~J.s 

因此 一 个 “几乎 经 典 的 ”( 或 称 准 经 典 的 ) 物 理 系 统 的 波 顶 数 具 有 下 列 形 式 : 

=aer. (6.1) 

普 朗 克 常 量 二 在 一 切 量 子 现象 中 占有 重要 地 位 . 它 的 相对 值 (与 同 量 纲 的 
其 它 物理 量 相 比 ) 决 定 着 该 物理 系统 的 “量子 化 程度 ”. 量子 力学 向 经 典 力学 的 
过 渡 . 相当 于 相位 很 大 时 的 情形 ,这 可 用 无 趋 于 零 (ji 一 0) 的 形式 描述 (正如 波动 
光学 过 渡 到 几何 光学 时 ,相当 于 波长 趋 于 零 ,A 一 0). 

我 们 已 经 阐明 了 波 函 数 的 极限 形式 ,但 未 涉及 它 与 经 典 轨 道 运 动 的 关系 问 
题 . 一般 讲 来 ,用 波 函 数 描述 的 运动 并 不 趋向 确定 的 轨道 运动 . 它 与 经 典 运动 的 
关系 是 这 样 的 ,假定 在 某 一 起 始 时 刻 , 波 函 数 和 随 之 而 有 的 坐标 概率 分 布 值 已 给 
定 ,在 随后 各 时 刻 ,这 个 概率 分 布 将 按 经 典 力 学 的 定律 变化 ( 详 见 $ 17 的 末 段 ). 

为 了 得 出 沿 确定 轨道 的 运动 ,我 们 必须 从 特殊 形状 的 波 函 数 出 发 ,这 种 波 郴 
数 只 在 一 个 很 小 的 空间 范围 内 才 显 著 地 不 等 于 零 ( 称 为 波 包 ) ;这 个 空间 范围 的 


(D 1900 年 由 M., 普 朗 克 引 入 物理 学 中 .本 书 各 处 所 用 的 #, 严 格 来 讲 应 等 于 普 朗 克 常 量 疡 除 以 2m ;和 
是 狄 拉克 最 先 使 用 的 ， 
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尺度 必须 随 所 一 起 趋 于 零 . 然后 我 们 才能 说 ,在 准 经 典 情形 下 ,该 波 包 在 空间 将 
沿 质点 的 经 典 轨道 运动 . 

最 后 ,量子 力学 算 符 在 这 种 极限 情形 下 应 该 还 原 成 为 一 个 相 乘 因 子 ,这 个 因 
子 就 是 相应 的 物理 量 . 
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让 我 们 再 回 到 测量 过 程 , 它 的 性 质 已 经 在 $1 中 定性 地 讨论 过 ;现在 来 说 明 
这 些 性 质 和 量子 力学 的 数学 表述 是 怎样 联系 的 . 

考虑 包括 以 下 两 个 部 分 的 一 个 系统 :一 个 经 典 仪 器 和 一 个 电子 (看 作 一 个 
量子 客体 ) .测量 过 程 就 是 这 两 个 部 分 进入 相互 作用 ,其 结果 是 仪器 由 初 态 转 为 
男 一 状态 ,根据 其 状态 变化 可 以 引出 电子 状态 的 有 关 结 论 . 仪器 的 状态 是 由 标志 
它 的 某 种 (或 某 些 ) 物 理 量 的 数值 一 一 即 “ 仪 器 的 读数 ”一 一 所 确定 的 . 我 们 暂时 
用 g 表示 这 个 量 ,用 g, 表示 g 的 本 征 值 ;g 的 值 域 按照 仪器 的 经 典 性 质 一 般 讲 
来 应 该 是 连续 的 ,但 我 们 一 一 仅 为 今后 简化 公式 起 见 一 一 假定 它 为 离散 谱 . 仪器 
的 状态 可 用 准 经 典 波 函 数 B,(E) 描 写 ,下 标 n 对 应 于 仪器 “读数 ”g, ,而 为 其 坐 
标的 集合 .仪器 的 经 典 性 质 表 现 于 下 列 事实 ,在 任 一 给 定时 刻 ,我 们 可 以 肯定 它 
处 于 具有 确定 g 值 的 某 一 已 知 态 B, 中 ;这 样 的 假定 ,对 一 个 量子 系统 讲 来 , 当 
然 是 不 合理 的 . 

令 Bo,(E) 为 仪器 的 初 态 波 函 数 ( 测 量 之 前 ), 歼 (gq) 为 电子 的 任 一 归 一 化 初 
态 波 函数 (9 表示 其 坐标 的 集合 ). 这 两 个 函数 相互 独立 地 描述 仪器 和 电子 的 状 
态 . 故 整个 系统 的 初 态 波 函 数 等 于 下 列 乘 积 : 

V(q) DD, (é), (7.1) 
随后 ,仪器 和 电子 进入 相互 作用 .运用 量子 力学 的 方程 式 , 可 在 原则 上 追踪 该 系 
统 的 波 函数 随时 间 的 变化 . 在 测量 过 程 结束 之 后 ,这 个 波 函 数 当 然 不 一 定 仍 是 
的 函数 和 4 的 函数 的 乘积 . 把 这 个 波 函 数 对 仪器 的 本 征 函 数 B,( 它 们 构成 一 完 
备 组 ) 展开 后 ,可 得 下 列 春 加 形式 : 


> 4,(9) $,(é), (7.2) 





其 中 4.(9) 为 9 的 某 种 函数 ， 
仪器 的 “经 典 性 质 ” ,以 及 经 典 力学 既是 量子 力学 的 基础 又 是 其 极限 情形 的 
双重 角色 ,现在 开始 露面 . 如 前 所 述 , 仪 器 的 经 典 性 质 意 味 着 ,g 量 ( “仪器 读 
数 ”) 在 任何 时 刻 均 有 某 种 定 值 . 这 就 使 我 们 能 够 断定 ,测量 之 后 ,仪器 加 电子 的 
整个 系统 的 态 ,实际 上 并 不 是 由 (7.2) 式 的 整个 级 数 之 和 描述 ,而 是 由 其 中 与 仪 
器 “读数 "g, 相对 应 的 那 一 项 描述 的 ， 
A,.(g) $,(é), (7.3) 
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由 此 可 见 , 上 式 中 的 4.(9) 正 比 于 测量 结束 后 电子 的 波 函 数 . 从 函数 4,(g) 并 没 
有 归 一 化 这 一 点 也 可 以 看 出 , 它 还 不 是 电子 波 函 数 本 身 ,4.(4) 中 不 但 包含 有 关 
电子 末 态 性 质 的 信息 ,而且 还 包含 着 仪器 出 现 第 nn 个 “读数 ”的 概率 (由 系统 初 
态 所 确定 ) 的 信息 . 

由 于 量子 力学 方程 的 线性 性 质 ,4,(q) 和 电子 的 初 态 波 函数 罗 (g) 的 关系 ， 
一 般 讲 来 ,可 以 通过 某 种 线性 积分 算 符 表 出 ，; 


A.(g) = {K.(q,9') Pq’) dg’, (7.4) 


其 中 的 核 K(gq,q') 表 述 这 个 测量 过 程 的 特征 ， 

我 们 假定 上 述 测量 给 出 了 电子 态 的 完全 描述 . 换 句 话说 ( 见 §$1) ,未 态 中 所 
有 各 量 的 概率 应 该 与 电子 的 先前 (测量 以 前 ) 状 态 无 关 . 从 数学 上 讲 , 这 意味 着 
函数 A, (gq) 的 形状 必须 由 测量 过 程 本 身 所 确定 ,而 与 电子 的 初 态 波 函 数 罗 (g) 无 
关 . 因此 4, 应 呈 下 列 形 式 : 

A.(g) =a.9.(9), (7.5) 

其 中 p, 为 某 种 确定 的 函数 ,我 们 假定 它 已 经 归 一 化 ,只 有 常数 a, 才 依 赖 于 
(9). 在 积分 关系 式 (7.4) 中 ,这 相当 于 核 E.(9g,9') 分 解 成 为 9 的 函数 和 9 "的 
函数 二 者 的 乘积 


K.(g,9') =9.(9)V,. (gq'). (7.6) 
从 而 常数 ga, 和 函数 多 (9) 的 线性 关系 呈 下 列 形式 : 
an。 = [vO (g)dg, (7.7) 


其 中 到,(9) 为 依赖 于 测量 过 程 的 某 些 确定 的 图 数 . 

函数 go,(9) 就 是 测量 之 后 电子 的 归 一 化 波 函 数 , 这 里 我 们 看 到 ,用 测量 方法 
确定 一 个 电子 态 ( 这 个 电子 态 被 一 个 确定 的 波 函 数 描述 ) 的 可 能 性 在 理论 的 数 
学 表述 中 是 怎样 得 到 反映 的 . 

如 果 对 一 个 波 函 数 给 定 为 多 (9) 的 电子 进行 这 种 测量 , 则 常数 ae. 具有 一 个 
简单 的 物理 含义 :根据 一 般 规则 ,1a,1 就 是 测 得 第 ”个 结果 的 概率 .所 有 测量 结 
果 的 总 概率 应 该 等 于 一 : 

2 1as| =1. (7.8) 


为 了 使 (7.7) 式 和 (7.8) 式 对 任意 的 归 一 化 的 函数 更 (9) 都 能 成 立 ,任意 是 数 
业 ( gq) 必须 能 对 函数 组 多 ,(9) 展 开 ( 人 参考 8$3) ,这 就 是 说 ,到 ,(9) 构 成 一 套 正 交 归 
一 化 的 完备 函数 组 ， 

如 果 电 子 的 初 态 波 函 数 等 于 其 中 的 一 个 函数 多 (gq) , 则 与 多 , 对 应 的 常数 
a 显然 等 于 1 ,而 其 它 的 a, 都 等 于 零 . 换 句 话说 ,对 处 于 名 ,(9) 态 的 电子 进行 该 
种 测量 后 ,肯定 能 够 得 出 第 n 个 结果 . 
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函数 更 (ga) 的 上 述 一 切 性 质 表 明 ,它们 就 是 用 以 标志 电子 的 某 种 物理 量 
(用 j 表示) 的 本 征 函 数 ,我 们 所 讲 的 那 种 测量 ,可 以 说 是 对 /这 个 量 进行 测量 . 

十 分 重要 的 是 , 到,(9) 这 组 函数 一 般 讲 来 并 不 等 于 w,(9) 这 组 函数 . 一 般 讲 
来 ,后 一 组 函数 甚至 并 不 相互 正 交 ,也 不 构成 任 一 算 符 的 本 征 函 数组 . 这 就 表明 
了 这 样 一 个 事实 ,量子 力学 中 的 测量 结果 是 无 法 重 现 的 . 如 果 电 子 处 于 更 , (gq) 
态 , 那 么 ,测量 f 的 结果 ,会 肯定 地 得 出 值 .但 当 测 量 结束 之 后 ,该 电子 就 处 于 
不 同 于 初 态 的 pg,(9) 态 ,一 般 讲 来 ,在 这 个 态 中 ff 不 再 取 任 何 定 值 . 故 在 第 一 次 
测量 结束 之 后 ,对 该 电子 紧 接 着 作 第 二 次 测量 时 ,我们 会 得 到 不 同 于 第 一 次 测 得 
的 f 值 必 . 要 想 用 第 一 次 测量 的 已 知 结果 去 预 断 第 二 次 测量 的 结果 ( 意 即 算出 其 
概率 ) ,我 们 必须 首先 知道 ;由 第 一 次 测量 所 建立 的 那个 态 的 波 函 数 pg,(q) ,以 及 
在 第 二 次 测量 中 欲求 其 概率 的 那个 波 函 数 天 (9). 这 就 是 说 ,从 第 一 次 测量 结 
束 时 的 p.(9g) 出 发 ,应 用 量子 力学 方程 求 出 pg,(g,t) 波 函数 ;那么 ,在 1 时 刻 进行 


第 二 次 测量 时 获得 第 m 个 结果 的 概率 可 以 用 积分 | p,(9,1) (49) dg 的 模 量 平 


方 给 出 ， 

我 们 看 到 ,量子 力学 中 的 测量 过 程 具有 “两 面 "性 : 它 对 电子 的 过 去 和 未 来 
起 着 不 同 的 作用 . 对 过 去 而 言 , 即 对 前 次 测量 中 所 建立 的 一 个 电子 态 而 言 ,通过 
这 次 测量 ,可 以 “验证 ”由 该 态 所 预 断 的 各 种 可 能 结果 的 概率 . 对 未 来 而 言 ,通过 
这 一 次 的 测量 后 义 建 立 了 一 个 新 的 电子 态 ( 参 见 $44). 因 此 ,测量 过 程 本 身 的 
这 个 特性 包含 着 一 个 深 答 的 不 可 道 性 原理 . 

这 种 不 可 道 性 具有 重要 的 原则 意义 . 我 们 将 在 以 后 看 到 ( 见 $ 18 末 段 ) , 量 
子 力学 基本 方程 本 身 对 时 间 的 变 号 具有 对 称 性 ;从 这 一 方面 讲 来 ,量子 力学 和 经 
典 力 学 没有 什么 区 别 .但 是 测量 过 程 的 不 可 道 性 ,使 得 时 间 的 两 个 指向 具有 物理 
上 的 不 等 价 性 ,也 就 是 说 ,使 得 过 去 和 未 来 呈现 差别 . 


中 关于 测量 的 无 法 重 现 性 问题 ,必须 指出 一 个 重要 例外 一 一 测量 结果 可 以 重 现 的 一 个 量 就 是 坐 
标 . 在 足够 短 的 时 间 间 隔 内 对 一 个 电子 的 坐标 进行 两 次 测量 ,一 定 会 得 出 相 邻 值 ; 否 则 将 意味 着 电子 具有 
无 限 大 的 速度 . 从 数学 上 讲 来 ,这 一 点 与 下 列 事实 有 关 , 即 电子 和 仪器 的 相互 作用 能 量 算 符 与 坐标 算 符 互 
相对 易 ,因为 这 种 相互 作用 能 (在 非 相 对 论 理论 中 ) 仅 为 坐标 的 函数 . 
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量子 力学 中 ,物理 系统 的 态 完 全 由 波 函 数 多 确定 . 这 就 是 说 ,给 出 了 某 一 时 
刻 的 波 函 数 后 ,不 但 该 系统 在 该 时 刻 的 所 有 性 质 得 以 描述 ,并 且 能 确定 该 系统 在 
此 后 所 有 时 刻 的 行为 (当然 ,这 只 能 确定 到 量子 力学 一 般 允 许 的 完备 程度 为 


止 ). 这 一 事实 的 数学 表述 为 , 任 一 时 刻 波 函数 的 时 间 微 商 中 的 值 必须 由 该 时 刻 


的 罗 葡 数 本 身 的 值 所 确定 ,根据 又 加 原理 ,它们 之 间 的 关系 还 应 是 线性 的 . 其 最 
普遍 形式 为 


i = HV (8.1) 
式 中 各 是 某 个 线性 算 符 ; 因 子 访 的 引进 下 面 即将 说 明 . 
由 于 积分 式 | "dg 是 一 个 和 时 间 无 关 的 常数 ,我 们 有 
d 2 av" .0V 
/vd= | 更 二 dg+ | 更 dg=0， 
把 (8.1) 式 代入 上 式 ,并 对 第 一 个 积分 应 用 算 符 的 转 置 定义 ,我 们 有 ( 略 去 公 因 
子 ij 
[wh yag- [v' wdg = | ¥*' vag - [ ¥' Byag = 
= [¥'(a: -H)ydg=0 


由 于 上 式 必 须 对 任意 的 罗 函数 成 立 , 因 而 必须 有 等 式 朋 + = 入; 故 生 是 一 个 厄 米 
算 符 . 我 们 来 求 算 符 身 所 对 应 的 物理 量 . 为 此 ,我 们 应 用 波 函 数 的 极限 表 式 
(6.1) ,并 把 它 写成 


$9 算 符 对 时 间 的 微 商 “ 23 . 


其 中 的 缓 变 振幅 a 无 需 微 分 . 将 此 式 和 定义 (8.1) 式 比较 ,可 知 极限 情形 下 ,五 


算 符 归结 为 相 乘 因子 - 35/3t. 这 就 是 说 , - 35/61 是 厄 米 算 符 五 所 对 应 的 物 
理 量 . 


我 们 在 力学 中 熟知 , 微 商 -所 正 好 就 是 一 个 力学 系统 的 哈密 顿 函数 五 . 故 算 


符 玉 是 量子 力学 中 对 应 于 哈密 顿 函数 的 算 符 ; 称 为 哈密 顿 算 符 ,或 者 简称 为 该 
系统 的 哈密 顿 量 . 如 果 哈 密 顿 量 的 形式 为 已 知 ,方程 (8. 1) 就 确定 了 该 物理 系统 
的 波 函 数 . 这 个 量子 力学 中 的 基本 方程 称 为 波动 方程 . 


8$9 算 符 对 时 间 的 微 商 


量子 力学 中 物理 量 的 时 间 微 商 概念 ,不 能 按 经 典 力学 的 方式 来 定义 . 因为 经 
典 力学 的 微 商 定义 中 考虑 了 一 个 量 在 两 个 相 邻 的 不 同时 刻 所 具有 的 数值 .但 在 
量子 力学 中 ,一 个 量 在 某 一 时 刻 具 有 定 值 , 它 在 随后 各 时 刻 一 般 讲 来 并 不 具有 定 
值 ; 这 一 点 已 经 在 $ 1 中 详细 讨论 过 . 

因此 量子 力学 中 的 时 间 微 商 概念 必须 给 予 另外 的 定义 . 我们 自然 地 把 物理 


量 /的 微 商 广 定义 成 这 样 一 个 量 , 这 个 量 的 平均 值 等 于 平均 值 产 的 时 间 微 商 . 
即 定义 为 : 


FA (9. 1) 
从 这 个 定义 出 发 ,不 难 获得 对 应 于 了 的 量子 力学 算 符 的 表 式 . 由 于 
a | "fwdg, 故 
fj a er [wwag+ 
eV 


+ [a 


其 中 的 六 是 对 算 符 进行 时 间 偏 微 商 后 所 得 的 算 符 ,因为 可 能 依赖 于 参量 





fypdg + [到 fdg. 


把 9 业 和 2 按 (8.1) 的 表 式 代 人 上 式 , 可 得 


j= | pag + | (A w" )f ydg -一 [v f(By) dg. 


由 于 算 符 互 是 厄 米 的 ,因而 
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| (全 到 ) Fy) d= {OPA ydg= | 到 府 waq; 
因此 有 
;fpf ,in isa 
f = | (H+ -fA ) vag. 
另 一 方面 ,由 于 按 平均 值 定义 有 广 = | 至" 广 Yag, 故 知 被 积 函数 中 辆 括号 
内 的 表 式 就 是 欲求 的 算 符 站; 
了 “tt -fH). (9.2) 


要 注意 的 是 ,如 果 算 符 六 不 显 含 时 间 ,那么 ,六 除开 一 个 常 因 子 i 外 ,就 等 


于 算 符 f 和 哈密 顿 量 的 对 易 式 . 
有 一 类 十 分 重要 的 物理 量 , 它 的 算 符 不 显 含 时 间 , 且 和 哈密 顿 量 相对 易 , 从 


而 有 广 =0. 这 样 的 量 称 为 守恒 量 . 由 于 = 六 =0, 即 广 是 一 个 常量 . 换 句 话说 ， 
该 量 的 平均 值 不 随时 间 变化 . 这 里 我 们 还 可 断定 ,如 果 所 给 态 中 的 上 具有 定 值 


( 即 波 函数 为 算 符 广 的 一 个 本 征 函 数 ) , 则 在 所 有 的 随后 时 刻 f 仍 具 ( 同 一 ) 定 值 . 
$10 定 态 
封闭 系统 (或 处 于 恒定 外 场 中 的 系统 ) 的 哈密 顿 量 不 可 能 显 含 时 间 . 这 是 因 


@ ”经典 力学 中 ,如 果 量 /是 该 系统 的 广义 坐标 q; 和 广义 动量 p; 的 函数 , 则 f 的 时 间 全 微 商 为 


df a of, .9f., 
di ot > (B+) 


把 哈密 顿 方程 4; = 3H/9p; 和 六 |, = - 9H/6g; 代 人 上 式 ,可 得 
df _o 
yO [Hf], 
其 中 的 
| 
称 为 上 和 瑟 两 量 的 泊 松 括号 (参考 第 一 卷 《 力 学 》, 8$ 42). 此 式 和 (9.2) 式 比较 ,我 们 看 到 , 当 算 符 i( 忆 - 
内 ) 过 渡 到 经 典 力学 极限 情形 时 ,第 一 级 近似 应 当 等 于 零 , 第 二 级 近似 (相对 于 有 就 是 让 妃 , 门 ,这 个 结论 


对 任意 两 个 量 / 和 g 来 讲 都 是 正确 的 ; 即 算 符 i(f8 - 凶 ) 趋 向 于 经 典 极 限量 i[f,g] ,而 [f,g] 为 下 列 泊 松 
括号 : 


[fel= 5 (总 六 -总 疼 ] 


了 


我 们 总 可 以 把 & 形式 地 想象 为 某 一 系统 的 哈密 顿 量 ,根据 这 个 事实 即 得 上 式 ， 


8$10 定 态 . ，25 ， 


为 对 这 样 的 系统 来 讲 ,所 有 时 间 都 是 等 价 的 . 另 一 方面 ,由 于 任 一 算 符 和 它 自 己 
当然 是 对 易 的 ,我 们 就 得 到 这 样 一 个 结论 ,对 不 在 可 变 外 场 中 的 一 个 系统 来 讲 ， 
它 的 哈密 顿 函数 是 一 个 守恒 量 . 大 家 知道 ,守恒 的 哈密 顿 阔 数 称 为 能 量 , 量子 力 
学 中 能 量 守恒 定律 的 意义 就 在 于 ,如 果 所 给 态 的 能 量具 有 定 值 , 则 此 值 将 不 随时 
间 变 化 . 

能 量 为 定 值 的 态 称 为 该 系统 的 定 态 . 描述 定 态 的 波 函 数 多, 是 哈密 顿 算 符 
的 本 征 函 数 ,满足 方程 有 = E,,. 其 中 的 E, 为 能 量 的 本 征 值 . 对 函数 炎 , 讲 来 
波动 方程 (8. 1) 成 为 


a a 
-Hy = 五 更 
ot 


让 
此 式 可 对 时 间 直 接 积分 ,并 得 
五 =e Mp. (gq), (10.1) 
式 中 光 , 仅 为 坐标 的 函数 .上 式 确定 了 定 态 波 函数 对 时 间 的 依赖 关系 . 
我 们 用 小 写 的 少 代 表 不 包含 时 间 因 子 的 定 态 波 函数 . 这 种 函数 以 及 它 的 能 
量 本 征 值 是 由 下 列 方 程 确 定 的 : 
Hy = Ey. (10.2) 
能 量 为 最 小 允许 值 的 定 态 称 为 该 系统 的 基态 . 
任 一 波 函 数 到 按 定 态 波 函数 展开 后 , 呈 以 下 的 形式 : 


柳 = > ae Mp (gq). (10.3) 


和 通常 一 样 ,展开 式 系 数 的 各 个 模 量 平方 1a, 1 确定 了 该 系统 具有 各 种 能 量 值 
的 概率 . 

一 个 定 态 中 的 坐标 概率 分 布 由 模 量 平方 1 多 ,1 = 1yw,1 所 确定 ;我 们 看 到 它 
和 时 间 无 关 . 同 理 可 知 任 一 物理 量 大 其 算 符 不 显 含 时 间 ) 在 定 态 中 的 平均 值 也 
不 随时 间 变 化 : 





f= [wfy,d = {yify,dg. 

前 面 已 经 讲 过 , 任 一 守恒 物理 量 的 算 符 与 哈密 顿 量 相对 易 . 这 就 是 说 , 任 一 
守恒 物理 量 可 以 和 能 量 同时 测量 . 

在 一 个 系统 的 各 种 不 同 定 态 中 ,有 些 定 态 可 能 具有 相同 的 能 量 值 (相同 的 
能 级 ) ,但 有 不 同 的 其 它 物理 量 值 . 被 几 个 不 同 的 定 态 所 对 应 的 那个 能 级 称 为 有 
简 并 的 能 级 . 从 物理 上 讲 来 ,存在 着 简 并 能 级 的 可 能 性 与 下 列 事实 有 关 , 即 能 量 
本 身 一 般 讲 来 还 不 足以 构成 物理 量 的 一 个 完全 集合 . 

如 果 有 两 个 守恒 的 物理 量 上 和 g, 它 们 的 算 符 并 不 对 易 ,那么 该 系统 的 诸 能 
级 一 般 讲 来 是 简 并 的 . 璧 如 , 设 y 为 某 一 定 态 波 函数 ,该 态 中 除 能 量 外 量 f 也 具 
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有 定 值 . 我 们 很 易 断 定 函数 8y 并 不 等 同 于 函数 y( 常 因子 除外 ) ;否则 该 态 中 的 
量 g 也 将 具有 定 值 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 1 和 g 不 能 同时 测量 . 另 一 方面 ,函数 y 
又 是 哈密 顿 量 的 一 个 本 征 函 数 ,并 且 和 对 应 于 同一 能 量 值 E: 
H(éy) =éHy =E(éy). 

由 此 可 见 , 这 个 时 候 有 不 止 一 个 本 征 函 数 对 应 于 同一 能 量 值 E, 也 就 是 说 该 能 级 
是 简 并 的 . 

属于 同一 简 并 能 级 的 各 种 不 同 波 函数 加 以 任意 的 线性 组 合 后 ,显然 仍 为 该 
能 级 的 一 个 本 征 函 数 . 换 句 话说 ,一 个 简 并 能 级 的 一 套 本 征 函数 的 选择 方式 不 是 
唯一 的 . 任意 选 出 的 属于 同一 简 并 能 级 的 一 套 本 征 函 数 ,一 般 讲 来 并 不 相互 正 
交 . 但 把 它们 加 以 适当 的 线性 组 合 后 ,总 可 以 组 合成 为 一 套 正 交 的 ( 且 为 归 一 化 
的 ) 本 征 函 数 .@ 

对 简 并 能 级 的 一 套 本 征 函 数 所 作 的 上 述 论 断 , 当然 不 仅 对 能 量 的 本 征 函 数 
而 言 是 正确 的 ,而 且 对 任 一 算 符 的 一 套 本 征 函数 而 言 也 是 正确 的 . 对 所 论 的 算 符 
讲 来 ,只 有 属于 不 同 本 征 值 的 那些 本 征 函 数 , 才 是 自动 正 交 的 ;属于 同一 简 并 本 
征 值 的 那些 本 征 函数 ,一 般 讲 来 并 不 相互 正 交 . 


如 果 系 统 的 哈密 顿 量 等 于 两 个 (或 更 多 个 ) 部 分 之 和 .五 = 及 + 应 ,其 中 的 一 
个 部 分 只 含 坐标 组 q ,而 另 一 部 分 只 含 坐 标 组 9, ,那么 , 算 符 五 的 本 征 函 数 就 能 


写成 算 符 六 和 算 符 的 本 征 函数 的 乘积 ,能 量 的 本 征 值 也 就 等 于 这 两 个 算 符 
的 本 征 值 之 和 . 

能 量 的 本 征 值 谱 既 可 以 是 离散 谱 ,也 可 以 是 连续 谱 , 离散 谱 中 的 定 态 总 是 对 
应 于 该 系统 的 有 限 运动 ,也 就 是 对 应 于 这 样 一 种 运动 ,该 系统 以 及 它 的 任 一 部 分 


都 不 会 跑 到 无 穷 远 处 . 这 是 因为 对 离散 谱 的 本 征 函 数 讲 来 ， | [更 12dd 对 整个 空 


闻 的 积分 是 有 限 的 . 这 当然 就 意味 着 , 模 量 平方 | 罗 1 的 数值 很 快 地 衰减 ,并 在 无 
穷 远 处 变 成 零 . 换 句 话说 ,坐标 值 为 无 穷 大 的 概率 等 于 零 ; 亦 即 该 系统 在 作 有 限 
运动 ,或 者 说 该 系统 处 于 束缚 态 中 ， 


对 连续 谱 的 波 函 数 讲 来 ,| 1 1*dg 是 发 散 的 . 此 时 波 函 数 的 模 量 平方 1 到 | 
并 不 直接 决定 各 种 坐标 值 的 概率 , 它 只 能 看 作 是 和 这 种 概率 成 正比 的 一 个 量 . 积 
分 11?dg 的 发 散 原因 总 是 由 于 11? 在 无 穷 远 处 不 等 于 零 ( 或 者 不 是 够 快 地 


@ 并 且 存 在 着 无 限 多 种 组 合 方法 ,因为 在 n 个 函数 的 线性 变换 中 有 n? 个 独立 的 变换 系数 ,而 n 个 
函数 的 正 交 归 一 化 条 件 只 有 -2-na(n+1) 个 ;也 就 是 小 于 下 个 . 
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趋 于 零 ) 所 引起 的 . 因此 可 以 断定 ,在 一 个 任意 大 而 有 限 的 封闭 面 外 的 空间 区 
域 ,积分 | 11*dg 总 是 发 散 的 . 这 就 意味 着 处 于 该 态 中 的 系统 (或 其 某 一 部 分 ) 
位 于 无 穷 远 处 . 对 于 一 个 由 连续 谱 的 各 种 定 态 波 函数 又 加 而 成 的 波 函 数 讲 来 , 积 
分 | 11?dg 可 能 是 收敛 的 ,此 时 该 系统 处 于 一 个 有 限 的 空间 范围 内 . 可 是 这 个 


有 限 空间 范围 将 随 着 时 间 无 限制 地 扩张 ,终于 使 该 系统 运动 到 无 穷 远 处 . 
这 一 点 可 以 根据 下 面 的 讨论 看 出 .连续 谱 本 征 姐 数 的 全 加 形式 为 


灵 = ase "yalg)dE. 
的 模 量 平方 可 以 表 成 以 下 的 重 积分 形式 : 
(pl? = [faraie ®t mye(g) yi(g)dEdE'. 


这 个 式 子 如 果 对 某 一 时 间 间 隔 了 求 平 均值 ,再 让 了 趋向 无 穷 , 则 振 划 因子 
e 的 平均 值 趋 于 零 ,从 而 整个 积分 趋 于 零 . 这 就 是 说 ,该 系统 处 于 位 形 空 
间 任 一 指定 点 的 概率 1 更 | 的 时 间 平 均值 趋 于 零 ; 但 是 这 种 结果 只 有 对 发 生 于 无 
限 空间 中 的 运动 才 有 可 能 成 立 思 .可见 连 续 谱 中 的 定 态 对 应 于 系统 的 无 限 运 动 . 


$11 和 珑 阵 
为 方便 计 ,我 们 假定 所 考虑 系统 的 能 谱 为 离散 谱 ; 下 面 求 得 的 所 有 关系 式 ， 
都 可 以 直接 推广 到 连续 谱 的 情形 . 设 罗 = 》 o, 旬 ,为 任 一 波 函 数 对 定 态 波 函数 
y, 的 展开 式 . 如 果 把 这 个 展开 式 代入 了 的 平均 值 定义 (3.8) 式 中 , 则 得 
f= > > oasfnlt). (11.1) 
其 中 的 广 (1 代表 下 列 积 分 
六 (= | Yif ydg. (11.2) 


当 n 和 m 采 取 所 有 可 能 的 各 种 数值 时 ,这 一 组 量 f, (1) 称 为 量 f 的 一 个 矩阵 名 ， 
每 一 个 六 (i) 则 称 为 由 态 跃 迁 到 m 态 的 矩阵 元 . 


矩阵 元 f.,(1) 的 时 间 依 赖 关系 是 由 (如 果 算 符 f 不 显 含 习 波 函数 多, 的 时 间 


@ 要 注意 的 是 ,如 果 殉 是 由 离散 谱 的 波 函 数 释 加 而 成 的 , 则 有 
IE = > > anaxe Wem Eg pi = 2 la (gq) tl 
亦 即 概率 密度 的 时 间 平 均值 保持 有 限 . 


@ 物理量 的 矩阵 表示 法 ,是 在 苹 定 户 发 现 波 动 方 程 以 前 由 海 森 伯 于 1925 年 引进 的 . 后 来 ,M. 玻 恩 ， 
多 . 海 森 伯 和 P. 约 当 又 进一步 发 展 ,成 为 “矩阵 力学 ”. 
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依赖 关系 确定 的 .用 (10.1) 式 代入 上 式 , 可 得 





fn (t) = 人 ev ， (11.3) 
其 中 的 
E,-E, 
om =— (11.4) 
称 为 n 态 和 m 态 之 间 的 跃迁 频率 ,而 
fn = | yi fyadg, (11.5) 


这 一 组 量 构 成 了 的 不 依赖 于 时 间 的 矩阵 ,在 量子 力学 中 经 常用 到 中 . 
j 的 微 商 /的 矩阵 元 可 从 7 矩阵 元 的 时 间 微 商 求 出 ;这 可 直接 从 下 式 出 发 


f=f= 5 5 aof el). (11.6) 
用 (11.3) 式 ,可 得 广 的 矩阵 元 为 
矿 , (1) =iw f(t), (11.7) 
或 不 含 时 间 ( 上 式 两 边 消去 时 间 因 子 eww 后 ) 的 矩阵 元 为 
(f ) mm = iowafen = (EB, ~ En)fon. (11.8) 


为 简化 式 中 的 符号 起 见 , 以 下 导出 的 所 有 公式 都 是 针对 不 含 时 间 的 矩阵 元 
而 言 的 ;对 依赖 于 时 间 的 矩阵 讲 来 ,也 能 导出 同样 的 式 子 . 
考虑 到 厄 米 共 思 算 符 的 定义 后 ,我 们 可 以 求 出 7 的 复 共 斩 量 , 广 的 矩阵 元 : 


(三 )。= {yf wdg = wf ydg = [yf wi dg 


或 
(Ff ) nn = (fa) ， (11.9) 
通常 我 们 只 需 考虑 实物 理 量 ,因此 有 
J 人 (11. 10 ) 


[fn 即 (f,)”」. 满足 上 式 条 件 的 矩阵 ,其 名 称 和 它 所 对 应 的 算 符 相 同 , 称 为 厄 米 
和 矩阵 . 

n=m 的 抢 阵 元 称 为 对 角 和 矩阵 元 . 这 种 矩阵 元 和 时 间 无 关 , 从 (11. 10) 式 并 
可 看 出 它们 都 是 实 量 .和 抢 阵 元 扩 . 实 际 上 就 是 量 了 在 态 , 中 的 平均 值 ， 

不 难 获 得 矩阵 的 “乘法 规则 ”. 为 此 ,我 们 首先 指出 下 列 公式 是 成 立 的 : 


Q@ 由 于 归 一 化 波 函 数 中 有 一 个 不 确定 的 相 因 子 ( 见 $2) ,矩阵 元 fn 及 f.,(!) 也 只 能 确定 到 相差 一 
个 em 形式 的 因子 为 止 . 这 种 不 确定 性 同样 不 会 影响 到 任何 物理 结果 . 
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fy,= 》 fab (11.11) 


这 个 式 子 不 过 是 函数 fy 对 函数 组 y, 的 展开 式 , 其 中 的 系数 可 由 普遍 公式 
(3.5) 确 定 . 根据 这 一 公式 ,我 们 可 写 出 两 个 算 符 的 乘积 作用 在 函数 小 ,上 所 得 
的 结果 : 
féy, =f (8y,) =f 2 gin = > gf 一 多 Binf ms), 
另 一 方面 我 们 应 该 有 
féy,= 》 (fa) mb, 
由 此 得 出 结论 ,乘积 fg 的 和 矩阵 元 是 由 下 式 确定 的 : 
(fe),, = > fg (11.12) 
这 个 乘法 法 则 和 数学 中 采用 的 矩阵 乘法 法 则 完全 相同 :第 一 个 矩阵 的 行 乘 以 第 
二 个 矩阵 的 列 . 
给 出 矩阵 ,就 等 价 于 给 出 了 算 符 本 身 . 特别 是 ,如 果 矩 阵 已 知 , 则 原则 上 可 求 


出 该 物理 量 的 本 征 值 及 其 相应 的 本 征 函 数 . 
现在 假定 所 考虑 的 所 有 各 量 都 在 某 一 固定 时 刻 ,我 们 把 任 一 波 函 数 更 (在 
该 时 刻 ) 按 哈密 顿 算 符 有 的 本 征 函 数组 展开 , 即 按 不 含 时 间 的 定 态 波 函 数 yy。 
展开 : 
到 = > cnn (11.13) 


m 


式 中 的 e 代表 展开 系数 . 把 上 式 代 入 确定 的 本 征 值 和 本 征 函 数 的 方程 式 fy 
=f 亚 中 .我 们 有 


> oo) = 了 2 ob 
上 式 两 边 各 乘 少 ;后 再 对 dg 积分 . 式 左 的 每 一 个 积分 式 [yy,dq 就 是 相应 的 
矩阵 元 A。. 式 右 的 所 有 mn 的 积分 式 | yi Wadg 由 于 由 。 函数 组 的 正 交 性 而 等 
于 零 , 并 由 于 归 一 化 条 件 有 | yw,dq =10, 故 
2 fncn =fe, (11.14) 


Q@ ”按照 一 般 规 则 ( $5) , 展 式 (11.13) 中 的 一 套 ov 系数 可 以 看 作 " 能 最 表象 " 中 的 波 函 数 (其 变量 


为 下 标 ”, 即 能 量 本 征 值 的 编号 ) . 矩阵 上 在 这 个 表象 中 起 着 算 符 广 的 作用 , 它 作 用 在 波 函 数 上 的 结果 等 
于 (11.14) 式 的 左边 . 表 式 上 = > 2 cx (Fuco) 相 当 于 一 个 量 用 其 算 符 及 状态 波 函 数 表 出 的 平均 值 一 
般 公式 . 
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或 
> (f., -f/f6..)c, =0， 


式 中 , 当 严 关 m 时 6 =0,m = 时 6. =1. 

于 是 ,我 们 得 到 了 一 组 齐 次 的 线性 代数 方程 组 ( 以 c 为 未 知 数 ). 大 家 都 知 
道 ,这 样 一 组 方程 式 , 只 有 当 它 们 的 系数 所 组 成 的 行列 式 等 于 零 时 , 才 可 能 有 不 
等 于 零 的 解 ,因此 上 式 有 解 的 条 件 为 

det(f.. -f6,..) =0. (11.15) 

这 个 式 子 (以 了 为 未 知 数 ) 的 根 就 是 物理 量 f 的 各 种 可 能 值 . 当 f 等 于 这 些 可 能 值 
中 的 任意 一 个 时 ,满足 (11.14) 式 的 一 套 c。 值 就 确定 了 对 应 于 该 可 能 值 的 本 征 
函数 . 

如 果 在 物理 量 的 矩阵 元 定义 (11.5) 式 中 , 令 由 , 为 的 本 征 函 数 , 则 按 方 
程式 fy, =f.W, 可 得 

fm = [pifyndg =f, [wi yag. 

根据 少 函数 组 的 正 交 归 一 化 条 件 , 当 mn 时 得 出 有 ,=0,n =m 时 则 有 /= 
所. 因此 只 有 对 角 和 矩阵 元 才 不 等 于 零 ,并 且 分 别 等 于 量 f 的 相应 本 征 值 .只 有 对 
角 和 矩阵 元 不 等 于 零 的 矩阵 称 为 对 角 和 矩阵 . 特别 是 在 小, 函数 为 定 态 波 函 数 的 常用 
表象 中 ,能 量 和 矩阵 就 成 为 一 个 对 角 矩 阵 ( 同 样 , 凡 是 在 定 态 中 具有 定 值 的 其 它 物 
理 量 的 矩阵 也 是 对 角 和 矩阵 ). 一 般 讲 来 ,用 算 符号 的 本 征 函 数 来 定义 的 矩阵 , 称 
为 物理 量 f 在 g 表象 中 的 矩阵 . 此 后 如 无 特殊 声明 , 当 我 们 讲 到 一 个 物理 量 的 矩 
阵 时 ,就 是 指 该 物理 量 在 常用 表象 中 的 矩阵 ,这 个 表象 中 的 能 量 矩阵 是 一 个 对 角 
矩阵 . 前 面 讲 过 的 矩阵 元 的 时 间 关系 式 ,都 是 仅仅 针对 这 个 常用 表象 而 言 的 @. 

借助 于 算 符 的 矩阵 表示 ,我 们 可 以 证 明 $4 中 提 到 过 的 一 个 定理 :如 果 有 两 


个 算 符 相互 对 易 ,它们 就 具有 -- 整 套 共同 的 本 征 函 数组 . 假定 f 和 & 是 这 样 的 两 
个 算 符 ,根据 .大 = 新 和 (11.12) 式 的 矩阵 乘法 规则 ,可 得 
2 fbin = > Ensfin- 
如 果 取 算 符 了 的 一 套 本 征 函 数 yy, 来 计算 诸 矩 阵 元 , 则 mk 时 ,=0, 故 上 式 可 
化 成 ,8m, = 8mnfis ,或 
gua (fs, -£,) =0. 


如 果 f 的 所 有 本 征 值 f. 都 不 一 样 ,那么 ,只 要 mzn 就 有 所 -f.0, 从 而 有 gw = 
0. 由 此 可 见 g，, 的 矩阵 也 是 对 角 的 ,这 就 是 说 , 聘 数 组 y, 也 是 物理 量 g 的 本 征 函 


@ 根据 能 量 和 矩阵 的 对 角 性 ,很 容易 看 出 (11.8) 式 就 是 算 符 公式 (9.2) 的 矩阵 表示 . 
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数组 .如果 这 组 本 征 值 中 有 些 值 是 相同 的 (也 就 是 存在 这 样 一 些 本 征 值 , 其 中 
每 个 本 征 值 同时 与 几 个 不 同 的 本 征 函 数 相 对 应 ) ,那么 ,对 每 一 组 属于 同一 本 征 
值 的 本 征 函数 y, 而 言 , 所 对 应 的 g。, 和 矩阵 元 一 般 不 等 于 零 . 但 是 ,把 属于 同一 本 
征 值 的 那些 本 征 函 数 少 加 以 种 种 线性 组 合 后 ,它们 显然 仍 是 该 本 征 值 的 一 组 本 
征 函 数 ;从 中 我 们 总 是 可 以 挑 出 这 样 一 组 线性 组 合 ,使 得 所 对 应 的 各 个 非 对 角 矩 
阵 元 g。. 全 都 等 于 零 .由 此 可 见 ,在 这 样 的 情况 下 我 们 还 是 可 以 求 得 一 套 函 数 ， 
它们 都 是 f 和 & 的 共同 本 征 函 数 . 
下 式 在 应 用 中 会 遇 到 


(去 < -= (11. 16) 
和 A 是 哈密 顿 量 (从 而 也 是 能 量 本 征 值 5,) 所 依赖 的 一 个 参量 . 证 明 如 下 . 方程 


( 扩 -E)y,=0 对 和 微 商 后 , 左 乘 以 y'* ,得 
2 - 4 (ee: 3 万 








W (应 -已 ) 
对 9 积分 ,左边 为 
[wi BE) dg= [P(A-E,) "vy: dg. 


由 于 五 是 厄 米 的 ,上 式 得 零 . 由 前 式 右边 积分 即 得 到 所 证 的 方程 . 
近来 文献 中 ,常用 下 列 记号 (由 狄 拉 克 引 进 ) 代 表 矩 阵 元 上 .O: 
(nlflm). (11.17) 
它 可 看 作 是 由 f 及 初 态 lm) 和 末 态 (nl 所 “组 成 "(这 些 初 末 态 记号 与 其 波 函 数 的 
A 如 果 有 一 组 完备 的 波 
函数 对 应 于 态 1n,) ,1n,),…, 则 态 1m) 的 波 函 数 对 这 套 函 数 展开 后 ,其 展开 系数 
可 记 作 


(mn lmy》= yi wndg. (11. 18) 
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一 个 给 定 的 物理 量 , 其 矩阵 元 可 用 不 同 的 波 函 数组 加 以 定义 . 例如 , 它 可 以 
是 各 种 物理 量 的 定 态 波 函数 组 ,也 可 以 是 同一 系统 在 各 种 不 同 外 场 中 的 定 态 波 
函数 组 .于 是 就 产生 了 把 一 个 表象 中 的 矩阵 变换 到 男 一 表象 中 去 的 问题 . 

设 y.(9) 和 (gq)(n=1,2,…) 为 两 套 完备 的 正 交 函数 组 . 彼此 间 存 在 着 以 


QD 本 书 中 两 套 记号 都 用 . 当 脚 标 须 虫 多 个 字母 组 成 时 ,用 (11.17) 式 特别 方便 . 





" 32 ， 第 二 章 ”能 量 和 动量 


下 的 线性 变换 关系 : 
y= >, Sy, (12.1) 
这 不 过 是 峭 ' 按 完备 组 少 的 展开 式 . 这 个 变换 关系 式 可 以 按 惯例 写成 下 列 算 符 
形式 : 
y=5y, (12.2) 
算 符 $ 必须 满足 一 定 的 条 件 ,使 得 函数 组 y, 为 正 交 归 一 化 函数 组 时 yw’ 也 
是 正 交 归 一 化 的 .将 (12.2) 代 人 下 列 正 交 归 一 化 条 件 中 : 
[Ea ydg = 6 
然后 采用 转 置 算 符 的 定义 式 (3.14) ,我 们 有 
| (Sy,)S* ydg = [Ea §* Sy,dg =8,,. 


如 果 上 式 对 所 有 的 m 和 都 成 立 ,我 们 必须 有 3' $=1, 或 
he (12.3) 
即 其 逆 算 符 等 于 其 厄 米 共 郝 算 符 .具有 这 种 性 质 的 算 符 称 为 么 正 算 符 . 由 于 这 一 


性 质 ,(12.1) 的 逆 变 换 风 ,=$-'y' 为 


y= > Sas- (12.4) 
把 5+$=1 或 $$* =1 写成 矩阵 形式 ,可 得 下 列 形式 的 么 正 条 件 : 
> SS =5。， (12.5) 
或 
> SS。 = On (12.6) 


现在 来 考虑 某 个 物理 量 f, 我 们 写 出 它 在 “新 "表象 中 的 矩阵 元 , 亦 即 相对 于 
少 , 函数 组 的 矩阵 元 . 它 由 下 列 积分 式 给 出 : 


[y'sfysdg = { (Sy:) fiy.)dg= [wy:§°fSy,.dq = 
= | w: §$-'féw,d9. 
可 知 算 符 了 在 新 表象 中 的 和 矩阵 ,等 于 算 符 
f'=8-'f8 (12.7) 
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在 旧 表 和 象 中 的 矩阵 名 . 
一 个 矩阵 的 对 角 元 素 之 和 称 为 该 矩阵 的 迹 , 记 作 tr@ 
ar= > f, (12.8) 
首先 应 该 注意 ,两 个 矩阵 的 乘积 的 迹 与 乘积 的 次 序 无 关 : 
tr(fg) =tr(gf) (12.9) 


因为 按 和 矩阵 乘法 规则 ,有 
tr(fg) = > > gw = > > ginfn =tr( ef). 
同 理 ,容易 证 明 , 对 于 多 个 矩阵 的 乘积 ,其 迹 对 因子 的 循环 时 换 保持 不 变 ;例如 
tr(feh) =tr(hfg) =tr( ghf). (12. 10) 
阵 迹 有 一 个 重要 的 性 质 ,就 是 它 并 不 依赖 于 定义 抢 阵 元 时 所 选 的 函数 组 , 因 
(trf)’ =tr(S 请) =tr(SS 下 =tr (12.11) 
一 个 么 正 变换 ,使 函数 组 的 模 量 平方 之 和 在 变换 后 保持 不 变 :由 (12.6) 我 
们 得 
2, Wil = > SibiSi wr = > pi Ou = > Iyil”. (12.12) 
任 一 么 正 算 符 都 可 写成 
$ = ea， (12. 13) 
其 中 让 是 一 个 厄 米 算 符 :由 于 RR* =R, 我 们 有 
ni 
把 e* 关 直接 展开 为 讽 的 震级 数 ,不 难 验证 下 式 成 立 : 
f° =8°'f§=f +[f,iR] + [f ,iR] ,iR] + -…. (12. 14) 


当 员 正比 于 一 个 小 参量 时 ,上 式 很 有 用 处 ,此 时 (12.14) 变 成 对 参量 的 震级 数 展 
开 式 . 


四 如果 [请 ,8] = - iE, 是 算 符 f 和 的 对 易 关 系 ,由 变换 (12.7) 得 [f',8'] = - ih 人 ', 即 对 易 关 系 不 
变 ,在 $9 的 附注 中 已 指出 ,6 是 经 典 泊 松 括号 [f,g] 的 量子 类 比 . 而 在 经 典 力 学 中 , 泊 松 括号 在 变量 (广义 
坐标 和 广义 动量 ) 的 正则 变换 下 是 保持 不 变 的 ; 见 《力学 》$ 45. 在 这 种 意义 下 ,我们 可 以 说 ,量子 力学 中 的 
么 正 变换 ,起 着 类 似 于 经 典 力学 中 正则 变换 的 作用 . 

@ 阵 迹 的 德 文 为 Spur, 英 文 为 race, 记 作 spf 或 由 ,当然 , 阵 迹 只 有 当 对 的 求 和 式 收敛 时 才能 有 定 
义 . 
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$13 算 符 的 海 森 伯 绘 景 


在 上 述 量子 力学 的 数学 表述 中 ,对 应 于 各 种 物理 量 的 算 符 是 作用 在 坐标 函 
数 上 ,并 且 一 般 地 不 显 含 时 间 t. 物理 量 平均 值 对 时 间 的 依赖 关系 ,仅仅 来 自 状 态 
波 函 数 对 时 间 的 依赖 关系 ,其 公式 为 

f(t) = | 到 (gd)f (qt) dq. (13.1) 

但 是 ,在 量子 力学 的 数学 表 式 中 ,我 们 还 可 以 采用 另 一 种 有 所 不 同 但 是 等 价 
的 方式 , 即 把 波 函数 对 时 间 的 依赖 关系 全 部 转移 到 算 符 身上 去 . 这 种 海 森 伯 绘 景 
中 的 算 符 (不 同 于 前 述 薛 定 户 绘 景 中 的 算 符 ) 虽 然 在 本 卷 中 并 不 采用 .但 为 了 相 
对 论 理论 中 的 应 用 起 见 , 在 这 里 把 它 讲 一 下 . 

我 们 定义 下 列 算 符 [ 它 是 么 正 的 ; 见 (12.13) 式 ]: 

S =e- 证 ， (13.2) 
其 中 让 为 系统 的 哈密 顿 量 . 根据 定义 ,这 个 算 符 的 本 征 函 数 就 是 算 符 五 的 本 征 
函数 ,也 就 是 定 态 波 函数 y,(g) ,此 时 

$y.(g) =e ny, (gq). (13.3) 

根据 上 式 ,任意 波 函 数 它 对 定 态 波 函 数 的 展开 式 (10.3) 可 以 写成 下 列 算 符 
形式 : 

V(g,t) = SV(g,0). (13.4) 
这 就 是 说 , 算 符 5 的 作用 ,是 把 某 一 起 始 时 刻 的 波 函 数 变 成 任 一 时 刻 的 波 函 数 . 
按 (12.7) 式 ,定义 下 列 依赖 于 时 间 的 算 符 : 
Fi) =8-1153， (13.5) 
则 有 
7(D = [¥* (9,0)f() wg,0)dg. (13.6) 
这 就 是 时 间 依 赖 性 完全 转移 到 算 符 以 后 的 f 的 平均 值 公式 (3.8)[ 我 们 对 算 符 的 
定义 基于 (3.8) 式 ]. 

显然 ,(13.5) 式 的 算 符 对 定 态 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 ,就 是 (11.3) 式 所 定义 
的 依赖 于 时 间 的 矩阵 元 请 (2). 

最 后 ,(13.5) 式 对 时 间 求 微 商 (假定 算 符 广 以 及 互 本 身 都 不 含 芒 ,可 得 下 列 
方程 : 

f(t) = 二 [ 赣 (1) -f(t)H]. (13.7) 


此 式 和 (9.2) 式 类 似 ,但 具有 不 同 的 含义 :(9. 2) 式 是 与 物理 量 上 对 应 的 算 符 
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的 定义 ,而 (13.7) 式 左边 是 物理 量 算 符 f 本 身 对 时 间 的 微 商 . 
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在 $1 末 段 指 出 的 含义 下 ,用 一 个 波 函 数 来 对 一 个 系统 进行 的 描述 ,是 量子 
力学 中 可 能 做 到 的 最 完全 的 描述 . 


不 能 够 进行 完全 描述 的 态 是 有 的 ,如 果 我 们 所 考虑 的 系统 只 是 一 个 大 的 封 
闭 系 统 的 一 部 分 .我 们 假定 整个 封闭 系统 处 于 由 波 函 数 多 (9g,x) 所 描述 的 某 个 
态 中 ,其 中 的 x 是 我 们 所 考虑 的 那个 子 系统 的 坐标 组 ,94 是 该 封闭 系统 的 其 余 坐 
标 组 . 这 个 波 函 数 一 般 讲 来 不 能 分 解 成 一 个 *x 函数 和 一 个 9 函数 的 乘积 中 ,因此 
所 考虑 的 子 系统 本 身 并 不 具备 自己 的 波 函 数 . 

设 J 是 这 个 子 系统 的 某 个 物理 量 . 它 的 算 符 只 作用 在 坐标 组 x 上 ,不 作用 在 
4 上 . 这 个 量 在 到 (9g,x) 态 中 的 平均 值 为 


f= J Vv" (gq,x)f (gqg,x) dgdx. (14.1) 
引进 p(x',x) 函数 ,其 定义 为 
p(%',%) = fv (gq,x’) P(g,x)dg. (14.2) 


式 中 只 对 坐标 组 g 进行 积分 ;这 个 p 函数 称 为 子 系统 的 密度 矩阵. 根据 (14.2) 式 
的 定义 ,这 个 函数 显然 是 “ 厄 米 ”的 , 即 
p* (x,x') =p(%',%). (14.3) 

这 个 密度 矩阵 的 “对 角 元 "为 

p(s,x) = [1¥(q,x) dg. 
上 式 确 定 了 子 系统 坐标 组 的 概率 分 布 . 

应 用 密度 和 矩阵 ,平均 值 f 可 以 写成 以 下 的 形式 : 

f= [fps',x)] esd. (14.4) 
其 中 的 f 只 作用 在 函数 p(x',x) 中 的 x 变量 上 ;算出 其 作用 结果 后 ,再 令 x =x. 
由 此 可 见 ,知道 了 密度 矩阵 后 ,就 可 以 算出 描述 * 系统 的 任 一 物理 量 的 平均 值 . 
根据 这 一 点 ,我 们 还 可 以 通过 p(x',x) 算 出 该 系统 中 每 一 个 物理 量 取 各 种 可 能 


值 的 概率 . 因此 ,对 一 个 不 具备 波 函 数 的 系统 讲 来 , 它 的 状态 可 以 通过 密度 矩阵 
来 描述 . 这 个 密度 矩阵 不 包含 不 属于 该 系统 的 9 坐标 组 ,当然 , 它 实质 上 还 是 依 


中 要 使 罗 (g,x) 能 够 (在 某 一 时 刻 ) 写 成 这 样 的 乘积 ,建立 罗 (g,x) 态 的 那些 测量 值 必须 能 够 对 % 系 
统 和 9g 系统 分 别 作出 完全 描述 . 此 外 ,为 了 使 更 (9g,x) 在 随后 时 刻 仍 能 继续 保持 这 种 乘积 形式 ,封闭 系统 
的 这 两 部 分 还 必须 没有 相互 作用 ( 见 $2). 这些 条 件 现在 一 个 也 没有 . 
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赖 于 整个 封闭 系统 所 处 的 态 . 
用 密度 矩阵 进行 的 描述 ,是 一 种 最 普遍 形式 的 量子 力学 描述 . 而 波 函 数 的 描 
述 不 过 是 这 种 普遍 描述 的 一 种 特殊 情形 ,也 就 是 相当 于 密度 矩阵 具有 p(x’,x) 
= 多 "(x') 玫 (%) 形 式 时 的 情形 . 这 种 特殊 情形 与 普遍 情形 之 间 存 在 着 以 下 的 重 
要 差别 .对 具备 波 函 数 的 一 个 态 讲 来 , 它 总 是 存在 着 某 种 完全 的 测量 过 程 , 可 
以 在 该 态 中 测 得 肯定 的 结果 (从 数学 上 讲 来 ,这 意味 着 多 总 是 某 种 算 符 的 一 个 
本 征 渗 数 ). 另 一 方面 ,对 只 具有 密度 矩阵 的 那些 态 讲 来 ,就 不 存在 测量 结果 可 
以 唯一 地 断定 的 完全 测量 . 
现在 假定 所 考虑 的 系统 是 封闭 的 ,或 在 某 一 时 刻 成 为 封闭 的 . 那么 ,我们 可 
以 导出 密度 矩阵 的 一 个 时 间 变 化 式 , 它 类 似 于 更 函数 所 满足 的 波动 方程 式 . 我 
们 注意 到 ,p(x',x,i) 所 应 满足 的 那个 线性 微分 方程 式 ,在 特殊 情形 下 , 当 x 系统 
具有 波 函 数 时 , 即 当 
p(x,%’',t) = 时 (xxt) 人 (xz 1) 
也 应 该 成 立 ,考虑 这 一 点 后 ,就 可 以 使 推导 过 程 简化 . 上 式 对 时 间 求 微 商 并 应 用 
波动 方程 (8.1) ,可 得 
,op ,me OP(x,t) . a (x’,t 
访 3 = 访 旬 (x EE ihp(x,t) a 


= "(x,t) p(x,t) -P(x,t) Bh'* wW' (x',t), 
式 中 的 态 是 子 系 统 的 哈密 顿 量 ,只 作用 在 x 的 函数 上 ,有 ' 是 同一 算 符 , 只 作用 在 
x' 的 函数 上 . 式 中 的 函数 罗 " (x',t) 和 亚 (x,t) 显然 能 分 别 移 到 瑟 和 HH' 算 符 的 后 
面 ,从 而 得 出 欲求 的 方程 式 : 
ii0p(x,%',t)/90t = (H-H'" )p(x,x’,t). (14.5) 
假定 多 ,(x,t) 是 子 系统 的 定 态 波 函 数组 ,也 就 是 子 系统 哈密 顿 量 的 本 征 函 
数组 . 我 们 把 密度 矩阵 按 这 组 函数 展开 ;这 个 展开 式 是 罗 (%,t) 和 罗 ,(x',i) 两 函 
数 的 一 个 双重 级 数 , 它 的 形式 是 
p(x,x’,t) = 2 > a (x ,t) P(x,t) = 


= 2 2 Qa (x') Yh, (x) eM sa- a (14.6) 


对 密度 矩阵 讲 来 ,这 个 式 子 的 作用 ,相当 于 波 了 基数 的 展开 式 (10.3) ,原来 的 单 组 
系数 a, 现在 被 双 组 系数 sw 所 代替 . ea。 系数 和 密度 矩阵 本 身 一 样 显 然 是 “ 龙 米 ” 
的 : 


WD 可 以 用 一 个 波 函 数 描述 的 态 有 时 称 为 “ 纯 态 " ,以 便 区 别 于 只 能 用 密度 矩阵 描述 的 态 ,这 种 态 称 
为 “混合 态 ”. 
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(14.7) 


Qn = Onn 
把 (14.6) 式 代 人 (14.4) 式 ,物理 量 f 的 平均 值 就 可 以 表 成 
f= 5 5 oan] Vi (4st)f Y(t) da 
或 
fe 3 (14.8) 
式 中 的 ,就 是 物理 量 f 的 矩阵 元 . 这 个 式 子 和 (11.1) 式 相 类 似 〇 . 
a。s 这 组 量 必须 满足 某 些 不 等 式 . 密度 矩阵 的 “对 角 元 ”p(x,*) 确定 坐标 组 
的 概率 分 布 ,显然 必须 是 一 些 正 量 . 故 按 (14.6) 式 ( 令 其 中 x =x) ,由 系数 ec 所 
组 成 的 下 列 二 次 型 
2, > at 
(其 中 的 &, 是 一 些 任 意 复 量 ) 必须 为 正 量 . 根据 二 次 型 的 理论 可 以 知道 ,此 时 系 
数 a,, 就 必须 满足 某 些 条 件 . 例如 ,所 有 的 “对 角 ” 量 显然 必须 是 正 量 : 


a,, 宕 0,， (14.9) 
而 a ,Gm 和 4, 任意 三 量 必须 满足 以 下 的 不 等 式 : 
Ga >1a,1. (14.10) 


“ 纯 态 "情形 下 ,密度 矩阵 变 成 两 个 函数 的 乘积 ,相应 的 ew 和 矩阵 显然 呈 下 列 
形式 : 
Gna = Onn - (14.11) 
现在 来 指出 一 个 简单 的 判 据 , 使 我 们 能 够 根据 a 和 矩阵 来 判断 所 考虑 的 态 究 竞 
是 “ 纯 态 "还 是 “混合 " 态 . 在 纯 态 下 ,我 们 有 : 


2 有 让 日 a 
(a ye > CnkGin = > GQ CnCn Gr = 
[3 


= la |=a a* 
二 CQn QL Tn na 


或 

(a’),, =a,.. (14. 12) 
也 就 是 说 纯 态 的 密度 矩阵 等 于 它 自 身 的 平方 . 
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我 们 来 考虑 一 个 不 在 外 场 中 的 多 粒子 封闭 系统 .由 于 空间 的 所 有 位 置 对 作 
为 一 个 整体 的 这 个 系统 而 言 都 是 等 价 的 ,由 此 可 以 断定 , 当 整 个 系统 平移 任 一 距 


WD cc。 组 成 能 量 表 象 中 的 密度 矩阵 ,用 此 和 矩阵 描述 系统 的 态 是 由 i. 朗 道 和 下 . 布 洛 赫 于 1927 年 各 
自 独立 地 提出 的 . 
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离 后 ,该 系统 的 哈密 顿 量 仍 将 保持 不 变 . 只 要 对 任 一 无 限 小 位 移 讲 来 这 个 条 件 能 
够 得 到 满足 就 够 了 . 
距离 为 Sr 的 一 个 无 限 小 平移 ,相当 于 这 样 一 种 变换 ,这 时 所 有 粒子 的 径 矢 
量 r,(a 为 粒子 的 编号 ) 都 获得 同一 增 量 or, 即 普 一 r。 +6r. 在 这 种 变换 下 ,粒子 
坐标 的 任意 函数 (7 ,r,，…) 就 变 成 下 列 也 数 ; 
pr +Brr +6r,) =y(ri,r2,) +6r. > Vey = 


六 (1 +ér: > Vo ) yr ,rs) 


(对 于 r, 的 微分 算 符 V。 代表 一 个 “矢量 ” , 它 的 分 量 为 算 符 8/3x, ,3/9y, ,9/9z,). 
括号 中 的 表 式 
1 +6r: > VY,, 
是 无 限 小 平移 算 符 , 它 可 使 (ri,r,,…) 函数 变 成 下 列 函数 : 
Wr +6r,r, +6r,.…). 

所 谓 “ 使 哈密 顿 量 保持 不 变 ” 的 变换 , 它 的 含义 是 ,如 果 对 Hy 函数 施行 这 种 
变换 ,其 结果 等 于 先 对 小 函数 施行 这 种 变换 后 ,再 把 算 符 五 作用 在 变换 以 后 的 
少数 上 . 从 数学 上 讲 来 . 这 可 以 表 成 以 下 的 形式 . 令 0 代表 “进行 "上 述 变换 的 
算 符 . 则 有 O0(By) = 有 (Oy) ,所 以 

OH - HO =0， 
即 哈密 顿 量 必须 和 算 符 0 对 易 . 


在 我 们 所 考虑 的 情形 下 ,0 算 符 就 是 上 面 提 到 的 无 限 小 平移 算 符 . 由 于 单位 
算 符 (这 个 算 符 的 作用 相当 于 乘 以 1) 当然 和 任 一 算 符 对 易 , 同 时 常 因子 Sr 可 以 


移 到 应 的 前 面 去 ,条 件 0 有 8 -大 0O =0 现在 可 化 成 
| > vB 有 | 2 v, | =0. (15.1) 
我 们 已 经 知道 ,和 应 对 易 的 算 符 (不 显 含 时 间 ) 它 所 对 应 的 物理 量 是 一 个 守 


恒 量 . 一 个 封闭 系统 由 于 空间 均匀 性 而 导致 的 守恒 量 就 是 该 系统 的 动量 ( 见 《 力 
学 》$7). 因 此 (15.1) 式 表达 了 量子 力学 中 的 动量 守恒 定律 ;> ，V。 算 符 除 开 


一 个 常 因子 外 应 该 对 应 于 该 系统 的 总 动量 ,每 一 个 V。 则 对 应 于 单 粒 子 的 动量 . 
VvV 算 符 和 单 粒 子 的 动量 算 符 p 之 间 的 比例 系数 ,可 以 用 过 渡 到 经 典 力学 极 
限 情 形 的 方法 来 确定 , 它 等 于 - 坡 : 
万 = - 丢 V (15.2) 
其 分 量 式 是 
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四 = -入 过， 遍 = 人 六 = -入 
应 用 波 郴 数 的 极限 表 式 (6. 1) ,我 们 有 
B= -ii(i/i)w VS=wV5 
亦 即 算 符 忆 的 作用 在 经 典 近似 中 还 原 成 为 乘 以 V 5S. 作用 量 的 梯度 VS 就 是 粒子 
的 经 典 动 量 p( 见 《力学 》$§ 43). 
容易 证 明 (15.2) 的 算 符 确 是 厄 米 的 . 设 y(x) 和 w(x%) 是 两 个 任意 四 数 ,他 
们 在 无 穷 远 处 趋 于 零 , 则 有 
| ph.was = -这 | 二 dz = 入 | sd = | wh: edx 
这 正 是 算 符 的 厄 米 条 件 . 
对 任 一 函数 的 两 个 不 同 变 量 进行 微 商 ,其 结果 和 微 商 的 先后 次 序 无 关 , 由 此 
可 知 ,动量 的 三 个 分 量 的 算 符 是 相互 对 易 的 : 
Psp, -Pyps =0, Psps -Psps =0, Pp,p; -Pp, =0. (15.3) 
这 意味 着 单 粒 子 的 三 个 动量 分 量 可 以 同时 具有 定 值 . 
我 们 来 求 动量 算 符 的 本 征 值 和 本 征 函 数 . 它们 是 由 下 列 矢 量 方程 确定 的 
-ih Vy=py. (15.4) 
解 的 形式 为 
=Ce 2 (15.5) 
其 中 C 是 一 个 常数 .我 们 看 到 ,如 果 同 时 给 出 了 动量 的 三 个 分 量 ,粒子 的 波 函 数 
就 完全 确定 . 换 句 话说 ,p,,p,,p, 三 个 分 量 组 成 单 粒 子 物理 量 的 一 个 可 能 的 完全 
集合 .它们 的 本 征 值 构成 从 - % 到 + % 的 连续 谱 . 


根据 连续 谱 本 征 函 数 的 归 一 化 法 则 (5.4)，| 录 ysdV 对 整个 空间 (dy = 


dxdydz) 积分 应 该 等 于 函数 5(P' -p). 但 是 ,根据 以 后 应 用 中 即将 明白 的 理由 ， 
最 好 把 粒子 动量 的 本 征 函 数 归 一 化 成 动量 差 除 以 2m 声 的 8 函数 : 


[wwar a(S ) 


或 等 价 于 
[yr dV = (27h) 6(p’ -p). (15.6) 
因为 三 维 6 函数 的 三 个 因子 中 ,每 个 因子 都 有 6[(p’' -p,)/2nh] =2mih6(p; - 
p;) ,等 等 . 
利用 公式 


QD 矢量 a 的 三 维 6(a) 函数 ,定义 为 它 的 分 量 6 函数 之 积 , 即 5(a) =6(a,)6(a,)6(a,). 
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元 e“de =5(a) (15.7) 
进行 积分 中 可 以 看 出 ,如 按 (15.6) 归 一 化 , 则 (15.5) 中 的 常数 C =1@: 
几 =e (15. 8) 


粒子 的 任意 波 函数 风 (r) 按 其 动量 算 符 的 本 征 函 数组 由 , 展开 ,其 展 式 简单 
地 等 于 傅 里 叶 积 分 : 


局 CON 
vr)= | (DW (rn) Es = [ap) 
(其 中 dp = dp,dp,dp,). 按 (5.3) 式 ,展开 系数 a(p) 为 
a(p) = [yr rdv= | (re rdy. (15. 10) 
函数 a(p) 可 看 作 “ 动 量 表象 ”中 的 粒子 波 函 数 ( 见 $5); 
la(p) 1 让 是 动量 值 在 dp 范围 内 的 概率 
正如 在 坐标 表象 中 求 出 动量 算 符 5 的 本 征 函 数 一 样 ,我 们 也 可 在 动量 表象 
中 引入 粒子 的 坐标 算 符 六 它 必须 这 样 定义 ,使 得 坐标 平均 值 呈 下 列 形式 ， 


r= |/ ‘Cp)ia(p) Es 
另 一 方面 ,这 个 平均 值 可 通过 波 函数 少 (r) 由 下 式 求 出 : 
F = | 人 mpar 
把 (15.9) 式 的 (7) 代 入, 我 们 得 (用 分 部 积分 法 ) 
rp(r) = (2mh) {ralp)e Yd’p = 


dp 


(ny (15.9) 





(15.11) 


= (27h) ”| ifie YT oa(p)/ap]d’p 
用 上 式 及 (15.10) ,得 
F = (2%h) 和 人 和 (r)ifi[ 9a(p)/ap]e "dpdy = 


= [ike* (PD) Loalp) /p17 Es 


QD 此 式 的 习惯 含义 是 , 式 左 的 函数 具有 (5.8) 式 的 6 函数 性 质 . 把 (15.7) 形 式 的 5(x ~a) 函数 代入 
(5.8) , 即 得 熟知 的 传 里 叶 积 分 式 


f(a) = | [A ee- Vas 


@ 采用 这 种 归 一 化 时 ,注意 :概率 密度 ly1” =1, 即 函数 归 一 化 到 “每 单位 体积 中 有 一 个 粒子 ”. 这 种 
归 一 化 的 一 致 性 并 不 是 偶然 的 , 见 $ 48 的 最 后 一 个 脚注 . 
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与 (1$.11) 比较 ,可知 动量 表象 中 的 径 矢 算 符 为 
六 = 访 9/ap (15. 12) 


在 动量 表象 中 的 动量 算 符 则 简单 地 变 成 了 相 乘 因子 p. 
最 后 ,我 们 试用 p 表 出 空间 平移 间距 a 为 有 限 大 (不 光 是 无 限 小 ) 的 算 符 
和 . 根据 这 个 算 符 的 定义 ,我们 有 
Ty(r) =y(r+a) 
把 肖 数 y(r +a) 展 成 泰勒 级 数 , 我 们 有 
yrta) =y(r) +4 Oy(r)/or+-:…, 
或 者 ,引入 算 符 = - 访 V， 
yr+a) = [i ta “B+ (0 5) a jwer) 
括号 内 的 表 式 即 算 符 
TF = ee? (15. 13) 
就 是 我 们 欲求 的 有 限 大 平移 算 符 . 
$16 不 确定 度 关系 式 
我 们 来 推导 动量 算 符 和 坐标 算 符 之 间 的 对 易 关 系 . 我 们 知道 ,对 x,y,z 中 的 
任 一 个 变量 求 微 商 再 乘 上 其 中 的 另 一 个 变量 后 ,所 得 的 结果 和 这 两 种 运算 的 先 
后 次 序 无 关 , 因 此 有 
psy -Ybs =0, pz -zp,=0, (16. 1) 
对 Pp,,p, 讲 来 也 有 类 似 的 式 子 . 
推导 p, 和 x 的 对 易 关 系 时 我 们 有 : 
(Px xb,)y = - 访 叶 地) ihx ~ ifwy. 


可 见 (px -xp,) 算 符 的 作用 结果 等 于 习 以 - 坟 ; 这 一 点 ,对 p, 和 yy 以 及 p, 和 z 的 
对 易 关 系 讲 来 ,当然 也 是 正确 的 . 因此 有 中 


Ps% 一 Xp。 = 一 访 ， P,y 一 yp, = 一 访 ， Pp,z -zp, = 一 访 . (16.2) 
(16.1) 和 (16.2) 诸 式 可 以 并 写成 以 下 形式 : 
Pixs -xp = -1f6, (1,k =%,y,2). (16.3) 


在 考察 这 些 关系 式 的 物理 意义 及 其 后 果 前 ,我 们 先 来 推导 两 个 以 后 有 用 的 
式 子 . 令 f(7) 为 某 一 坐标 函数 . 由 于 
(pf -fp)y = -ih[ V (fy) -fv yl] = -ifiy vp, 


QD ” 1925 年 海 森 伯 发 现 了 (16.2) 式 的 矩阵 表 式 ,成 为 量子 力学 的 一 个 起 点 . 
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所 以 有 
BAr) -fr p= -ihvi (16.4) 
动量 算 符 的 函数 (5) 与 + 之 间 , 也 有 类 似 的 对 易 关系 式 : 
f(P)r -rf(p) = -该 训 (16.5) 
这 个 式 子 的 推导 方法 和 (16.4) 式 相同 , 式 中 的 坐标 算 符 可 以 采用 (15.12) 式 , 然 
后 在 p 表象 中 进行 计算 即 可 . 


(16.1) 和 (16.2) 式 表明 ,一 个 粒子 沿 某 一 轴 的 坐标 分 量 可 以 和 沿 其 它 两 轴 
的 动量 分 量 同 时 具有 定 值 ;可 是 , 沿 同一 轴 的 坐标 分 量 和 动量 分 量 却 不 可 能 同时 
存在 . 特别 是 ,粒子 不 可 能 处 于 空间 某 一 固定 点 而 又 同时 具有 确定 的 动量 p. 

设 有 一 个 粒子 处 于 某 一 有 限 空间 区 域内 ,这 个 空间 区 域 沿 三 个 坐标 轴 方 癌 
的 尺度 ( 它 的 数量 级 ) 分 别 为 Ax,Ay,Az. 再 令 p。 为 该 粒子 的 动量 平均 值 . 从 数 
学 上 讲 来 ,这 意味 着 波 函 数 具 有 小 =u(r)e' ”的 形状 ,其 中 的 u(r) 函数 只 
有 在 上 述 空间 区 域内 才 显 著 地 不 等 于 零 . 我 们 把 这 个 y 函数 按 动量 算 符 的 本 征 
一 数组 展开 ( 即 展 为 傅 里 叶 积分 ). 展开 式 系 数 a(p) 是 由 (15.10) 式 确定 的 ,该 
式 中 的 被 积 函数 呈 u(r)e oo 的 形式 .为 了 使 这 个 积分 显著 地 不 等 于 零 ， 
振荡 因子 e ”2 的 周期 必须 不 小 于 Ax,Ay,Az, 即 不 小 于 u(r) 函数 不 等 于 
零 的 空间 区 域 的 尺度 . 这 就 是 说 ,只 有 当 p 值 满足 (1/) (po -Ps)Ax 三 1 诸 式 
时 ,a(p) 才 显著 地 不 等 于 零 . 由 于 la(p)1 决定 动量 值 的 概率 ,a(p) 不 等 于 零 的 
各 种 p,,p,,p, 值 ,正好 就 是 该 态 中 所 能 找到 的 粒子 动量 的 各 种 分 量 值 . 我 们 用 
Ap, ,Ap,,Ap, 代表 c(P) 不 等 于 零 时 p,,p, ,Pp 所 具有 的 仁 域 ,因此 有 

Ap,Ax ~ii, Ap,Ay ~ Ap,Az~. (16.6) 
这 些 式 子 叫做 不 确定 度 关系 式 , 它 是 海 森 伯 于 1927 年 建立 的 . 

我 们 看 到 ,粒子 坐标 知道 得 愈 精确 ( 即 Ax 愈 小 ) , 沿 同一 轴 的 动量 分 量 的 不 
确定 度 Ap, 就 愈 大 ,反之 亦 然 ,特别 是 当 粒 子 处 于 空间 的 某 一 确定 点 (Ax = Ay = 
Az =0) 时 , 则 Ap. = Ap, = Ap, = % .这 意味 着 此 时 所 有 各 种 动量 值 机 会 均等 . 反 
之 ,如 果 粒 子 具有 完全 确定 的 动量 p, 则 该 粒子 的 位 置 在 整个 空间 内 机 会 均等 
[这 一 点 可 以 从 (15.8) 式 的 波 函 数 直 接 看 出 来 ,这 个 波 函 数 的 模 量 平方 与 坐标 
变量 完全 无 关 ]. 

如 果 用 标准 偏差 来 表明 坐标 和 动量 的 不 确定 度 

Bx = WV[(x-x) ], 6p,= VL(p, -5B,.)] 
则 可 确切 求 出 它们 的 乘积 的 最 小 可 能 值 (H. Weyl). 我 们 来 考虑 一 维 波 包 , 它 的 
波 函 数 wy(x) 只 依赖 于 一 个 坐标 ,并 为 简单 计 ,假定 这 个 态 中 的 * 和 P。 的 平均 值 
都 等 于 零 . 考虑 下 列 明 显 成 立 的 不 等 式 : 
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其 中 a 是 一 个 任意 的 实 常 数 .计算 上 述 积分 时 ,注意 到 
{#1yldx = (86%), 
f (* xz Wy + 季 )dz= | x dl ge = - five dx= -1, 


[等 - dx = -| ar = fw Pyar = (8p.)”. 


2 
axy + 时 dx 守 0 








我 们 得 
a (68x) ~a + (8p.)’ >0. 
如 果 这 个 a 的 二 次 三 项 式 对 所 有 的 a 值 而 言 都 是 正 的 , 则 它 的 判别 式 必须 为 
负 , 从 而 给 出 下 列 不 等 式 : 
Bx6p。 之 二 有 i， (16.7) 


乘积 的 最 小 可 能 值 为 ,此 时 波 包 的 波 函 数 呈 下 列 形式 ; 
ER eR 
y 一 (27)L [CBx) exp ( ne” | 
其 中 po 和 5 ME 


wr (2) 
(2T) .6x 2(6x) 
这 是 对 称 于 原点 (平均 值 * =0) 的 高 斯 分 布 ,标准 偏差 为 6x. 动量 表象 中 的 波 孙 
数 是 


(16.8) 


op) = ee 
算出 上 式 积分 ,得 到 
a(p,) = 常数 xexp | -ep -ov |] 
动量 的 概率 分 布 la(P.) 1 也 是 一 个 对 称 于 平均 值 p, = Ps 的 高 斯 分 布 ,标准 偏差 
为 6p, = ji/28x, 所 以 乘积 5p,6x 确 为 了 各 


最 后 ,我 们 来 推导 另 一 个 有 用 的 关系 式 .假定 /和 8 是 两 个 物理 量 ,它们 的 
算 符 满足 以 下 的 对 易 关 系 : 


f8 -f= -ihé, (16.9) 
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式 中 的 6 是 某 个 物理 量 。 的 算 符 .上 式 右 边 之 所 以 引入 天 因子 ,是 由 于 经 典 极限 
( 即 当 ji~*0) 时 所 有 的 物理 量 算 符 应 该 还 原 成 为 经 典 量 而 彼此 对 易 . 故 在 “ 准 经 
典 ” 情 形 下 ,第 一 级 近似 时 可 把 (16.9) 式 的 右边 当 作 零 . 在 下 一 级 近似 中 , 算 符 6 
可 以 用 经 典 量 来 代替 , 即 有 
fs -&r = — 1#ic. 

这 个 式 子 正好 和 x - 驴 . = - 丢 相 类 似 ,唯一 的 区 别 是 以 ic 代替 了 iD. 因此 我 
们 用 关系 式 AxAp, ~ 卢 类 推 ,就 可 以 得 到 这 样 的 结论 , 即 在 准 经 典 情形 下 了 和 8 
两 个 量 有 以 下 的 不 确定 度 关系 式 : 

AfAg ~ hic. (16.10) 

特别 是 ,如 果 其 中 之 一 为 能 量 (f = 万) ,并 且 另 一 个 量 的 算 符 (&) 不 显 含 时 

间 , 则 按 (9.2) 式 有 c=& , 准 经 典 情形 下 的 不 确定 度 关系 式 此 时 变 成 

AEAg ~ ig. (16.11) 


中 这 个 经 典 量 就 是 /和 8 的 泊 松 括号 , 见 89 中 的 附注 . 
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一 个 物理 系统 的 波动 方程 的 形式 取决 于 它 的 哈密 顿 量 ,所 以 在 量子 力学 
的 整个 数学 表述 中 至 关 重 要 . 

一 个 自由 粒子 的 哈密 顿 量 , 它 的 形式 可 以 根据 伽利略 相对 性 原理 以 及 空间 
的 均匀 性 和 各 向 同性 等 普遍 要 求 来 确立 . 经 典 力 学 中 ,这 些 要 求 导致 粒子 能 量 对 
其 动量 的 平方 依赖 关系 :E =p*/2m, 其 中 常数 m 称 为 该 粒子 的 质量 ( 见 《力学 》 
§4). 量子 力学 中 ,同样 的 要 求 导致 能 量 和 动量 本 征 值 之 间 与 经 典 力学 相应 的 
关系 式 相同 ,这 些 量 现在 是 同时 可 测 的 守恒 量 ,( 对 一 个 自由 粒子 而 言 ). 

如 果 能 量 和 动量 的 每 一 本 征 值 都 满足 关系 式 EE =p /2m, 则 能 量 和 动量 算 符 
也 必定 满足 同一 关系 式 ， 


育 = 二 (+ 总 + 记 ). (17.1) 
把 (15.2) 式 代入 上 式 , 可 得 下 列 形式 的 自由 粒子 的 哈密 顿 量 ， 
H= -A (17.2) 


其 中 的 A = 了/9x? + 9/69y? + /9z 为 拉 普 拉 斯 算 符 . 
无 相互 作用 的 多 粒子 系统 的 哈密 顿 量 ,等 于 其 各 个 粒子 的 哈密 顿 量 之 和 : 
a 1 2 ] 
H= -oh > pe (17.3) 
(下 标 a 代表 粒子 的 编号 ;A。 代表 对 第 a 个 粒子 的 坐标 进行 微 商 的 拉 普 拉 斯 算 


符 ). 
经 典 ( 非 相 对 论 ) 力 学 中 ,粒子 间 的 相互 作用 由 哈密 顿 量 中 添加 势能 项 
U(r,,r,，…) 来 描写 , 它 是 粒子 坐标 的 函数 .我们 在 系统 的 哈密 顿 量 中 加 进 辣 一 
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个 函数 后 ,粒子 间 的 作用 在 量子 力学 中 可 表 为 中 
H= -六 > + Un 1) (17.4) 


第 一 项 可 以 看 作 动 能 算 符 ,第 二 项 可 以 看 作 势 能 算 符 . 特别 是 对 外 场 中 的 一 个 单 
粒子 而 言 , 它 的 哈密 顿 量 为 


A 


万 #2 
H=> +U(%*,y,2) 三 -FA + U(x,y,2), (17.5) 


其 中 的 V(x,y,z) 就 是 该 粒子 在 外 场 中 的 势能 . 
把 (17.2) 到 (17.5) 各 式 分 别 代 人 普遍 公式 (8.1) 中 ,可 以 分 别 得 到 各 相应 
系统 的 波动 方程 . 在 这 里 ,我们 写 出 外 场 中 一 个 单 粒 子 的 波动 方程 : 


1 -AV+U(r,y,7) (17.6) 
确定 各 定 态 的 (10.2) 式 呈 以 下 形式 ， 
3Ay +[E -U4,y,2) 1y =0. (17.7) 


《17.6) 和 (17.7) 式 是 由 薛 定 廖 于 1926 年 得 到 的 , 称 为 薛 定 谓 方 程 . 
对 一 个 自由 粒子 讲 来 ,(17.7) 具 有 以 下 的 形式 : 


和 
AY + Ey =0. (17.8) 


当 能 量 上 等 于 任 一 正 值 时 ,上 式 具有 在 整个 空间 范围 内 都 取 有 限 值 的 解 . 
对 于 定向 运动 的 各 态 ,这 些 解 还 是 动量 算 符 的 本 征 函 数 , 并 有 玖 =P /2m. 这 些 定 
态 的 整个 波 函 数 ( 与 时 间 有 关 的 波 函 数 ) 为 

罗 = 常 数 Xe MEt+(Meer (17.9) 

每 一 个 这 样 的 函数 (平面 波 ) 描 述 一 个 态 ,该 态 中 的 粒子 具有 确定 的 能 量 巴 和 确 
定 的 动量 p. 这 个 波 的 角 频 率 为 五 / 堪 , 波 矢 为 上 =P《 天 相应 的 波长 2wii/p, 称 为 该 
粒子 的 德 布 罗 意 波长 名 . 

由 此 可 见 ,一 个 自由 运动 粒子 的 能 谱 是 连续 的 ,从 零 一 直 延 伸 到 + % .其 中 
的 每 一 个 本 征 值 (E =0 除外 ) 都 是 简 并 的 ,并 且 简 并 度 为 无 穷 大 . 实际 上 ,对 应 
于 每 一 个 不 等 于 零 的 忆 值 ,存在 着 无 穷 多 个 (17.9) 形 式 的 本 征 函 数 ,这 些 函 数 
具有 相同 的 动量 绝对 值 , 但 有 不 同 的 动量 方向 pp. 

我 们 来 追究 一 下 莅 定 计 方 程 如 何 过 渡 到 经 典 力学 的 极限 情形 ,为 简单 计 , 只 
考虑 外 场 中 的 一 个 单 粒子 . 把 波 函 数 的 极限 表 式 (6.1) ,更 = ce , 代 人 薛 定 雇 
方程 (17.6) , 求 微 商 后 ,可 得 


QD 这 种 说 法 当然 不 是 量子 力学 基本 原理 的 逻辑 推论 ,而 可 看 作 是 来 自 实验 的 推断 . 
@ ”与 粒子 相关 联 的 波 的 概念 是 由 工 . 德 布 罗 意 于 1924 年 首先 提出 的 . 
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95 1 


“入 各 + 和 (VS) 一 5-aAS -一 VS， Va- 
_ 所 otve -0. 
2m 


这 个 式 子 中 含有 纯 虚 项 和 纯 实 项 (注意 S 和 a 都 是 实 量 ) ; 令 两 者 分 别 等 于 零 ， 
得 以 下 两 个 方程 : 
95 
at 


oa 1 
A AS + VS Va=0. 


第 一 式 中 略 去 含有 站 之 项 后 ,得 


VS) +U=0, (17.10) 


这 个 式 子 就 是 单 粒 子 作 用 量 $ 的 经 典 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 附带 还 可 以 看 到 , 当 
ji 一 0 时 ,经 典 力学 在 声 一 次 项 (不 只 是 零 次 宏 ) 的 限度 内 是 成 立 的 . 
以 上 所 得 的 第 二 个 方程 式 乘 以 2a 后 ,可 以 改写 成 下 列 形式 ， 


aa_+ di (。 a >) =0. (17. 11) 


这 个 式 子 具有 一 个 明显 的 物理 含义 :az 是 在 空间 某 点 找到 粒子 的 概率 密度 
(1 多 1 =a);V Sm =p/m 为 粒子 的 经 典 速度 .所 以 (17.11) 式 就 是 连续 方程 ， 
它 表明 概率 密度 按 经 典 力学 的 规律 “运动 着 ” ,并 在 每 一 点 具有 经 典 速度 w . 


习 题 

试 求知 利 略 变 搁 下 波 函 数 的 变换 规律 . 

解 : 先 求 一 个 自由 运动 粒子 (平面 波 ) 波 函数 的 变换 规律 . 由 于 任意 函数 轩 
可 按 平 面 波 展 开 , 求 得 平面 波 的 变换 规律 后 ,就 可 求 得 任意 波 函 数 的 变换 规律 . 

在 参考 系 尺 和 K' 中 (K' 相 对 于 K 民 以 速度 VV 运动 ) 的 平面 波 为 ; 

T= 常数 . phlp*r-E) l 全 = 常数 8 eFCp rE 
由 于 了 =r'+ WVi, 两 个 参考 系 中 ,粒子 的 动量 和 能 量具 有 下 列 关 系 ( 见 《力学 》§ 8): 
p=p'+mV, E=E'+V: p' + 

把 上 列 r,P,E 诸 表 式 代 入 更 中 ,可 得 


Dr,t) = (r,t) exp [FmV (~+ 子 )] | = 


(Vv S)? 10 -Ao = -0， 


= (rv torp | (mV er -Fm ) ]， (1) 
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这 个 式 子 已 不 包含 表征 粒子 自由 运动 的 参量 ,从 而 确立 了 所 求 的 任意 态 的 粒子 
波 画 数 的 一 般 变 换 规律 . 对 多 粒子 系统 而 言 ,(1) 式 中 的 指数 震 包 含 对 所 有 的 粒 
子 求 和 . 
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薛 定 刘 方 程 的 解 所 应 满足 的 条 件 ,具有 十 分 普遍 的 性 质 . 首先 , 波 函 数 在 整 
个 空间 内 必须 是 单 值 的 和 连续 的 . 即使 在 势 场 U(x,y,z) 本 身 具有 突变 面 的 情形 
下 ,连续 性 的 要 求 仍 应 满足 . 在 这 样 的 突变 面 上 波 函 数 及 其 导数 都 应 保持 连续 . 
如 果 势 能 U0U 超出 某 一 界面 即 呈 无 穷 大 , 则 在 此 界面 上 导数 的 连续 性 条 件 不 再 成 
立 .一 个 粒子 根本 不 可 能 穿 人 一 个 U=% 的 空间 区 域内 ,也 就 是 说 在 该 区 域 各 处 
必须 有 贱 =0.y 的 连续 性 意味 着 该 区 域 界 面 上 的 峭 等 于 零 ; 可 是 在 这 种 情形 下 ， 
小 的 导数 一 般 讲 来 是 不 连续 的 . 

如 果 势 能 U(x,y,z) 到 处 有 限 , 则 波 函 数 在 整个 空间 内 也 应 该 到 处 有 限 .如 
果 U(x,y,z) 在 某 一 点 趋向 无 穷 大 ,但 其 趋势 不 超过 1/r(s <2), 则 波 沙 数 的 有 
限 性 条 件 仍 能 得 到 保持 (可 再 参阅 $ 35). 


设 Ui 为 U(x,y,z) 函数 的 最 小 值 . 由 于 单 粒 子 哈密 顿 量 等 于 动能 算 符 (了 ) 
和 势能 算 符 两 项 之 和 , 任 一 态 中 的 能 量 平 均值 E 应 该 等 于 T+U. 但 因 算 符 T( 它 
相当 于 一 个 自由 粒子 的 哈密 顿 量 ) 的 所 有 本 征 值 均 为 正 值 ; 故 其 平均 值 7>0. 我 


们 还 记得 明显 的 不 等 式 0 > 0。。, 即 有 无 > Ui. 由 于 这 个 不 等 式 对 任意 态 都 成 
立 , 它 对 能 量 E 的 所 有 本 征 值 讲 来 显然 也 是 成 立 的 : 
Dp (18.1) 
我 们 来 考虑 运动 于 外 场 中 的 一 个 粒子 ,该 场 消 失 于 无 穷 远 处 ;可 以 按照 通常 
的 方式 ,定义 U(x,y,z) 函数 在 无 穷 远 处 的 值 等 于 零 . 很 容易 看 出 ,能 量 的 负 本 征 
值 将 呈 离 散 谱 ,也 就 是 说 ,在 无 穷 远 处 等 于 零 的 场 中 ,所 有 EE <0 的 态 都 是 束缚 
态 . 这 是 因为 ,连续 谱 中 的 定 态 都 对 应 于 无 限 运动 ,这 些 态 中 的 粒子 可 以 到 达 无 
穷 远 处 ( 见 8 10) .在 足够 远 处 场 已 可 忽略 ,该 处 的 粒子 运动 可 以 看 作 上 自由 运动 ; 
而 自由 运动 的 能 量 只 能 是 正 量 . 
能 量 的 正本 征 值 ,反之 ,将 构成 连续 谱 凯 ,并 且 对 应 于 粒子 的 无 限 运动 ; 因 
为 E>0 时 , 苹 定 词 方程 (在 以 上 所 考虑 的 场 中 ) 一 般 讲 来 并 不 存在 能 使 积分 


hn 12dy 收敛 的 解 . | 


WD 应 该 声明 ,对 某 些 特殊 数学 形状 的 U(x,y,z) 函数 而 言 ( 并 不 具有 物理 意义 ) ,这 个 连续 谱 中 可 
能 要 去 掉 一 些 离散 的 数值 . 
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必须 注意 到 这 样 一 个 事实 ,在 量子 力学 中 ,有 可 能 在 E<U 的 空间 区 域内 找到 
作 有 限 运动 的 粒子 ;其 概率 ly1? 虽 随 粒子 进入 该 区 距离 的 增 大 而 很 快 地 趋 于 零 ， 
但 在 所 有 的 有 限 距 离 内 它 并 不 完全 等 于 零 . 这 种 情形 和 经 典 力学 根本 不 同 , 经 典 力 
学 中 的 粒子 不 可 能 进入 U >E 的 区 域内 . 这 种 不 可 能 性 是 由 于 <U 时 动能 变 成 
负 值 , 亦 即 速度 将 成 为 虚数 . 在 量子 力学 中 ,动能 本 征 值 仍 为 正 值 ; 但 在 这 里 不 会 引 
起 矛盾 ,因为 ,如 有 某 一 测量 过 程 把 粒子 定 域 于 空间 某 一 固定 点 ,那么 这 一 测量 的 
结果 将 使 该 粒子 的 态 发 生 改 变 ,使 得 这 个 粒子 根本 不 再 具有 任何 确定 的 动能 . 

如 果 在 整个 空间 内 U(x,y,z) >0( 同 时 在 无 穷 远 处 有 0-+0) , 则 按 不 等 式 
(18.1) 我 们 有 EE, >0. 另 一 方面 ,由 于 E>0 的 能 谱 是 连续 的 ,由 此 得 出 结论 ,这 
种 情形 下 根本 不 存在 离散 谱 ,也 就 是 说 粒子 只 能 作 无 限 运动 . 

假定 上 在 某 点 (我 们 取 作 原点 ) 按 下 列 方式 趋 向 -~: 

U= -ar (a>0) (18.2) 
我 们 来 考虑 一 个 波 函 数 , 它 在 原点 附近 的 某 一 (半径 为 m 的 ) 小 区 域内 取 有 限 
值 ,在 这 个 区 域 以 外 等 于 零 . 这 种 波 包 中 粒子 的 坐标 不 确定 度 具 有 m 的 数量 级 ; 


故 动量 的 不 确定 度 为 ~ 有/r. 这 个 态 中 的 动能 平均 值 具有 -上 ;的 数量 级 ,而 势能 


平均 值 为 ~ -~ on. 先 假定 s>2, 则 动能 与 势能 平均 值 的 和 

让 /aro 一 QV rs 
当 m 足够 小 时 可 取 任 意 大 的 负 值 . 可 是 , 当 能 量 平均 值 能 够 取 这 样 的 数值 时 ,就 
已 意味 着 能 量 本 身 具 有 负 的 本 征 值 , 并 且 这 种 本 征 值 具有 任意 大 的 绝对 值 .在原 
点 附近 极 小 空间 区 域内 运动 的 粒子 ,对 应 于 1 五 | 很 大 的 那些 能 级 . 它 的 “基态 ” 则 
对 应 于 处 在 原点 的 粒子 , 即 “ 落 "人 r=0 点 的 粒子 . 

但 如 s<2, 则 能 量 本 身 不 能 等 于 任意 大 的 负 值 . 从 某 一 有 限 负 值 开始 将 呈 
离散 谱 . 粒子 在 这 种 情形 下 并 不 “ 落 ” 人 入 力 心 . 要 指出 的 是 ,在 经 典 力 学 中 ,粒子 
在 任意 的 引力 场 ( 即 ;为 任意 正 值 的 场 ) 内 原则 上 都 有 可 能 “ 落 ” 入 力 心 .s =2 的 
情形 将 在 §35 专门 研究 . 

其 次 ,我 们 来 研究 能 谱 的 性 质 如 何 依赖 于 场 在 远 处 的 行为 ,假定 "一 om 时 势 
能 为 负 ,并 按 (18.2) 式 的 规律 趋 于 零 ( 现 在 该 式 中 的 > 很 大 ). 我 们 考虑 一 个 波 
包 ,“ 充 满 " 在 半径 为 ro(r。 很 大 ) 厚度 为 Ar << mn 的 球 层 内 . 则 动能 的 数量 级 为 
入/m( Ar) ,势能 为 - a/r. 我 们 增 大 7, 同时 使 Ar 的 增 大 和 7 成 正比 . 如 果 
s <2, 则 7 足够 大 时 ,可 /m(Ar)” -a/ri 变 成 负 值 . 因此 就 有 负 能 量 定 态 的 出 现 ， 
这 种 定 态 中 的 粒子 可 以 在 远离 原点 处 被 找到 ,并 具有 不 小 的 概率 . 这 就 意味 着 ， 
存在 着 绝对 值 为 任意 小 的 许多 负 能 级 (必须 注意 到 ,VU >E 的 空间 区 域内 波 聘 数 
很 快 地 衰减 到 零 ). 因此 在 这 种 情况 下 ,离散 谱 中 含有 无 穷 多 个 能 级 ,它们 愈 来 
愈 密 地 挤 向 =0 的 能 级 . 
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如 果 场 在 无 穷 远 处 按 -1/r' 的 方式 消失 ,而 s >2, 那 就 不 存在 绝对 值 为 任意 
小 的 负 能 级 . 到 绝对 值 不 等 于 零 的 某 一 能 级 为 止 ,离散 谱 就 宜 告终 止 ,从 而 它 的 
能 级 总 数 是 有 限 的 . 

不 含 时 间 的 定 态 醉 定 证 方程 本 身 以 及 所 加 的 求解 条 件 都 是 实 的 ,所 以 它 的 
解 几 总 能 取 成 实 函 数 山 , 那些 非 简 并 能 级 的 本 征 函 数 ,除了 一 个 不 重要 的 相位 因 
子 外 ,都 自动 地 等 于 实 函数 , 这 是 因为 多 和 既然 满足 同一 方程 ,yw 也 应 该 是 
属于 同一 能 量 本 征 值 的 一 个 本 征 函 数 ; 如 果 该 本 征 值 无 简 并 , 则 峭 和 纱 ” 必须 基 
本 相同 ,也 就 是 说 它们 只 可 能 相差 一 个 ( 模 量 为 一 的 ) 常 因子 . 属于 同一 简 并 能 
级 的 那些 波 函 数 不 一 定 都 是 实 函 数 ,但 对 它们 进行 适当 的 线性 组 合 后 ,我 们 总 可 
以 得 到 一 套 实 肾 数 . 

含 时 间 的 完备 波 函 数 多 则 由 系数 中 出 现 i 的 那 种 薛 定 廖 方程 确定 . 这 种 方 
程 当 : 换 成 ~t 并 取 复 共 思 后 , 仍 能 保持 原来 的 形式 @. 因此 我 们 总 可 以 这 样 选 
取 函 数 多 ,使 豆 和 多" 只 差 一 个 时 间 符 号 . 

众所周知 ,经典 力学 方程 对 时 间 反 演变 换 保持 不 变 , 亦 即时 间 反 号 后 保持 不 
变 .在 量子 力学 中 我 们 看 到 ,两 种 时 间 指 向 的 对 称 性 表现 在 ,把 + 换 成 -t 辐 时 把 
罗 换 成 多 "后 波动 方程 具有 不 变性 .但 是 应 该 记 住 ,这 里 的 对 称 性 只 是 针对 方程 
而 言 的 ,不 是 针对 量子 力学 中 具有 基本 意义 的 (我 们 已 在 $7 中 详 述 过 ) 测 量 概 
念 本 身 而 言 的 . 


$19 流 密度 


经 典 力学 中 ,一 个 粒子 的 速度 v 和 其 动量 的 关系 为 p = me ,我 们 预料 ,在 量 
子 力学 中 ,相应 算 符 之 间 类 似 的 关系 式 也 能 成 立 . 这 一 点 不 难 证 明 , 只 要 根据 算 
符 对 时 间 微 商 的 一 般 公式 (9.2) ,算出 算 符 f = : 
六 = (i/i) (Hr -rH). 
应 用 (17.5) 式 的 豆 和 (16.5) 式 , 便 得 
hb = 万 /mm， (19.1) 
这 个 关系 式 , 在 速度 与 动量 的 本 征 值 之 间 ,以 及 这 两 个 量 在 任 一 态 中 的 平均 值 之 
间 ,显然 都 是 成 立 的 . 
一 个 粒子 的 速度 和 动量 一 样 ,不 能 和 它 的 坐标 同时 具有 定 值 .但 是 速度 乘 以 
无 限 短 时 间 间 隔 di 后 ,等 于 di 时 间 内 的 粒子 位 移 . 故 速度 与 坐标 不 能 同时 存在 
的 含义 为 :如 果 粒 子 在 某 一 时 刻 处 于 空间 某 一 固定 点 ,那么 ,该 粒子 即使 在 无 限 


QD 这 个 论断 对 处 于 磁场 中 的 系统 来 讲 并 不 成 立 . 
四 这 里 已 经 假定 了 势能 UV 不 显 仿 时 间 : 该 系统 或 则 封闭 或 则 处 于 ( 非 磁场 的 ) 人 恒定 外 场 中 . 
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接近 的 随后 时 刻 也 不 再 具有 确定 的 位 置 . 


设 Ar) 为 粒子 径 矢量 的 一 个 函数 ,我 们 来 推导 时 间 微 商 算 符 六 的 一 个 有 用 
表 式 . 注意 f 和 U(r) 对 易 , 我 们 有 


f =(Vi) (BY- 失 2 


-Bf -Ap), 
pe 
应 用 (16.4) 我 们 可 以 写 出 








pf=p' (fp-ihvf) 
fm =(Bf+ih vf) :pp 
代入 下 的 表 式 中 , 即 得 欲求 的 表 式 : 
f =2B virvfb). (19.2) 
其 次 ,我 们 来 找 加 速度 算 符 . 得 


会 1 A a 本 DA 人 站 = a 
1 = sl -$$ H) = EP pH) = pU) 


[中 除 U(r) 外 所 有 各 项 都 和 对 易 ]. 应 用 (16.4) 式 ,我 们 得 
mE =-vVU. (19.3) 
这 个 算 符 方程 和 经 典 力学 中 的 运动 方程 (牛顿 方程 ) 具 有 完全 相同 的 形式 . 
Jay 对 某 一 有 限 体积 了 进行 积分 ,等 于 在 该 体积 内 发 现 粒子 的 概率 
现在 来 计算 这 种 概率 的 时 间 微 商 . 我 们 有 
工人 多 12d7 = 上 (YE + wo a ) dy= 


-二 | (VAh’ yp’ -wv' HV)dV. 
请 Jr 


用 下 式 代 入 
H=H* = - (2/2m)A + U(x,Y,z), 
并 应 用 下 列 恒等式 
VA -VAV=div(VY Y -VY 更 ) ， 
可 得 
二 | IFPday= - | divjay, 


式 中 的 7 代表 下 列 矢 量 @ 


四 如 把 多 写成 1Yle" , 则 


7= 二 1yPVa (19.4a) 
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7 = 这 (到 V 罗 * -Vy) = + Vp) (19.4) 
对 divj 的 积分 可 按 高 斯 定理 变换 成 为 对 封闭 面 S( 体 积 V 的 表面 ) 的 面积 分 : 
d i 
pr [到 12dqy = $i dsS. (19.5) 


由 上 式 可 知 矢量 了 可 称 为 概率 流 密度 矢量 ,或 简称 为 流 密度 . 这 个 矢量 的 面积 分 
等 于 单位 时 间 内 粒子 穿 过 该 面积 的 概率 .矢量 7 以 及 概率 密度 1 更 1? 满足 下 列 方 
程式 : 
ll《[sort+tdiv7=0， (19.6) 

这 个 方程 和 经 典 连 续 性 方程 相 类 似 . 

自由 运动 的 波 函 数 [ (17.9) 式 的 平面 波 ] 可 以 这 样 来 归 一 化 ,使 它 所 描述 的 
粒子 流 具有 单位 流 密度 (每 单位 时 间 平 均 有 一 个 粒子 流 过 一 单位 截面 ). 这 样 的 
波 函 数 为 


p= Ee- en), (19.7) 
2 


其 中 * 为 粒子 速度 ,因为 把 上 式 代 人 (19.4) 得 了 =P/ma, 这 是 沿 运动 方向 的 单位 
矢量 . 
值得 指出 的 是 ,如 何 从 薛 定 兽 方程 出 发 直接 证 明 不 同 能 级 的 状态 波 函 数 的 
相互 正 交 性 . 设 峭 和 由 , 为 这 样 两 个 函数 ,分 别 满足 以 下 方程 : 
- (Fe/2m) Ay, + Up, = EY,, 
- (Fe/2m) Ay + Uy =E,y.. 
第 一 式 乘 以 ,第 二 式 乘 以 , 后 , 相 减 ,得 
(BE, -E,) yab’ =(P/2m) (AN -As) = 
=2div (yy, VY we Vw) 
上 式 两 边 如 果 对 整个 空间 积分 ,右边 用 高 斯 定理 变 成 面积 分 后 等 于 零 ,我 们 就 得 
(E, -已 ) {yay: dv =0, 
因 已 假定 Ez,, 故 得 欲求 的 正 交 关 系 式 
[EA dy =0. 


§ 20 变 分 原理 


一 般 形 式 的 薛 定 刘 方 程 By = Ey 可 从 下 列 变 分 原理 
5 [vw° (A-E)ydg=0 (20. 1) 
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获得 . 由 于 是 复 函 数 ,yy ' 和光 可 以 独立 变 分 .对 由 * 变 分 ,得 
| ay"° (FB-E)wda =0, 
由 于 6y “是 任意 的 ,结果 就 得 欲求 的 方程 式 By = Ey. 对 y 变 分 并 不 能 得 出 新 的 
结果 . 因为 ,对 由 变 分 ,并 用 五 算 符 的 厄 米 性 ,得 
[Ea (BH-E)eydg = [y(n -E)y' dg=0, 
由 此 求 得 复 共 轿 方 程 8*y* = Ey *. 


(20.1) 式 的 变 分 原理 要 求 该 积分 取 无 条 件 极 值 . 这 个 原理 也 可 以 用 另 一 种 
方式 表述 ,只 要 把 EE 看 作 此 问题 中 的 拉 格 朗 日 乘 子 ,并 对 下 式 取 条 件 极 值 , 即 


5 [vy° yag =0， (20.2) 
其 附加 条 件 为 
| ww' aq=1. (20.3) 


积分 (20.2) 式 [具有 附加 条 件 (20.3)] 的 最 小 值 就 是 能 量 的 第 一 个 本 征 值 ， 
即 基态 能 量 值 Eo. 给 出 该 极 小 值 的 y 函数 就 是 基态 波 函 数 y,@ ,其 它 的 定 态 波 
函数 y,(n >0) 只 对 应 于 这 个 积分 的 一 个 极 值 ,但 不 是 这 个 积分 的 真实 极 小 值 . 

根据 积分 式 (20.2) 为 极 小 值 的 条 件 , 要 想 求 得 仅 次 于 基态 的 能 量 值 8, 及 
其 波 函 数 y ,我 们 必须 选择 这 样 的 函数 , 它 不 但 满足 (20.3) 式 的 归 一 化 条 件 ， 


而 且 要 满足 与 基态 波 函数 y。 的 正 交 条 件 : | yyody = 0. 一 般 讲 来 ,如 果 前 面 
个 态 ( 按 能 量 递增 的 次 序 编号 ) 的 波 函数 ,4 ，…,4-! 为 已 知 , 下 一 个 态 的 波 
函数 除了 使 积分 (20.2) 等 于 一 个 极 小 值 外 ,还 有 下 列 附 加 条 件 : 
| ae =1， | wsae =0， (m=0,1,2,.,n -1). (20. 4) 
在 这 里 我 们 给 出 若干 普遍 定理 ,这 些 定理 都 可 以 用 变 分 原理 加 以 证 明 @ 


基态 波 函 数 如 对 任意 有 限 坐 标 值 而 言 不 会 等 于 零 @@( 或 称 无 节点 ). 换 句 话 
说 ,y 在 整个 空间 内 具有 相同 的 符号 . 由 于 这 一 点 ,与 yo 正 交 的 其 它 定 态 波 函 


数 ,(n >0) ,必然 具有 节点 (如 果 由, 也 有 恒定 的 符号 , 则 积分 wow。dg 不 会 等 


中 本 节 以 下 各 段 中 我 们 假定 波 函 数 y 为 实 函 数 ;它们 总 能 选 成 实 函数 (如 果 没 有 磁场 的 话 ). 

四 关于 本 征 聘 数 零 点 定理 (可 见 下 节 ) 的 证 明 , 可 参考 :M. A. 拉 弗 林 契 叶 夫 等 著 《 变 分 学 教程 》 ,高 
等 教育 出 版 社 ,1955 年 版 ,第 九 章 ;R. 柯 朗 ,D., 希 伯 尔 特 著 《数学 物理 方法 》 ,第 一 卷 ,科学 出 版 社 ,1958 年 
版 ,第 六 章 . 

昌 这 个 定理 (及 其 导出 的 推论 ) ,对 全 同 粒子 系统 的 波 函 数 来 讲 ,一 般 并 不 成 立 ( 参 考 $ 63 末 段 ). 
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于 零 )， 

其 次 ,从 yo 无 节操 这 个 事实 出 发 ,可 以 证 明基 态 能 级 不 会 有 简 并 . 如 果 不 是 
这 样 , 令 Wo 和 为 对 应 于 E。 能 级 的 两 个 不 同 本 征 函 数 . 则 任 一 线性 组 合 
cyo + co 仍 是 Eo 的 一 个 本 征 汝 数 ; 但 是 适当 选择 c,c' 常 数 ,可 使 此 消 数 在 空 
中 任 一 指定 点 等 于 零 ,这 就 是 说 ,得 到 一 个 有 节操 的 本 征 孙 数 . 

如 果 运 动 局 限于 一 个 有 限 的 空间 区 域内 , 则 在 该 区 的 界面 上 一 定 有 业 =0 
( 见 §18). 用 变 分 原理 求 其 能 级 时 ,应 该 根据 这 个 边界 条 件 去 求 积分 (20.2) 的 
极 小 值 . 在 这 种 情况 下 ,基态 波 消 数 无 节点 的 定理 的 含义 是 y 在 该 区 内 处 处 不 
等 于 零 . 

要 注意 的 是 , 当 运 动 区 域 的 尺度 逐渐 增 大 时 ,所 有 的 E, 能 级 都 随 之 减 小 ; 
这 是 因为 运动 区 域 扩大 时 ,使 积分 为 极 小 值 的 那些 波 函 数 的 定义 域 也 随 之 扩大 ， 
其 结果 只 能 使 积分 的 极 小 值 减 小 . 

多 粒子 系统 离散 谱 能 级 的 下 列表 式 


[vyag= { [- 5 -way + Uy |dg, 
可 以 化 成 另 一 种 更 便于 实用 的 形式 . 被 积 式 第 一 项 中 的 下 列表 式 可 以 写成 
VA = div,(Y Vp) — (Vp)”. 
div,(y Yo) 对 整个 空间 积分 ,可 以 化 成 一 个 无 穷 大 封闭 面 上 的 面积 分 ,由 于 离 
散 谱 的 状态 波 函 数 在 无 穷 远 处 足够 快 地 趋 于 零 ,这 个 积分 就 等 于 零 . 所 以 


[vivaa= {|[ > (vy)? + Uw ] dg. (20.5) 


$21 一 维 运动 的 一 般 性 质 


一 个 粒子 的 势能 如 果 只 依赖 于 一 个 坐标 (x) , 则 波 函 数 可 以 表 为 一 个 y 和 z 
的 函数 与 一 个 只 含 x 的 函数 的 乘积 . 前 一 个 函数 ,由 自由 运动 的 醉 定 读 方程 所 确 
定 , 后 一 个 函数 , 则 满足 以 下 的 一 维 苹 定 证 方程 : 


dE - U(x) ]y =0. (21.1) 
这 样 的 一 维 方程 显然 可 以 在 势能 为 U(x,y,z) = U(x) + U,(y) + U,(z) 的 问题 
中 得 到 ,其 中 的 势能 可 以 分 解 成 为 若干 个 只 依赖 于 单个 坐标 的 尊 数 之 和 . 我 们 将 
在 §22 -~ §24 中 讨论 这 一 类 “一 维 运动 ”的 许多 实例 ,在 本 节 中 ,我 们 要 事先 阅 
明 这 类 运动 的 知 于 普遍 性 质 . 

首先 要 证 明 的 是 ,一 维 问 题 中 所 有 的 离散 谱 能 级 均 无 简 并 . 为 了 证 明 这 一 
点 ,暂时 假定 以 上 的 说 法 不 成 立 ,并 令 几 和 ya 为 属于 同一 能 量 值 的 两 个 不 同 本 
征 函 数 . 由 于 它们 都 满足 (21.1) 式 ,我 们 有 
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V1 2m y'2 
CA 
或 yi -a =0( 撤 号 代表 对 x 微 商 ). 此 式 积分 得 
iy -2 = 常数. (21.2) 
由 于 在 无 穷 远 处 y, =y; =0, 上 式 中 的 常数 必须 等 于 零 , 即 
yi -YY =0 


或 yAy = 业 2/V. 青 积 分 一 次 可 得 = 常数 xy, ,这 就 是 说 这 两 个 函数 基本 上 
相同 . 

对 离散 谱 的 波 函 数 少 (*) 而 言 存在 着 下 列 定理 由 ( 称 为 振荡 定理 ) :属于 第 
(n+1) 个 能 级 E,( 按 本 征 值 的 递增 次 序 编号 ) 的 本 征 函 数 y,(x) 共 有 nn 次 等 于 
零 ( 对 x 的 所 有 有 限 值 多 而 言 ). 

假定 x 一 + % 时 U(x) 孙 数 趋 向 有 限 值 (但 U0 不 一 定 是 单调 函数 ). 我们 令 极 
限 值 V0( + om ) 为 能 量 的 零点 [ 即 令 U( +%m)=0], 并 把 VU( -%) 写 作 UV ,假定 
U。>0. 离散 谱 的 能 量 值 应 该 介 于 这 样 的 值 域 中 ,使 得 具有 这 些 能 量 值 的 粒子 不 
能 运动 到 无 穷 远 处 ;根据 这 一 点 ,该 能 量 必须 同时 小 于 U( + % ) 这 两 个 极限 值 ， 
也 就 是 说 必须 是 负 值 : 


E <0, (21.3) 
当然 ,在 任何 情形 下 ,还 必须 有 一 > Ui ,也 就 是 说 ,U(x) 函 数 至 少 要 有 一 个 极 小 
值 所 <0. 
现在 来 考虑 小 于 U6 的 正 能 量 值 域 : 
OO<E<U,.. (21.4) 


这 个 值 域内 的 能 谱 将 是 连续 的 ,粒子 在 相应 的 定 态 中 作 无 限 运 动 , 向 着 x = + om 
的 方向 行进 .很 易 看 出 ,这 一 段 能 谱 中 没有 一 个 能 级 是 简 并 的 . 要 证 明 这 一 点 ,只 
要 注意 当 函 数 光 和 yw, 只 在 一 个 无 穷 远 点 等 于 零 时 (目前 情形 下 它们 在 x 一 
-时 趋 于 零 ) 前 面 (对 离散 谱 ) 给 出 的 证 明 仍然 有 效 就 足够 了 . 

当 x 等 于 足够 大 的 正 值 时 ,我 们 可 以 略 去 薛 定 谓 方 程 (21.1) 中 的 U(x): 


p+ Ey =0, 
这 个 方程 式 具有 平面 驻 波 形式 的 实 函 数 解 : 
yj =acos( kx +G)， (21.5) 


其 中 的 a 和 6 都 是 常数 ,而 有 上 =p/ 后 = V2mE/ii 称 为 波 数 . 这 个 式 子 确 定 了 
(21.4) 式 所 示 的 连续 谱 值 域 中 非 简 并 能 级 ( 当 x 一 + % 时 ) 的 波 聘 数 渐 近 式 . 当 


QD 见 $20 中 第 二 个 附注 所 列 的 参考 书 , 一 一 译 者 注 
四 ”如果 粒子 只 能 处 于 * 轴 的 某 一 有 限 区 间 内 ,我 们 应 该 在 该 区 间 内 考虑 多 (zx) 的 这 些 零 点 . 
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x 等 于 足够 大 的 负 值 时 ,检定 谓 方 程 成 为 
-人 (U0 _E)y=0. 


x 一 一 o 时 不 等 于 无 穷 大 的 解 为 


y=be”, 其 中 k= 一 Im(Do-). (21.6) 


这 就 是 波 函 数 当 * 一 - % 时 的 渐 近 式 . 由 此 可 见 , 在 EE<U 的 区 域内 , 波 函 数 按 指 
最 后 , 当 
E>U, (21:7) 
时 能 谱 为 连续 ,并 且 正 负 两 个 方向 都 是 无 限 运 动 . 在 这 一 段 能 谱 中 ,所 有 的 能 级 
都 是 双重 简 并 的 . 这 是 因为 相应 的 波 函 数 由 (21.1) 式 的 二 阶 方程 所 确定 ,这 个 
方程 式 的 两 个 独立 解 都 能 满足 无 穷 远 处 的 那些 必要 条 件 ( 例 如 在 上 段 所 述 的 情 
形 下 ,其 中 的 一 个 解 由 于 x 一 - % 时 变 成 无 穷 大 而 被 抛弃 ).x 一 + % 时 波 晒 数 的 
渐 近 式 为 
=ae™ tae ™, (21.8) 
x 一 o 时 也 有 类 似 的 渐 近 式 . 式 中 的 e“ 项 对 应 于 向 右 运动 的 粒子 ,e “对 应 于 
向 左 运动 的 粒子 . 
我 们 假定 V(x) 是 一 个 偶 函 数 [ 即 U( -x) =V(x)]. 此 时 坐标 反 号 后 薛 定 
请 方程 式 (21. 1) 保 持 不 变 . 由 此 可 知 ,如 果 几 (xz) 是 该 方程 的 一 个 解 , 则 东 ( -x) 
也 是 一 个 解 , 并 且 和 (x) 只 差 一 个 常数 因子 :ywy( -x) =cy(%). 再 把 x 有 反 号 一 
次 ,可 得 (x) =cy(x), 故 c= +1. 因 此 ,对 于 具有 对 称 形式 (对 x=0 点 对 称 ) 
的 势能 讲 来 , 定 态 波 函 数 只 能 是 偶 聘 数 [y( -x) =yw(x)j] 或 奇 昂 数 Ly( -x) = 
-由 (x*) ] .特别 是 , 它 的 基态 波 函 数 一 定 是 偶 函 数 :因为 这 个 函数 必须 无 节点 ， 
但 奇 陋 数 在 x =0 点 总 是 等 于 等 [Ly(0) = -VC0) =0]. 
一 维 运动 的 (连续 谱 中 的 ) 波 函数 的 归 一 化 问题 ,有 一 个 简单 办 法 ,可 以 从 
Ilx1 值 很 大 时 的 波 函 数 渐 近 式 出 发 ,直接 求 出 它 的 归 一 化 系数 . 
考虑 沿 单方 向 (x 一 + % 方向 ) 作 无 限 运动 的 波 函 数 . 这 个 波 函 数 的 归 一 化 
积分 式 当 x 一 o 时 是 发 散 的 (x 一 - % 时 波 函 数 指数 式 衰减 ,使 得 积分 很 快 地 收 
敛 ). 因 此 ,在 求 归 一 化 常数 的 时 候 , 我 们 可 以 把 上 改 成 它 ( 在 x 为 很 大 正 值 时 ) 
的 渐 近 式 ,然后 再 进行 积分 ,积分 的 下 限 可 取 % 的 任 一 有 限 值 ,譬如 说 取 * =0; 
这 种 做 法 ,相当 于 在 无 穷 大 值 中 略 去 了 一 个 有 限 值 . 我 们 来 证 明 , 当 波 函 数 按 下 


(D ”这 个 讨论 中 ,已 经 假定 这 个 定 态 是 没有 简 并 的 . 这 就 是 说 , 沿 两 个 方向 的 运动 都 不 是 无 限 运动 . 
要 不 然 , 当 * 反 号 时 ,属于 所 考虑 能 级 的 两 个 定 态 波 函 数 可 以 相互 变换 . 在 这 种 情形 下 , 定 态 波 函 数 虽 然 
不 一 定 都 是 偶 函 数 或 奇 盖 数 , 但 对 它们 进行 适当 的 线性 组 合 后 ,总 是 可 以 组 合成 为 偶 画 数 或 奇 函 数 . 
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式 条 件 加 以 归 一 化 后 ( 式 中 的 p 为 粒子 在 无 穷 远 处 的 动量 )， 


[wi words =6 (BE ) =2mj8(p -p'), (21.9) 
Th 
它 的 渐 近 式 必 呈 (21.5) 形 式 , 并 且 其 中 的 a =2: 
WV, ~2cos( kx +6) = (21. 10) 


把 (21.10) 式 代入 归 一 化 积分 式 | wi; yds 中 ,我 们 不 去 验证 这 两 个 函数 的 


正 交 性 ,只 要 假定 式 中 的 p 和 p' 十 分 接近 ;因而 可 令 5=6'( 一 般 来 讲 5 是 p 的 函 
数 ). 其 次 ,在 被 积 式 中 ,我 们 只 保留 p =p' 时 积分 为 发 散 的 项 ; 换 句 话说 ,我 们 把 
含有 e*“**”* 因 子 的 项 略 去 不 计 . 因此 可 得 
[yw Vo dx 一 「 ei -trdx+ [ e*-Drqx = 「 eitt -6*dx。 
借助 于 (15.7) 式 可 知 , 上 式 与 (21.9) 式 相同 . 
根据 (5.14) 式 ,ww, 乘 以 下 列 因 子 后 即 变 成 对 能 量 的 5 函数 妇 一 化 : 
(~ ) E __1 
dE V2Tho 





式 中 wv 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 速度 . 所 以 
Ws = 5 和 = (We + 四 (2 11) 

上 式 驻 波 中 每 个 行 波 的 流 密度 为 1/2mi. 我 们 就 得 到 以 下 的 规则 ;对 单方 向 作 无 
限 运 动 的 波 函 数 而 言 ,要 归 一 化 成 能 量 的 8 函数 ,可 以 先 把 该 波 函 数 的 渐 近 表 式 
写成 两 个 向 相反 方向 行进 的 平面 波 之 和 ,然后 选择 归 一 化 常数 ,使 得 向 原点 (或 
离开 原点 ) 运 动 的 那个 平面 波 具 有 概率 流 密度 1/(2m). 

同 理 ,对 于 左右 方向 都 能 运动 到 无 限 远 处 的 波 函 数 而 言 ,也 可 以 得 到 一 个 类 
似 的 归 一 化 法 则 . 如 果 对 从 % = + % 处 运动 到 原点 以 及 从 * = - om 处 运动 到 原点 
的 两 个 平面 波 讲 来 ,它们 的 概率 流 密度 之 和 等 于 1/2w, 那 么 这 个 波 函 数 就 是 已 
按 能 量 的 6 函数 归 一 化 的 波 郴 数 . 


$22 势 阱 


作为 一 维 运动 的 一 个 简单 例子 ,我 们 来 考虑 方 势 阱 中 的 运动 ,也 就 是 在 图 1 
所 示 的 U(x%) 势 场 中 的 运动 :0 <x<a 时 有 U(x) =0,x<0 和 %x>a 时 有 U(x) = 
.显然 ,E < UV, 时 能 谱 是 离散 的 . 而 当 >U 时 ,我 们 有 一 个 能 级 为 双重 简 并 
的 连续 谱 . 

在 0<x<a 区域 内, 苹 定 记 方 程 为 


”+Ey =0 (22.1) 
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( 撤 号 代表 对 x 微 商 ) , 势 阱 以 外 的 区 域内 有 
p+ oR(E -Uo)y =0. (22.2) 


在 x*=0 和 w=a 扩 处 ,以 上 两 式 之 解 及 其 导数 均 须 连续 ， . 
而 (22.2) 式 之 解 当 x = + 时 必须 保持 有 限 ( 对 E<U a x 
的 离散 谱 而 言 , 它 必须 等 于 零 ). 

对 EE<U 而 言 ,(22.2) 式 在 无 穷 远 处 为 零 的 解 为 图 1 


= 常数 xe™™， 其 中 «= 一 Vim(D -EE) (22.3) 


(指数 上 的 -号 和 + 号 是 分 别 对 x>a 和 xx<0 两 个 区 域 而 言 的 ).E < U(x) 区 域 
内 发 现 粒子 的 概率 1y1 作 指 数 式 递 减 . 势 阱 边 上 的 少 和 乡 的 连续 性 条 件 ,为 方 
便 计 ,可 用 峭 及 其 对 数 导数 y'/y 的 连续 性 条 件 来 代替 . 计算 (22.3) 式 ,可 得 下 “ 
列 形式 的 边界 条 件 : 


U(x) 


1p Ap = 干 K. (22.4) 
我 们 不 在 这 里 讨论 势 阱 深度 U, 为 任意 值 时 的 能 级 问题 (见习 题 2) ,下 面 只 对 无 
限 深 势 壁 (U6 一 % ) 这 一 极限 情形 作出 详细 分 析 . 
当 U6 = ww 时, § 18 中 已 经 指出 ,粒子 只 能 在 x=0 和 x=a 两 点 之 间 运 动 ,这 
两 个 端点 处 的 边界 条 件 为 
y=0. (22.5) 
[很 易 证 明 上 式 也 可 以 由 一 般 条 件 (22.4) 式 得 出 .因为 0 一 % 时 同时 有 x 一 %， 
从 而 有 由 /AW 一 % ;由 于 业 ' 不 能 等 于 无 穷 大 , 故 y=0]. 势 阱 之 内 的 (22.1) 式 具 
有 以 下 形状 的 解 : 
y=csin( kx +6), 其 中 =m (22.6) 


由 x=0 时 w=0 的 条 件 , 得 6=0, 再 按 同一 条 件 , 在 x =a 处 给 出 sin ka =0, 故 ka 
=nm(n 为 一 正 整 数 中 ,从 1 开始 ) 或 


E eh n=1,2,3,. (22.7) 
这 个 式 子 确定 了 势 阱 中 一 个 粒子 的 各 种 能 级 . 归 一 化 的 定 态 波 函数 为 
ee /sin( rns/a). (22.8) 
根据 以 上 的 结果 我 们 可 以 直接 写 出 一 个 粒子 在 直角 “ 势 箱 ”中 的 各 种 能 级 ， 
该 粒子 在 这 个 “ 势 箱 ” 中 作 三 维 运动 ,其 势能 当 0 <x <a,0 <y<b,0 <z<c 时 为 


由 n=0 时 将 有 消 恒 等 于 零 . 
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U =0 ,在 这 个 区 域 以 外 为 U = ao .实际 上 ,这 种 能 级 等 于 下 列 和 量 : 


2 2 2 
Th /有 nn, 
hE 

a b 


nin2n3 Fm 


相应 的 波 函 数 等 于 下 列 乘 积 : 


8  ， Tn ,Tn, ,Tn 
Yi nny = pn ~ sin FY" sn 


由 (22.7) 或 (22.9) 式 可 知 ,基态 能 量 E。 的 数量 级 约 为 后 /mV ,! 为 粒子 运 
动 区 域 的 线性 尺度 . 这 个 结果 和 不 确定 度 关 系 式 相 一 致 : 当 坐 标 不 确定 度 约 为 ! 


时 ,动量 的 不 确定 度 因而 动量 本 身 的 数量 级 约 为 iV1; 相 应 的 能 量 均 为 二 ( /1)”. 


2 
n 
+ 及) ,msm ns =1,2,3,.), (22.9) 





27. (22. 10) 


习 题 


1. 在 无 限 深 的 方 势 阱 中 , 求 一 基态 粒子 的 各 种 动量 值 的 概率 分 布 . 
解 :(22.8) 式 的 由 | 函数 按 动量 本 征 函 数 展 开 后 的 展开 系数 a(p) 为 


a(p) = [yi wds = 三 sin (Tx ] e ordx， 
做 出 积分 后 ,再 求 其 模 量 平方 , 即 得 下 列 概率 分 布 : 
d 47h’ 
la(p) mh 009 09 
2. 求 图 2 中 势 阱 的 能 级 . 
解 : 我 们 考虑 <U 的 离散 谱 .x <0 区 域内 的 波 函 数 为 
由 =cie"*, 其 中 ki = Vim( DE), za 
x%>a 区 域内 有 Uv, 
几 =ce ,其 中 xk， = Vm -五 ) . U, 
势 阱 内 (0 <x <a) 的 小 可 取 下 列 形式 : 


=csin(hx+8) ,其 中 = 全. 图 2 


根据 势 阱 边 上 WW'/y 的 连续 性 条 件 , 得 


kcot 8 = Ki = 0, - 相 ， kcot(ak +6) = -ka = 一 各 局 -好 ， 








或 
sin 8 = 全 ， Sin(ka +6) = 一 lL 
2mU, /2mU, 


消去 56 后 ,得 下 列 超 越 方程 ; 
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有 天 ，。 
2mU, ee 2mU, 
(其 中 风 =1,2,3,…, 反 正弦 浮 数 所 取 之 值 介 于 0 到 mr 之 间 ) ,上 式 之 根 确 定 了 
能 级 忆 = 记 入/2m. 对 每 一 个 nn 一 般 来 讲 只 有 一 个 根 ;n 值 按 能 级 的 递增 次 序 
编号 ， 
由 于 反正 纺 函 教 的 宗 量 不 能 超过 1, 丰 值 显然 只 能 介 于 0 到 /2mU /之 间 . 

(1) 式 的 左边 随 上 单调 地 增 大 ,该 式 的 右边 却 随 上 单调 地 减 小 . 因此 (1) 式 有 根 

的 必要 条 件 为 k= /2mU1/ 有 时 , 式 右 应 该 小 于 式 左 . 特别 是 ,由 n=1 所 得 的 下 
列 不 等 式 





(1) 


ka = nm 一 arcsin 


2mU, 
a 之 


(2) 


给 出 了 阱 中 至 少 存在 一 个 能 级 的 条 件 . 由 此 可 见 ,给 定 了 不 相等 的 由 和 U0, 后 ， 
总 可 以 找到 一 个 很 窒 的 阱 帘 ga, 使 得 该 阱 中 不 能 存在 离散 能 级 .对 Di = U, 而 言 ， 
条 件 (2) 总 能 得 到 满足 . 

U, = U0, 三 Uo( 一 个 对 称 势 阱 ) 时 ,(1) 式 可 化 成 


SE: 
: 
入. 
局 
有 





arcsin i = 村 (nm -ha). (3 ) 
引进 变量 专 = 了 ja， 当 n 为 奇数 时 ,得 下 列 方程 : 
2 
cos E = +yé, 其 中 y= 也 m0 (4) 
上 式 应 取 tan >0 的 根 . 当 为 偶数 时 ,可 得 
sin E€= +yé (5) 


我 们 应 取 tan & <0 的 根 .这 两 个 方程 式 的 根 确定 了 碧 =2E 术 /ma” 能 级 ,y 关 0 时 
能 级 的 总 数 为 有 限 . 
特别 是 对 于 U,。<< 拓 /ma? 的 浅 热 阱 ,我 们 有 ?7 >>1,(5) 式 根本 无 解 . (4) 式 


有 一 个 根 ( 式 右 取 + 号 )， ea 因此 , 阱 中 只 包含 有 一 个 能 级 
Eo~ Us -Pe 
处 于 阶 “ 口 ”附近 . 
3. 粒子 在 一 直角 “ 势 箱 ” 中 运动 , 求 箱 壁 所 受 的 压强 . 
解 :作用 于 番 直 于 x 轴 的 箱 壁 上 的 力 , 等 于 - 8H/9a( 粒 子 的 哈密 额 洱 数 对 
洛 * 轴 的 箱 长 的 微 商 ) 的 平均 值 ;此 力 除 以 该 壁面 积 bc 后 即 得 压强 . 根据 
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(11.16) 式 ,欲求 的 平均 值 可 从 (22.9) 式 能 重 本 征 值 的 微 商 得 到 . 结果 压强 为 


2 2 
{x) Th 2 





maibe 工 
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我 们 来 考虑 一 个 作 一 维 小 振动 的 粒子 ( 称 为 一 个 线性 振子 ). 该 粒子 的 势能 
为 mw x /2, 其 中 的 w 为 经 典 力学 中 的 固有 振动 ( 圆 ) 频 率 . 该 振子 的 哈密 顿 量 
因而 是 


和 = 所 + (23.1) 
由 于 x* 一 土 o 时 势能 为 无 穷 大 ,该 粒子 只 能 作 有 限 运动 ,其 能 谱 完 全 是 离 


散 的 . 
我 们 试用 和 矩阵 方法 忆 求 解 该 振子 的 能 级 . 我们 从 (19.3) 形 式 的 “运动 方程 ” 
出 发 ;在 目前 情形 下 ,由 该 式 得 
xX+w x=0. (23.2) 
此 式 的 矩阵 形式 为 
(%),, +w xx， =0. 
根据 (11.8) 式 ,加 速度 的 矩阵 元 (2) ,= iwm(* )。 = 一 wnnxma. 因此 ,得 
(w” -o)x， =0. 
由 此 可 见 , 和 矩阵 元 x 除了 w= +w 以 外 显然 都 等 于 零 . 我 们 把 所 有 的 定 态 加 
以 编号 ,使 得 nn 干 1 的 跃迁 频率 为 om, 即 wsrt = 土 w. 此 时 不 等 于 零 的 矩阵 
元 只 有 Nt 
现在 假定 所 有 的 波 函 数 峭 , 都 取 实 函数 . 由 于 x 为 实 量 , 从 而 所 有 的 矩阵 元 
x ,都 是 实数 . 厄 米 条 件 (11.10) 式 表明 ,这 样 的 x 和 矩 阵 是 一 个 对 称 和 矩阵 : 即 满足 


为 了 算出 不 等 于 零 的 矩阵 元 ,我们 利用 下 列 对 易 关 系 : 
把 它 写成 矩阵 形式 : 


1 


(24) mn — (ot) = Be. 
利用 和 矩阵 乘法 法 则 (11.12) , 当 m =n 时 ,上 式 为 
上 


和 时 2 La 
t 7 nm 


DD 这 是 在 苹 定 户 波 动 方程 未 发 现 前 由 海 森 伯 于 1925 年 所 作 的 . 
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这 个 求 和 式 中 ,只 有 1=n +1 的 项 不 等 于 零 , 故 得 


所 
(人 人 (x ) ps 


上 式 表明 ,(x,,1,,) 诸 量 组 成 一 个 算术 级 数 ,因为 它们 只 能 是 正 的 ,这 组 量 
没有 上 限 但 有 下 限 , 由 于 我 们 只 编 定 了 各 态 的 相对 位 置 ,还 没有 确定 编号 的 绝 
对 值 ,我 们 可 以 任 选 一 个 n 值 对 应 于 振子 的 第 一 态 ( 基 态 ). 现 在 取 这 个 nn 值 等 
于 零 . 因此 %。,_; 现 在 必须 看 作 恒 等 于 零 , 依 次 应 用 n=0,1,… 的 (23.3) 式 ,可 导 
出 下 列 结果 : 


(23.3) 





2 ni 
(wr) 9m 


因此 最 后 得 下 列 不 等 于 零 的 坐标 矩阵 元 由: 


ton san = (23.4) 


算 符 五 的 矩阵 是 对 角 的 ,并 且 和 矩阵 元 有 ,就 是 欲求 的 振子 能 量 本 征 值 E,. 它 
的 计算 方法 如 下 : 


ek em [l(t (sj sl 


= 字 | > iw wii 十 加 sai, | = 
2 (@w’ + wo) w?. 
对 1 求 和 时 ,只 有 71=n+t1 的 两 项 不 等 于 零 ; 用 (23.4) 式 代 人 ,得 
E,= (n+ )ho, n=0,1,2,.… (23.5) 
由 此 可 见 ,振子 的 各 个 能 级 是 以 等 间隔 hw 依次 排列 的 . 基态 (n =0) 能 量 为 
hw; 注意, 它 并 不 等 于 鹤 . 


式 (23.5) 的 结果 也 可 以 从 振子 的 醉 定 户 方 程 中 直接 解 出 来 . 这 个 方程 的 形 
式 为 


dy 2m /pmo y= 
i 0 jw=0. (23.6) 
为 方便 计 ,最 好 将 坐标 变量 x 换 成 以 下 所 示 的 量 岗 为 1 的 变量 上: 
= /2.. . 
6 = (23.7) 


@ 我 们 选择 未 确定 的 相位 a,( 见 $11 第 三 个 脚注 ) ,使 得 (23.4) 式 的 所 有 和 矩阵 元 在 平方 根 前 均 取 
正 号 . 这样 的 选择 总 是 可 能 的 ,因为 这 个 矩阵 中 只 有 相 邻 两 态 间 的 有 唉 迁 和 矩阵 元 才 不 等 于 零 . 
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则 方程 式 成 为 
y+[(2E/hw) -Ee Jy =0. (23.8) 
式 中 的 撒 号 现在 代表 对 上 求 微 商 . 

当 雪 很 大 时 ,2BAiwo 和 相 比 可 以 略 去 不 计 ; 方 程式 yy”=éy 具有 渐 近 积 
分 上 =e* 冯 (对 这 个 函数 求 微 商 后 , 略 去 数量 级 较 小 的 项 ,可 得 "= 外). 由 于 
& + 上 om 时 波 函 数 少 必须 保持 有 限 ,指数 上 的 符号 只 能 取 负 号 . 因此 ,我 们 自然 
用 下 式 代 入 (23.8) 式 : 


y =e ay(€). (23.9) 
结果 得 函数 X(t) 的 一 个 方程 式 
x -2éx' +2 =0 (23. 10) 


[ 式 中 的 2n = (2E/hw) -1; 我 们 已 知 E>0, 故 有 n> -地 | , 式 中 的 函数 x 对 志 


的 所 有 有 限 值 而 言 必 须 保 持 有 限 , 且 当 《ts 一 +o 时 ,不 能 比 志 的 任 一 有 限 次 医 更 
快 地 趋向 无 穷 大 ( 以便 使 函数 少 能 趋 于 零 ) . 

只 有 当 n 等 于 正 整 数 (及 零 ) 时 ,(23. 10) 式 才能 有 这 样 的 解 ( 见 数 学 附录 
§ a) ; 它 所 给 出 的 能 量 本 征 值 就 是 我 们 早已 知道 的 (23.5) 式 . (23.10) 式 中 , 当 
n 等 于 各 种 正 整数 值 时 , 它 的 相应 解 为 x = 常数 x H.,(E) ,其 中 的 H,(E) 称 为 厄 米 
多 项 式 ,它们 是 的 n 次 多 项 式 , 其 定义 为 

H(E£)=( -1)"efd"(e tS)/de". (23.11) 

求 出 沙 , 中 的 常数 ,使 沙 , 满足 归 一 化 条 件 


[ws) dsr=1, 
结果 得 [ 见 附 录 (a.7) 式 ] 


1 
+ 1 





y,(x) = [= Bi ml "2 ]. (23. 12) 
故 基 态 波 函数 为 
yo (x) = (于 ) ee 千 (23.13) 


理所当然 ,这 个 函数 对 有 限 的 值 而 言 并 无 零点 . 
计算 积分 式 | 少 4.6at ,可 给 出 坐标 的 矩阵 元 ;其 结果 当然 也 和 (23.4) 式 
给 出 的 值 相同 


最 后 ,我 们 来 看 一 下 如 何 用 和 矩阵 方法 求 出 少 波 函 数 . 我们 注意 到 ，% + iwt 
算 符 的 答 阵 中 不 等 于 零 的 矩阵 元 只 有 
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(二 fe. (23.14) 


应 用 (11.11) 的 普遍 公式 ,并 且 考 虚 到 由., =0, 可 得 下 列 结论 : 
(% -iwx)y, =0 
把 %* = -i 二 区 代 人 上 式 后 后 得 到 以 下 方程 式 : 


这 式 的 归 一 化 解 就 是 (23.13) 式 .并 由 于 
人 于 





水 ， 


(区 tiwx)y 1 =(% +iwx), sy, =i 


我 们 得 循环 式 





和) 








1 2 d , -le 
(ee + 二 全 ye 于 1 )， 


上 式 对 (23.13) 式 的 y 函数 连用 nn 次 , 即 得 (23.12) 式 中 的 归 一 化 波 函 数 岁 ，. 
习 题 


1. 试 求 振子 的 各 种 动量 值 的 概率 分 布 . 

解 : 在 振子 情形 下 ,不 采用 把 定 态 波 函 数 展 开 成 动量 本 征 函 数组 的 方法 ,而 
直接 从 动量 表象 中 的 薛 定 请 方 程 出 发 比较 来 得 简单 .把 (15.12) 式 的 坐标 算 符 驳 
| 

_Pp mw’ A dd 
2m 2 dp’ 


p 表象 中 的 波 函 数 a(p) 所 满足 的 苹 定 谓 方 程 Ha(p) = Eal(p) 为 

da(p) 2 pp 

(EF-)e(p) =0. 
这 个 方程 正好 和 (23.6) 式 具有 相同 的 形式 , 故 其 解 可 以 参照 (23. 12 ) 式 立即 写 
出 来 ,由 此 得 出 欲求 的 概率 分 布 为 








dd - .1 ， . 一 p2/ma T72 
le (p)13 | 
"(7) 27mh 2°"n! 区 | | 


2. 试用 不 确定 度 关系 式 (16.7) , 求 振子 能 量 可 能 值 的 下 限 . 
解 :由 于 必 = 于 +(8x)” ,PP =PP+(6p)*,(16.7) 给 出 振子 能 重 平 均值 
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2 二 -= 2 2 
= mw a p.mw 2 1 mw hi 
E = 一 一 二 一 渤 一 一 四 之 
2 + 2 (0% to 8(8p) 


求 出 上 式 的 极 小 值 ( 看 作 6p 的 函数 ) , 即 得 能 量 平 均值 的 下 限 , 故 对 能 量 的 所 有 
可 能 值 , 有 





;+ (6p)? 9 


E> ho. 
3. 求 线 性 振子 的 状态 波 函 数 , 这 些 态 的 测 不 准 关系 具有 极 小 值 , 即 波 包 中 
的 坐标 和 动量 标准 偏差 具有 关系 式 5p6x = 了 ji( 卫 . 薛 定 主 ,1926) 中 . 
Mm 形式 : 
ig(s) }, (1) 


0 TE pl 4 (8x) 
式 中 任 一 时 刻 的 坐标 依赖 关系 与 (16.8) 式 一 致 ,=x(1) 和 P=(t) =m%(1) 是 


坐标 和 动量 的 平均 值 ;根据 (19.3) 式 ， 对 线性 振子 来 讲 (UU = 地 mw?w ) ,我 们 有 


A 


PP = -mw*%x, 故 其 平均 值 了 = 一 mo? 或 

x +w z=0. (2) 
亦 即 x(t) 函数 满足 经 典 运动 方程 . (1) 式 中 的 常数 因子 应 由 以 下 的 归 一 化 条 件 
确定 : 
| | 到 12dx =1; 


除了 这 个 因子 外 ,更 中 还 可 含有 一 个 相位 因子 ,其 相位 中 (四 与 时 间 有 关 . 为 求 未 
知 常数 8x 和 未 知 函 数 中 (1) ,可 把 (1) 式 代入 下 列 波动 方程 
ov 1 9 多 


2m 8x a J 





代入 后 利用 (2) 式 ,得 

lps) mo +[ 亚 和 王 1 严 5]- 
(3 -*#) ( 下 pp 2 (6x)’ 4(6x)’ a$ (0) | =0， 
从 而 得 (6x) ”= 所/2mw 及 


QD 这 些 态 称 为 相干 态 . 
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因此 最 后 得 
_ /moy'” ijx mow(%~5) 1. _1. , ijzx 
V(x,t) = (De) expi 全- 2 到 } exp | Te | (3) 
当 =0 和 P=0 时 ,上 式 灾 成 由 (x)e ”“ , 即 振子 的 基态 波 溃 数 ， 
相干 态 中 振子 的 平均 能 量 为 
E = +ime w= 


一 人 


_- 卫 1 2 二 2 2 = ry 1 4 
=2 + om +7ho=hw (i+ | (4) 


元 为 该 态 中 量子 fiw 的 平均 “ 数 ”. 由 此 可 知 ,相干 态 完全 是 由 满足 经 典 方 程 (2) 
的 X(t) 吕 数 确定 的 .这 个 函数 的 一 般 形式 可 用 下 式 给 出 : 
mawx + 1p Se 
V2mfiw 
函数 (3) 可 按 振 子 的 定 态 波 函 数 展开 : 


e -ie ,1al12 = 元 (5) 


VV= py a, 也 ， 


五 (x,t) =y,. (x)exp| -i (n+ ) ot 
式 中 的 展开 系数 为 (参考 541, 题 1) 


s.= y* Ydx. (6) 
从 而 得 拔 子 处 于 第 nn 个 定 态 的 概率 
w, = 1a | et (7) 


nt 
这 是 泊 松 分 布 . 
4. 一 个 粒子 在 下 列 势 场 中 运动 (图 3) 
U(x) =A(e™™” -2e ~) 
试 求 其 能 级 (P. M. Morse ) . 
解 : 正 能 量 本 征 值 呈 连续 谱 ( 且 其 能 级 
无 简 并 ) ,而 负 能 量 本 征 值 旦 离散 谱 . 
莅 定 请 方程 为 
” dy 2m pAe-"” +2h4e-")y =0, 
dx 所 
引进 一 个 新 变量 


Ux) 


一 4 
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(其 值 从 0 到 +o ) ,并 令 ( 我 们 考虑 离散 谱 , 故 巨 <0) 








人 = me s+)， (1) 
a af 2 
则 薛 定 请 方程 呈 以 下 形式 : 
1 ] Ga s2 
yt—vy | 二 =0 


当 & 玫 % 时 ,函数 由 的 渐 近 行为 和 e* 玉 一 样 ,而 当 志 0 时 ,由 和 :成 正比 . 考虑 
到 波 函 数 的 有 限 性 ,我 们 所 选 的 解 当 & 一 w 时 必须 像 e -下 那样 ,而 当世 -0 时 必 
须 像 & 那样 .因而 作 下 列 变换 : 
VV=e Ew(é) 
可 得 下 列 w 的 方程 式 
cz + (2s+1 -££)w +nw=0, (2) 
求解 ww 时, 要求 w 当 E 一 0 时 为 有 限 ,E 一 % 时 w 不 能 比 E 的 任 一 有 限 次 因 更 快 地 
趋向 无 穷 大 . (2) 式 是 一 个 含 流 超 几何 函数 的 方程 式 ( 见 数学 附录 § d); 
w=F(-n,2s+1,é€). 

n 为 非 负 整数 时 即 得 满足 所 需 条 件 的 解 ( 此 时 下浮 数 变 成 一 个 多 项 式 ). 按 定义 
(1), 由 此 得 出 的 能 级 值 为 

-E.=A[1- i (n+ 二 ) |s 


yo 习 

其 中 的 nn 为 正 整 数 ,n 的 数值 可 以 从 零 开 始 一 直到 满足 -一 2mA > n+ 二 的 最 大 

整数 值 为 止 ( 因 按 定义 参量 s 是 正 的 ) ,因此 离散 谱 中 只 包含 有 限 多 个 能 级 . 如果 
V2mA/ah < 了 了 ,离散 谱 就 根本 不 存在 ， 

5. 上 题 中 避 = -Deoshzax( 见 图 4)， 





Von 








解 : 正 能 量 本 征 值 呈 连 续 谱 ,人 负 能 量 本 征 值 呈 x 
离散 谱 ; 我 们 只 考虑 后 一 种 情况 . 薛 定 请 方程 为 
dy ,2m (p+ J )$=0. -Uo 
dx” 天 cosh ox 
把 变量 换 成 过 =tanh ax ,并 令 图 4 
VV-2mE 2m ee 8mU, 
ep a =s(s+1), s=7 (1+ 1 + 上， 
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[4-2 多] +| 


这 是 缔 合 勒 让 德 函 数 的 方程 . 如 令 
y=(1-€)" w(té), 


并 把 变量 暂时 改 成 w= 二 (1 - 志 ) , 则 上 式 可 变 为 下 列 超 几何 方程 : 


ul -uw +(et+l)(l -2u)w -(e-s)(e+s+1)w=0., 
gE=1( 即 x=%) 时 取 有 限 值 的 解 为 
w=(1 -二 )“ Fle-s,ets+l,e+1,(1 -£)/2]. 
为 了 使 当当 = -1( 即 x= -o) 时 保持 有 限 ,必须 有 ee-s= -n, 而 n=0,1,2， 
…; 此 时 玉 是 一 个 nn 次 多 项 式 ,E= -1 时 下 为 有 限 . 
ea 所 确定 ,得 出 


E, = -ee -(1+2n) + /1+ |] 、 


根据 ae>0 即 n<s i 数 为 有 限 . 
$24 均匀 场 中 的 运动 


考虑 一 个 粒子 在 一 均匀 外 场 中 运动 . 取 外 场 方向 为 x 轴 方 向 , 令 下 为 粒子 在 
该 场 中 所 受 的 力 ;对 强度 为 E 的 电场 而 言 ,此 力 FF =eE,e 为 粒子 的 电荷 . 

均匀 场 中 的 粒子 势能 呈 UV = - Fx + 常数 的 形式 ; 选 常 数 使 得 x=0 时 UV =0， 
则 有 = -Fx. 这 个 问题 的 酬 定 计 方 程 为 


(E+ Fe)y = 0. (24.1) 


由 于 x 一 -% 时 0 趋向 +% ,x 一 +%m 时 UU - % ,各 能 级 显然 组 成 连续 谱 ， 
能 量 的 值 域 占有 从 - % 直到 + % 的 整个 区 域 . 其 中 没有 一 个 本 征 值 是 简 并 
的 ,所 对 应 的 运动 向 x = -% 方 向 为 有 限 ,向 x 一 + % 方 向 为 无 限 . 

我 们 引入 下 列 量 纲 为 1 的 变量 来 代替 原来 的 坐标 变量 x: 


= Gt) (2 (24.2) 








res]y=0 








则 (24.1) 式 呈 以 下 形式 : 
yy" +e =0. (24.3) 
此 式 不 含 能 量 参量 . 因此 ,如 能 求 出 一 个 解 满足 有 限 性 等 必需 条 件 , 则 立刻 得 到 
任意 能 量 值 的 本 征 聘 数 . 
(24.3) 式 中 对 所 有 x 都 取 有 限 值 的 解 旦 下列 形式 ( 见 数 学 附录 § b): 
y(E) =AD( -é£), (24.4) 
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其 中 


P(E) 3 cos (本 tué )du 


称 为 艾 里 函数 ,4 为 归 一 化 因子 ,将 在 下 面 确定 之 . 
当 # -oo 时 , 沙 (E) 函 数 按 指数 规律 趋 于 零 .上 为 很 大 的 负 值 时 ,水 (E) 的 渐 
近 式 为 [ 见 (b.4) 式 ]: 


A 2 372 
y(6) ~ | -本 1 | (24.5) 

当 为 很 大 正 值 时 ,y(&) 的 渐 近 式 为 [ 见 (b.5) 式 ®] 
yy(é) =A¢ -toin (SE” + (24.6) 


根据 连续 谱 波 函数 的 一 般 归 一 化 法 则 (5.4) 式 ,我 们 可 以 把 (24.4) 式 化 成 
一 个 晒 数 , 它 归 一 化 成 能 量 的 6 函数 . 即 


| wie) ye') d=6(E' -E). (24.7) 


$ 21 中 曾经 给 出 过 一 个 简单 方法 ,利用 波 函 数 的 渐 近 式 求 出 归 一 化 系数 . 应 用 
这 个 方法 ,我 们 首先 把 (24. 6) 式 写成 两 个 行 波 之 和 


y(é) ~7 A tom (i[ 3 -| ) + 
+ A Terp | -ie -| ) 
由 以 上 两 项 分 别 算出 的 概率 流 密度 等 于 


二 


令 上 式 等 于 1/2m 记 ,得 到 





4-_(2m) (24.8) 
TT 


2] 圳 
求 处 于 均匀 场 中 的 一 个 粒子 在 动量 表 但 中 的 波 函 数 . 
解 :动量 表象 中 的 哈密 顿 算 符 为 
ld 
H=——p 0 
故 波 函 数 ea(p) 所 满足 的 薛 定 请 方程 具有 下 列 形状 


QW ”顺便 指出 , 渐 近 表 式 (24.5) 和 (24.6) 对 应 于 波 函 数 在 经 典 禁 区 和 通 区 内 的 准 经 典 表 式 ( 8 47)， 
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解 出 此 式 , 即 得 欲求 的 波 函 数 
_ 1 wilgp_P 
-ep | 7 甸 祭 川 
这 种 函数 已 按 下 列 条 件 归 一 化 : 

{ ai (par(p)dp=8(E’-E). 


as(p) = 
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我 们 来 考虑 一 个 粒子 ,在 图 5 所 示 的 那 类 势 场 中 运动 :U(x) 从 某 一 固定 极 
限 值 (x 一 - % 时 的 UV=0) 开 始 , 单 调 地 增加 到 
男 一 固定 极限 值 (x 一 + o 时 的 U= Do). 根 据 经 
典 力学 ,能 量 E < U, 的 一 个 粒子 在 这 样 的 势 场 
中 自 左 向 右 运 动 时 , 磁 到 “ 势 壁 ”以 后 会 “反射 ” 
回来 并 开始 沿 相 反 的 方向 运动 ;但 如 E> U0, 该 
粒子 将 沿 原 方向 继续 运动 下 去 ,只 是 会 减速 . 量 
子 力学 中 则 会 产生 一 种 新 的 现象 ;即使 EE > U， 
粒子 仍 有 可 能 被 势 壁 所 “反射 ”. 它 的 反射 概率 原则 上 可 用 下 法 算出 . 

设 粒子 自 左 向 右 运动 . 当 % 为 很 大 正 值 时 , 波 函 数 应 该 描述 越过 “ 壁 顶 ” 并 
沿 * 轴 的 正方 向 运动 的 一 个 粒子 , 它 的 渐 近 式 必然 是 


xX 一 % 时 ， Vy~Ae'”, 


1 
式 中 kh = Vm(E -U0), (25.1) 


4 是 一 个 常数 . 为 了 求 出 满足 以 上 边界 条 件 的 薛 定 兽 方程 之 解 ,我们 来 计算 x 一 
-o% 时 的 渐 近 式 ; 这 个 渐 近 式 等 于 自由 运动 方程 中 两 个 独立 解 的 线性 组 合 , 具 有 
下 列 形 式 





图 


x 一 一 oo 轩 ， J~e +Be "*, 
hb = VnE. (25.2) 


第 一 项 相当 于 射 向 势 壁 的 粒子 (我 们 假定 已 经 归 一 化 成 这 样 ,使 得 该 项 

的 系数 等 于 1) ;第 二 项 代表 由 势 壁 反射 回来 的 粒子 . 人 射 波 的 概率 流 密 度 为 ， 

而 反射 波 为 k.1B1? ,透射 波 为 kh,141”. 我们 把 粒子 的 透射 系数 D 定义 成 为 透射 
波 的 概率 流 密度 与 人 射 波 的 概率 流 密度 之 比 : 

D=(k,/k,)14A1.. (25.3) 

同 理 可 以 定义 反射 系数 R, 它 等 于 反射 波 与 人 射 波 的 概率 流 密度 之 比 . 显然 有 
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R=1-D: 
R=1BI” =1-(k,/k)1Al’ (25.4) 
(4 和 B 目 动 满足 此 关系 式 ). 

如 果 粒 子 自 左 向 右 运 动 而 能 量 上 < UV, 则 为 纯 虚 数 ,x 一 + wm 时 波 函 数 呈 
指数 式 衰 减 .反射 流量 就 和 入 射流 量 相 等 , 亦 即 粒子 从 势 壁 “全 反射 ”. 但 须 指 
出 ,在 这 种 情形 下 ,E <U 区 域内 找到 粒子 的 概率 仍 不 等 于 零 , 但 随 x 的 增 大 而 很 
快 地 减 小 . 

一 般 情形 下 ,任意 定 态 (能 量 E > Vo) 波 函数 的 渐 近 式 , 不 论 是 x 一 -om 或 
x 一 十 %m ,都 可 以 写成 沿 x 轴 的 相反 方向 行进 的 两 个 平面 波 之 和 : 

xs -oo 时， y =A,e* FB 
(25.5) 
x +m 时 ， 由 =A,e'*”+B,e "*. 
由 于 以 上 两 式 都 是 线性 微分 方程 的 同一 个 解 的 渐 近 式 , 系 数 4,,B， 和 4,,B, 之 
间 存 在 着 线性 关系 . 设 4, =a4, +BB, ,其 中 的 a 和 有 是 两 个 常数 (一 般 讲 来 是 复 
数 ) ,依赖 于 势 场 U(x) 的 具体 形状 . 如 果 考 虑 到 薛 定 廖 方程 是 实 方程 ,我 们 还 可 
以 写 出 B, 的 相应 关系 式 . 这 就 是 说 , 设 少 为 所 给 薛 定 廖 方程 之 解 , 则 其 共 斩 复 
果 数 区" 也 是 该 方程 之 解 . 它 的 渐 近 形式 为 
x— -wm 了 时， "=Are "+Br'e, 
x +wm 时 ， "=A7e +B e, 
此 式 和 (25.5 ) 式 的 差别 仅 在 于 常 系数 的 记号 ;因此 有 B,=aBi +BAh ,或 了 = 
a"B, +B 4. 可见 (25.5) 式 的 系数 间 存 在 着 下 列 关 系 : 
A, =a4, +B8B,, B,=B*A,+a'B.. (25.6) 
沿 x 轴 的 概率 流 密度 是 一 常数 ,这 个 条 件 导 致 下 列 关 系 
k (1A.l* -18,1 )=%,(1A,1” -18,1°). 
根据 (25.6) 式 ,把 4,,B, 换 成 4 ,B, ,结果 得 : 
la 上 -18 =. (25.7) 


2 


应 用 (25.6) 式 ,可 证 沿 * 轴 的 正方 向 或 沿 * 轴 的 负 方 向 运动 的 粒子 (能 量 
给 定 为 E,E > U。) 具 有 相同 的 反射 系数 ;在 前 一 种 情形 下 ,相应 于 (25.5) 式 中 令 
B, =0; 在 后 一 情形 下 ,是 令 4, =0. 两 种 情形 下 分 别 有 BA/4, = -B /a 和 4,/8B， 
=B/a" .相应 的 反射 系数 分 别 为 
A 


4 


2 


4, 


2 
9 R, B, 








-| 人 


* 
ou 





R, = 











9 


显然 有 R, = R,. 
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习 是 


1. 求 粒 子 对 一 直角 势 壁 ( 见 图 6) 的 反射 系数 ;该 粒子 的 能 量 已 > LU. 

解 :在 整个 zx>0 的 区 域内 波 表 数 呈 (25.1) 形 式 ,而 在 Y<0 的 区 域内 呈 

(25.2) 的 形式 . 常数 A 和 B 可 以 由 x=0 点 处 的 由 及 dW/dx 的 连续 性 条 件 确定 ， 
1+B=A, k(1-B)=%k,A, 











即 
po 2k, pih 
ktk’” ki+k, 
反射 系数 由 (25.4) 式 为 : 
本 A — k, *_ (pp 
R= (EE) 的 二 | 


E=U(k, =0) 时 中 等 于 1), 而 当时 情 按 (U/4E)? 的 规律 趋 于 零 . 
2. 求 粒子 穿 过 直角 捧 忽 ( 见 图 7) 的 透射 系数 . 


U(x) Ux) 
U Uo 


图 6 图 7 


解 : 令 已 > 也 ,并 设 入 射 粒 子 自 左 向 右 运 动 . 则 在 不 同 区 域内 的 波 函 数 表 
式 为 


xX<0 时， J =e "+Ae "*, 
0<x<a 时 ， y=Be*+B'e *, 
x%X>a 时 ， =Cer 


(在 x*>a 一 边 只 能 有 沿 x 正方 向 行进 的 造 射 波 ).A,B,B' 和 C 等 常数 可 以 由 %= 
0,x=a 两 处 的 小 及 dy/dx 的 连续 性 条 件 确定 . 透射 系数 为 D=kh1C1 /k= 
1C1° .由 此 算得 

4 好好 


DR ER 
(k? -kh2)’sin’ak, +4k7k2 


中 经 典 力学 极限 情形 时 ,反射 系数 必须 等 于 零 . 可 是 ,此 处 所 得 的 表 式 中 根本 没有 普 朗 克 常 量 . 这 
一 表 观 矛盾 可 作 如 下 解释 .经 典 极限 情形 相当 于 粒子 的 德 布 罗 意 波长 A ~ jp 远 小 于 所 考虑 问题 中 的 特 
征 尺 度 ,也 就 是 人 远 小 于 某 一 距离 ,在 该 段 距离 内 , 势 场 U(x) 有 显著 的 改变 .但 在 题 1 中 ,这 段 距 离 等 于 
零 ( 在 x=0 点 ) ,从 而 无 法 过渡 到 经 典 极限 情形 . 
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E<U, 时 , 是 一 个 纯 谍 量 ; 上 式 中 的 k, 可 以 用 i kK, 代替 ,而 ks 一 
M2m( Uo -上 ) , 即 得 相应 的 万 式 : 
4 有 wa 


人 (Ki + rx?) inh ax, 二 412K2” 
3. 求 粒子 对 势 壁 为 U(x) = Uo/(1+e “)( 图 5) 的 反射 系数 ;该 粒子 的 能 
量 E>U. 
解 : 切 定 证 方程 为 
Uo 
Ea re A 
我 们 需要 求 这 样 的 解 ,这 解 当 x 一 +o 时 具有 下 列 形式 : 
y= 常数 x ceitas 
引入 一 新 变量 
二 = ee 
(所 取 之 值 可 从 -om 到 0) ,把 该 解 写 成 下 列 形式 : 
y=é w(té), 
其 中 的 w(E&) 当 &-?0( 即 x 一 % ) 时 应 趋 于 一 个 常数 . 结果 w(&) 满 足下 列 超 几 何 
方程 : 
&(1 —-é)w + (1 -2ik/a) (1 -Ew' + (KB -kK)w/a =0， 
其 解 为 下 列 超 几何 函数 : 
有 -1 .Ek,+k, 


w=F {ie ee +1,€ | 
(84 Qo [4 


(我 们 略 去 了 一 个 常 因 子 ).E 一 0 时 这 个 函数 趋向 1 , 即 已 满足 所 加 条 件 . 
E> 器 ( 即 x 一 --%) 时 由 济 数 的 渐 近 式 为 山 
VE CC-E MrC( -EY ] = 
= "W/O a Ce We] | 
T( -2ik/a)T( -2ik,/a +1) 
其 中 C= 70 ~i(k, +hk,)/oa)T( -iCk +k,)/atl1)’ 
T(2ik /a)T( -2ik,/a+1) 
TCR -ko)/a)T(iCk -hk,)/a+1) 
所 求 的 反射 系数 为 R=1Cs/Ci1 ;计算 时 可 用 下 列 热 知 公式 ; 
T(x)T(1 -x) =m/sin nx, 


C, 


我 们 得 


(DD 见 (e.6) 式 ,把 该 式 中 的 两 个 1/z 的 超 几 何 浮 数 都 改 成 1, 也 就 是 说 ,我 们 只 取 每 项 展 式 中 的 第 一 
项 . 
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sinh[ wm(k, —k,)/a] \? 
(a ce + k,)/a] | 
EE=U(k,=0) 时 R 变 成 1, 而 当 一 w 时 RR 按 以 下 规律 趋 于 零 : 
To ?2m _ 姑 
RE 
经 典 力 学 极限 情形 时 民 果 真 变 成 零 . 
4. 求 粒子 穿 过 下 列 势 又 的 透射 系数 ( 见 图 8): 


U(x) = U, /cosh’ ax ， U, U(x) 
该 粒子 的 能 量 EE< Ul. 
解 : 蕉 定语 方程 和 §23 题 5 的 相同 ,只 要 把 有 


该 题 中 Co 的 符号 更 改 一 下 ,并 把 E 看 作 正 量 就 





可 以 了 . 类 似 的 计算 给 出 解 
y= (1 -6) 8 ( -一 业 +s+l1， a <)， (1) 
ao a 2 
其 中 的 
< =tanh ax ， k= 二 2mE, 
-LL 8mU, 
‘=7(-! A 5 ) 


这 个 解 已 经 满足 这 样 的 条 件 , 使 得 x 一 w[ 即 2 一 1,(1 -上 ) 一 2e “] 时 由 中 只 合 
透射 波 ( ~e). 应 用 超 几何 函数 变换 式 (e.7) ,这 个 波 函 数 当 x 一 % (te 一 一 1 ) 
时 的 渐 近 式 为 


rr 


A we 和 


算出 上 式 中 两 个 系数 的 模 量 平方 比 , 可 得 下 列 形式 的 适 射 系数 九 =1- 
sinh? TE 
a 


mk | 8mU, 
he 
sin + c08” [3 1— a D 本 


。 2 mk 

8mU, sinh > 

a 
似 


8mU 
or Ds 


1 


第 一 式 对 Do <0 的 情形 也 适用 ,此 时 粒子 不 是 越过 势 笃 而 是 越过 势 阱 . 有 趣 


sinh” 二 osh? (过 
a 
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的 是 , 当 1+(8mlU1/a ) =(22+1) 时 ,D =1, 也 就 是 说 , 当 阱 深 1U,1 具 有 
适当 数值 时 ,在 势 阱 上 越过 的 粒子 没有 反射 . 这 个 结果 还 可 从 (2) 式 看 出 , 当 s 为 
正 整 数 时 ,该 式 中 的 e”“ 项 不 再 存在 ， 

5. 设 势能 U(x) 当 1x1 >>a 时 迅速 减 小 ,a 是 描写 相互 作用 区 域 的 一 个 特征 
尺度 , 求 当 一 0 时 透射 系数 趋 于 零 的 规律 . 

解 :在 距离 满足 klxl <<1 的 区 域 ,可 将 苦 定 语 方 程 中 的 能 量 上 略 去 ,如 果 同 
时 |x1 >>a, 则 连 势 能 也 可 略 去 ,这 时 蘑 定 证 方程 成 为 





它 的 解 可 以 写成 

X<c0 时 =a, +bx 

xX>0 时 y=a, +b,% 
在 距离 为 x~a 处 解 此 方程 可 得 出 ab, 和 ab 的 关系 ,这 个 关系 是 线性 的 ,并 具 
有 下 列 形式 


(1) 


al =pa, +ub,, b) = ya +7b, (2) 
系数 p, 凡 ,v 和 7 都 是 实 的 ,并 且 与 能 量 无 关 , 因 为 薛 定 请 方程 中 已 无 能 量 .@(1) 
式 的 解 应 该 与 函数 (25.1) ,(25.2) 按 xx 的 辕 展 开 式 的 前 两 项 相 一 致 , 即 

a, =1+B, b,=ik(1 -B), a,=A, b,=ikd 
将 这 些 关系 代入 (2) 式 ,并 当 上 小 时 解 出 A, 得 
A~2ik/yv 
由 此 得 
[ 
于 是 得 ,透射 系数 与 粒子 的 能 量 成 正比 地 趋 于 零 .在 上 面 例 题 2 和 例题 4 的 例子 
中 ,这 个 一 般 的 规律 显然 是 满足 的 . 


中 由 于 概率 流 是 常数 ,这 四 个 系数 满足 下 列 关 系 :pr -jv = 1. 


世 
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$ 15 中 推导 动量 守恒 定律 的 时 候 , 我 们 利用 了 多 粒子 封闭 系统 的 空间 均 勾 
性 .除了 这 种 均匀 性 以 外 ,空间 还 具有 各 向 同性 :所 有 的 空间 方向 都 是 等 价 的 . 因 
此 当 整 个 系统 绕 任意 轴 转 过 任意 角 以 后 ,该 封闭 系统 的 哈密 顿 量 不 会 改变 . 这 一 
条 件 ,只 要 对 任意 的 无 限 小 旋转 而 言 能 够 满足 ,就 足够 了 . 

令 69 为 无 限 小 旋转 矢量 , 它 的 长 度 等 于 转角 69, 它 的 方向 沿 着 转轴 . 粒子 
的 径 矢量 r, 经 过 这 种 旋转 后 的 改变 量 Sr。 等 于 

6r, =6¢9 xr, 
于 是 ,一 个 任意 函数 (ri ,r,，…) 就 被 变换 成 下 列 函 数 : 
Wr 十 pr ,rT 十 Dr) = (rT ,rT,,) 十 > Or,* Va = 


= 多 (Pr pe) 十 > Op XTr, * Va = 


= (1 +O0p" Sy 有 x Ve ) pr ra se) 
其 中 的 表 式 
1 +p82p， > r, X V。 
可 以 看 作 ” 无限 小 旋转 " 算 符 . 无 限 小 旋转 不 改变 系统 的 哈密 顿 量 这 一 事实 ,可 


以 用 “旋转 算 符 ” 与 8 算 符 的 可 对 易 性 来 表述 ( 见 $15). 由 于 单位 算 符 与 任意 算 
符 都 对 易 ,而 5 是 一 个 恒 矢 量 ,这 个 可 对 易 条 件 就 可 以 化 成 


( Drv)B-A( Dr xv,)=0, (26. 1) 


这 个 式 子 表述 了 某 种 守恒 律 . 
一 个 封闭 系统 由 于 空间 各 向 同性 而 导致 的 守恒 量 ,就 是 该 系统 的 角 动 量 
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( 见 《力学 》$ 9) .因此 算 符 》 rx V。 除了 一 个 常 因子 外 必须 正好 对 应 于 该 系 
统 的 总 角 动 量 , 而 求 和 式 中 的 每 一 项 r, x V。 对 应 于 一 个 个 别 粒 子 的 角 动 量 . 

这 个 比例 系数 应 该 等 于 - 访 ; 因 为 这 样 一 来 , 单 粒 子 的 角 动 量 表 式 变 成 
-ifir xV =r xP, 正 好 对 应 于 经 典 表 式 r xp. 今后 ,我 们 总 是 用 坟 作 为 角 动 量 的 
量度 单位 , 这 样 定义 的 单 粒子 角 动 量 算 符 ,我们 用 ! 表 示 之 ,整个 系统 的 角 动 量 算 
符 , 则 用 工 表 示 之 . 因而 单 粒子 角 动 量 的 算 符 可 表 为 

il=rxfp= -iirxVy (26.2) 
其 分 量 式 :hi =yp, -zp,,hl =zp, -xp,,hl,=xp, -yp, 

处 于 外 场 中 的 一 个 系统 的 角 动 量 一 般 讲 来 是 不 守恒 的 .但 如 该 场 具 有 某 种 
对 称 性 , 则 角 动 量 仍 有 守恒 的 可 能 . 例如 ,在 一 有 心力 场 中 的 系统 ,自力 心 引出 的 
各 个 空间 方向 都 是 等 价 的 , 故 相 对 于 力 心 而 言 的 角 动 量 将 是 守恒 的 . 同 理 , 在 具 
有 轴 对 称 性 的 外 场 中 , 沿 该 对 称 轴 的 角 动 量 分 量 将 是 守恒 的 .所 有 这 些 在 经 典 力 
学 中 成 立 的 守恒 律 ,在 量子 力学 中 也 同样 成 立 . 

对 角 动 量 不 守恒 的 系统 来 讲 , 定 态 中 没有 确定 的 角 动 量 值 . 在 这 样 的 情形 
下 ,我 们 感 兴趣 的 往往 是 角 动 量 在 所 给 定 态 中 的 平均 值 . 很 容易 证 明 ,在 任 一 非 
简 并 的 定 态 中 , 角 动 量 的 平均 值 等 于 零 . 因为 ,当时 间 反 号 后 能 量 保持 不 变 ,由 于 
所 给 能 级 只 有 一 个 定 态 , 故 上 变 成 -上 后 ,该 系统 的 态 必 将 保持 不 变 . 这 就 意味 着 
所 有 各 量 的 平均 值 特别 是 角 动量 的 平均 值 也 将 保持 不 变 .但 是 当时 间 变 号 时 , 角 
动量 也 要 随 之 变 号 ,我 们 就 有 L = - 工 ,从 而 得 L =0. 如 果 从 平均 值 的 数学 定义 出 


发 ,把 L 看 作风 "Ly 的 积分 ,也 能 得 到 同样 的 结论 . 非 简 并 态 的 波 函 数 都 是 实 函 
数 ( 见 $ 18 未 尾 ). 故 下 列表 式 是 一 个 纯 虚 量 : 


-i [vl( > r, x V. ) wdgq, 
可 是 必须 是 实 量 ,显然 有 L =0. 


现在 来 推导 角 动 量 算 符 和 坐标 算 符 以 及 和 动量 算 符 的 各 种 对 易 关 系 . 借助 
于 (16.2) 式 ,我 们 很 易 求 得 


[7.,*] =0, [1.,y] =iz， [1,,z] = -iy, 
[站 ,7y] =0, [i,,s] =ix, [i,,x] = -iz, (26.3) 
[i,z] =0, [i,x] =iy, [L,y] = -ix. 
例如 
yyi, =(1/h) (yb, -zp,)y -y(yP, -zp,) (1/h) = 
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= —(z/h)[p,,7] =iz. 
(26.3) 诸 式 可 以 并 写成 下 列 张 量 形式 
[2, ,x,] = ien%,, (26.4) 
其 中 的 eu 是 一 个 三 秩 反对 称 单位 张 量 @ ,而 /是 一 个 琶 标 , 它 在 同一 项 中 出 现 两 
次 , 即 表示 对 该 下 标 求 和 . 
同样 ,容易 证 明 , 角 动量 算 符 和 动量 算 符 之 间 也 满足 完全 类 似 的 对 易 关 
系 式 : 
[7 ,Pb,] =iewp. (26. 5) 
利用 这 些 公式 ,容易 求 出 1, ,1, ,i 算 符 间 的 对 易 关 系 . 例如 
(ll, -l,i) =1 (zp, -xb.) - (sb, —%b.)i, = 
=(iz -zi )p, -x(ip, -pb,i,) = 
= -iyp, +ixp, = 让 了 
由 此 有 
[2 =il,, [LL] =il,, [i,,L,] =iL.. (26.6) 
或 
[7,2] =iewl,. (26.7) 
系统 的 总 角 动 量 算 符 L,,L,,L, 之 间 也 满足 同样 的 关系 式 . 这 是 因为 不 同 粒 子 的 
角 动 量 算 符 是 彼此 对 易 的 ,例如 
ly yD tl elol La Ss 
故 
[BE]=ib, [Eb]=ib, [i,b,]=iLk,. (26.8) 
(26.8) 式 表明 角 动 量 的 三 个 分 量 不 能 同时 具有 定 值 ( 除 非 这 三 个 分 量 同 时 等 于 
零 , 见 后 ). 从 这 一 点 来 讲 , 角 动量 和 动量 具有 基本 的 区 别 , 动 量 的 三 个 分 量 是 可 
以 同时 具有 定 值 的 . 
从 E,,L,,Z, 等 算 符 出 发 ,我 们 可 以 组 成 角 动 量 矢 量 的 模 量 平方 算 符 ,并 用 


QD 三 秩 反 对 称 单位 张 量 ew( 也 称 为 单位 轴 张 量 ) 的 定义 为 分 量 ez =1 且 对 三 个 下 标 全 部 反对 称 
的 一 个 张 量 , 它 的 27 个 分 量 中 ,显然 只 有 6 个 分 量 不 等 于 零 ,这 6 个 分 量 的 下 标 i,k,l 等 于 1,2,3 的 某 种 
置换 . 如 果 可 以 从 1,2,3 出 发 对 调 偶 数 次 以 后 得 到 置换 i,k,1, 则 该 分 量 等 于 +1, 如 果 这 种 对 调 次 数 为 奇 
数 , 则 该 分 量 等 于 - 1, 显然 有 
etiein =261m ,Cueint =0 
两 个 矢量 4,B 的 矢 积 4 xB=C 的 分 量 可 以 通过 em 张 量 表 为 
C; = 6 
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表示 之 : 
DP=R+h+L. (26.9) 
这 个 算 符 和 ,已 ,元 等 算 符 分 别 对 易 : 
[EZ] =0, [BP,L]1=0, [2,£] =0. (26. 10) 


例如 ,应 用 (26.8) 式 ,我 们 有 


[Ie ,L.] =0. 
以 上 三 式 相 加 ,可 得 [ZL?,L,] =0. 从 物理 上 来 讲 ,(26. 10) 式 表明 了 角 动 量 的 平 
方 ( 即 其 绝对 值 ) 可 以 和 它 的 一 个 分 量 同 时 具有 定 值 . 
为 方便 计 ,通常 用 下 列 复 组 合 量 代替 上 和 L, 算 符 : 


L,=L +ih, L=L -iL,. (26.11) 
应 用 (26.8) 式 进行 直接 计算 后 ,很 易 证 明 下 列 对 易 关 系 : 
[LE] =27, [hh]=L,, [Eh]l=-L. (26. 12) 
不 难 验 证 
Dr=L,L + =iL, ++L. (26. 13) 


最 后 ,我 们 来 写 出 常用 的 单 粒 子 角 动 量 算 符 在 球 坐 标 中 的 表达 式 . 按照 通常 
方式 引进 球 坐 标 


xX=rsin Ocos 9, y=rsin Osin pg, z=reos 0， 











经 过 简单 计算 后 ,可 得 下 列表 式 : 
证 (26. 14) 
? =e | + + icot EE (26. 15) 
代入 (26.13) 式 中 ,得 下 列 形式 的 单 粒子 角 动 量 平方 算 符 . 
?0)] (26. 16) 


要 注意 的 是 ,上 式 除 了 一 个 相 乘 因子 外 就 是 拉 普 拉 斯 算 符 的 角 部 . 
$27 角 动 量 的 本 征 值 
为 了 求 出 单 粒 子 角 动 量 沿 某 一 方向 的 分 量 的 本 征 值 , 最 好 把 该 分 量 所 沿 的 
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方向 取 作 极 轴 ,并 在 球 坐标 系 中 表 出 该 算 符 . 根据 (26.14) 式 ,方程 iy =1y 可 写 
作 

-ioy/99 =Ly. (27.1) 
其 解 为 

=f(r,0)e”, 
其 中 的 f(r,0) 是 r 和 9 的 任意 函数 .为 了 使 y 函数 是 单 值 函 数 起 见 , 它 对 而 言 
必须 具有 周期 性 ,其 周期 为 25. 由 此 得 中 

1 =m， 其 中 以 =0, 土 1 , +2,…. (27.2) 

因此 本 征 值 1 是 一 些 正 负 整数 , 零 也 包括 在 内 .i 算 符 的 本 征 函 数 依赖 于 p, 这 
个 依赖 于 p 的 因子 可 写作 


和 (po) = (2T) -去 eine. (27.3) 
这 种 函数 已 按 下 式 归 一 化 : 
[ B29) Bel) dp = Bm (27.4) 
系统 总 角 动 量 z 分 量 的 本 征 值 显然 也 等 于 一 些 正 负 整数 : 
L =M， 其 中 MM=0, +1, +42,…. (27.5) 


(这 是 因为 算 符 等 于 相互 对 易 的 单 粒子 算 符 i 之 和 . ) 
由 于 z 轴 所 取 的 方向 并 无 任何 特殊 性 ,显然 对 j,, 或 对 角 动 量 沿 任 一 方向 
的 分 量 来 讲 , 也 能 得 同样 结论 ; 亦 即 它们 只 能 取 整 数值 . 这 个 结论 粗 看 起 来 似乎 
有 些 不 大 合理 ,特别 是 我 们 把 它 应 用 到 两 个 靠 得 无 限 近 的 方向 上 的 时 候 .但 在 实 
际 上 我 们 必须 记 住 ,ZL ,天 ,大 算 符 的 唯一 共同 本 征 函 数 只 能 对 应 于 下 列 本 征 值 : 
L,=L,=L,=0; 
这 种 情形 下 的 角 动 量 矢 量 等 于 零 , 从 而 沿 任 一 方向 的 投影 也 都 等 于 零 . 本 征 值 


L,,L,,L 中 只 要 有 一 个 不 等 于 零 ,L,L, ,上 , 算 符 就 没有 共同 本 征 函数 . 换 句 话 
说 ,不 存在 这 样 的 态 , 该 态 中 两 个 或 三 个 沿 不 同方 向 的 角 动 量 分 量 算 符 可 以 同时 
具有 (不 全 等 于 零 的 ) 定 值 ,因此 我 们 只 能 谈 到 其 中 的 一 个 分 量 为 整数 . 

一 个 系统 的 各 种 定 态 之 间 的 差别 , 仅 在 于 必 值 不 同 的 那些 定 态 具有 相同 的 
能 量 值 ; 这 是 根据 z 轴 方 向 毫 无 特殊 性 这 样 一 种 一 般 考虑 得 知 的 . 因此 , 角 动 量 
守恒 (并 不 等 于 零 ) 的 系统 , 它 的 那些 能 级 总 是 简 并 的 @. 


中 角 动 量 分 量 的 本 征 值 按 习 惯用 m 来 标志 , 它 和 粒子 的 质量 采用 相同 的 记号 ,然而 在 实际 上 不 会 
导致 混淆 . 

@@ 这 是 $10 中 提 到 过 的 一 个 普遍 定理 的 特殊 情形 ,该 定理 指出 ,如 果 存 在 两 个 或 两 个 以 上 的 守恒 
量 它们 的 算 符 并 不 相互 对 易 ,那么 能 级 是 简 并 的 . 现在 的 三 个 角 动 量 分 量 就 是 这 样 的 量 、 
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现在 来 求 角 动 量 平方 的 本 征 值 .我 们 只 从 对 易 关 系 (26.8) 式 出 发 ,看 一 看 
怎样 求 出 这 些 本 征 值 . 令 yy 为 某 一 简 并 能 级 中 L? 值 相同 但 N 值 不 同 的 那些 定 
态 波 函 数 〇 . 

首先 ,由 于 z 轴 的 两 个 方向 在 物理 上 是 等 价 的 ,对 每 个 正 值 M = 1M1, 就 有 
一 个 对 应 的 负 值 M = - 1M1. 令 L( 正 整数 或 零 ) 为 L? 给 定 后 LI 的 最 大 可 能 值 . 
征 值 不 可 能 是 负 的 . 

把 LZ, 算 符 作用 在 的 本 征 函数 yy 上 ,应 用 (26. 12) 式 的 对 易 关 系 [ 工 ,， 


L,] = + 上 , ,可 得 

LL,yy = (Mtl)L, yy,. (27.6) 
由 此 可 见 L ,yw 函数 相当 于 元 值 等 于 M +1 的 本 征 函数 (除开 一 个 归 一 化 常数 
外 ) ;我 们 可 写作 


Wi = 常数 xL,wy， (27.7) 
Wu-i = 和 常数 xL_yy. 
如 果 在 第 一 式 中 令 MM=L, 则 必须 有 下 列 恒等式 : 
L,y,=0, (27.8) 


因为 根据 定义 M>L 的 态 是 不 存在 的 . 把 L._ 算 符 作用 于 上 式 ,并 利用 (26. 13) 
式 , 可 得 
Li,y=(D -EF-L)y,=0. 
但 由 于 yw 是 L* 和 ZL, 算 符 的 共同 本 征 函 数 , 我 们 有 
Py, = yy = Ly Ly,= LY, 
故 由 前 式 可 得 
也 ”= 也 (了 +1). (27.9) 
(27.9) 式 确定 了 欲求 的 角 动 量 平方 本 征 值 ;L 可 以 取 所 有 的 正 整数 值 ,包括 
零 在 内 . 对 给 定 的 一 个 工 值 而 言 , 角 动量 分 量 于 = M 可 以 采取 以 下 的 各 种 数值 
M=L,L-1,.:.…,—L, (27.10) 


@ 这 里 已 假定 不 存在 附加 简 并 ,这 种 附加 简 并 会 使 角 动 量 平方 值 不 同 的 态 具 有 相同 的 能 量 值 . 这 
样 的 假定 ,对 离散 谱 而 言 是 成 立 的 (库仑 场 中 所 谓 的 偶然 简 并 除外 ; 见 8$36) ,对 连续 谱 而 言 一 般 并 不 成 
立 . 可 是 ,即使 有 这 样 的 附加 简 并 存在 的 时 候 , 我 们 总 可 以 选取 这 样 一 套 本 征 函 数 , 这 套 本 征 函 数 所 描述 
的 各 个 态 中 L? 具有 各 种 定 值 ,从 而 可 以 再 从 中 选 出 一 些 状态 ,它们 具有 相同 的 下 值 和 相同 的 过 值 . 这 一 
事实 的 可 能 性 ,从 数学 上 来 讲 ,是 由 于 一 组 对 易 算 符 的 矩阵 总 能 同时 对 角 化 . 为 简单 计 ,我 们 下 面 不 考虑 
这 些 附加 简 并 ,因为 根据 上 述 理 由 ,所 得 的 结论 实际 上 是 和 有 无 附加 简 并 的 假定 无 关 的 . 
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总 共有 2L + 1 个 不 同 的 值 .因此 , 角 动 量 为 工 的 能 级 具有 (2L+1) 重 简 并 ;通常 
称 为 角 动 量 方向 上 的 简 并 . 角 动 量 L =0( 当 三 个 分 量 全 都 为 零 时 ) 的 态 并 不 简 


并 ,这 种 态 的 波 函 数 是 球 对 称 的 ,这 是 因为 在 任意 无 限 小 转动 下 ,改变 量 Ey 此 时 
为 零 . 

为 简便 计 ,我 们 按 习惯 常 称 一 个 系统 的 “ 角 动 量 " 为 工 ,其 含义 是 指 角 动 量 的 
平方 值 等 于 L(L+1) ; 角 动量 的 :分量 通常 就 叫做 “ 角 动 量 分 量 ”. 

对 单 粒子 角 动 量 而 言 (27.9) 式 可 写成 

F=l(l+1). (27.11) 

我 们 用 小 写 的 /1 代 表单 个 粒子 的 角 动 量 . 

现在 来 计算 L, 和 上 , 在 一 个 表象 中 的 矩阵 元 ,这 个 表象 中 的 能 量 以 及 L? 和 


L, 都 是 对 角 的 (1926 年 , 玻 恩 , 海 森 伯 , 约 当 ). 首先, 我 们 注意 到 ,由 于 ZL, 和 L, 算 


符 与 六 算 符 分 别 对 易 ,它们 的 矩阵 对 能 量 而 言 旦 对 角形 式 ,也 就 是 说 ,对 具有 不 
同 能 量 值 ( 以 及 不 同 角 动 量 值 L) 的 那些 态 而 言 ,这 些 态 之 间 的 跃迁 矩 阵 元 全 都 
等 于 零 . 因此 ,我 们 只 需 考虑 同一 简 并 能 级 中 具有 不 同 M 值 的 那些 态 之 间 的 蜂 
迁 矩 阵 元 就 可 以 了 . 

由 《27.7) 式 可 知 , 算 符 尼 ,的 矩阵 中 只 有 M - 1 一 M 的 跃迁 矩阵 元 才 不 等 于 


零 , 而 在 算 符 L_ 的 和 矩阵 中 只 有 M->M -1 的 跃迁 矩 阵 元 不 等 于 零 . 考虑 到 这 一 点 
以 后 ,我 们 在 (26. 13) 式 的 两 边 各 取 对 角 和 矩阵 元 ,可 得 外 
L(L+1)= (MIL,IM-1M-1IL IMY+M -M. 
注意 到 算 符 ZL, ,L, 都 是 厄 米 的， 
(M-1IL.IMY = (MIL,IM-1)° 
我 们 可 以 把 前 式 改写 成 下 列 形式 ; 
HMIL, IM -1)1* =L(L+1) -M(M -1) = 
=(L-M+1)(L+M), 
所 以 名 
(MIL,IM-1)=(M-1IL_IM) = 
= VL+M)(L-M+1). (27. 12) 
因而 对 元 和 上 ,本身 来 讲 , 不 等 于 零 的 和 矩阵 元 为 


QD 为 简便 计 , 我 们 往往 在 矩阵 元 的 记号 中 赂 去 一 些 指 标 ( 包 括 指 标 上 在 内 ) ,这 些 所 略 指标 对 该 矩 
阵 而 言 是 对 角 的 ， 
@ 此 式 中 根 号 前 所 选 的 符号 ,与 角 动 量 本 征 函 数 中 所 选 的 相位 因子 一 致 ， 





$28 角 动 量 的 本 征 函 数 "83 . 


(MIL,IM -1) =(M-1ILIM) = 


= VL+M TMI) 
(MIL,IM -1) = 一 (M-11L,IM) = 
2 -i VT HM TH+IY 
L, 和 工 , 矩阵 中 的 对 角 元 都 等 于 零 . 由 于 对 角 矩 阵 元 代表 该 量 在 有 关 态 中 的 
平均 值 ,从 而 在 L 具有 定 值 的 态 中 ,平均 值 L, 和 L, 都 等 于 零 . 由 此 可 知 ,如 果 角 
动量 分 量 在 空间 某 一 指定 方向 具有 定 值 , 则 矢量 L 本 身 也 沿 该 方向 . 
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当 1 和 m 的 数值 事先 给 定 后 ,一 个 粒子 的 波 函 数 并 未 完全 确定 . 这 是 因为 以 
上 两 量 的 算 符 在 球 坐 标 表 式 中 只 含 2 和 9 角 ,从 这 一 点 可 以 看 出 它们 的 本 征 函 
数 中 可 含 一 个 依赖 于 7 的 任意 因子 . 我 们 现在 只 考虑 该 波 函 数 中 表征 角 动 量 本 
征 函 数 的 那个 角 部 因子 . 把 它 记 作 Y, (9,8) ,具有 下 列 归 一 化 条 件 : 


| 1Y, 12do =1, 
其 中 do = sin bdbdp 为 立体 角 元 . 
我 们 以 后 将 看 到 ,在 求解 尼 和 i 算 符 的 共同 本 征 函 数 问题 中 ,人 允许 把 变量 6 
和 9 分 离开 来 ,把 这 个 函数 写成 下 列 形式 : 
7 = 下 (pp)G (CD)， (28.1) 
其 中 的 B, (ep ) 为 算 符 i. 的 本 征 函 数 ,已 由 (27.3) 式 给 出 . 由 于 @, 函数 已 按 
(27.4) 式 的 条 件 归 一 化 ,因而 @, 函数 的 归 一 化 条 件 应 该 是 


(27. 13) 


「 19， 1’sin 9d0 = 1. (28.2) 
或 m 值 不 同 的 Yi, 也 数 是 自动 正 交 的 : 
[Yi Yisin edeap = Bd, (28.3) 


因为 它们 是 对 应 于 不 同 本 征 值 的 角 动 量 算 符 的 本 征 函 数 .更 。(2) 这 组 函数 本 身 


是 相互 正 交 的 [ 见 (27.4) 式 ] ,因为 它们 是 i 算 符 的 不 同 的 本 征 函 数 ,对 应 于 该 
算 符 的 不 同 本 征 值 m. 6,, (9) 这 组 函数 本 身 并 不 是 任何 角 动 量 算 符 的 本 征 函 
数 ;根据 (28.3) 式 ,它们 对 不 同 的 1 而 言 是 相互 正 交 的 ,但 对 不 同 的 m 而 言 并 不 
正 交 . 


计算 所 求 函 数 的 最 直接 方法 是 把 7?? 算 符 写 为 球 坐 标 如 表 式 (26. 16) ,直接 
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求解 它 的 本 征 函 数 .方程 式 Pr =Py 

1 

sin0 6 (sn 9 为) + sin 二 

把 (28.1) 形 式 的 水 代入 上 式 , 可 得 ,函数 的 方程 式 

1 dd d0,, 
sin 0 db db ] 

这 个 方程 在 球 谐 函 数论 中 是 熟知 的 . 当 1 二 1m1 为 正 整 数 时 ,上 式 具 有 满足 

单 值 条 件 和 有 限 条 件 的 解 ,与 上 节 用 和 矩阵 方法 求 得 的 角 动 量 本 征 值 相 一 致 . 它 所 

对 应 的 解 称 为 连带 勒 让 德 多 项 式 P*(cos 9)( 见 数学 附录 $ ce) ,应 用 归 一 化 条 件 

(28.2) ,得 到 中 


本 人 Cm) lp, oa 
0 ytP (cos 0). (28.5) 


上 式 中 已 经 假定 了 m0. 当 m We 
OQ, in =( -1)°0O, Iml » (28.6) 
换 句 话说 ,(28.5) 式 中 去 掉 ( -1)” 因 子 并 把 m 改 成 Iml 后 即 得 m <0 的 @,. 
由 此 可 知 , 角 动量 本 征 函 数 在 数学 上 就 是 用 特殊 方式 归 一 化 以 后 的 球 谐 函 
数 . 为 参考 计 , 我 们 写 出 上 述 定义 下 的 完整 表 式 : 


m+ lim! pi+l (1— Im!)! imi in ， 
YY-(0, 9) sf Ey 4 Crm (cos 0)e (28.7) 
Yo =i tlp,C oos 8) ， (28.8) 


显然 ,m 值 反 号 的 两 个 函数 ,存在 下 列 关 系 : 
( 2 =Y,. (28.9) 
当 1=0( 从 而 有 m=0) 时 , 球 谐 函 数 变 成 一 个 常数 . 换 甸 话说, 角 动 量 等 于 
零 的 粒子 态 波 隔 数 只 依赖 于 7, 亦 即 具有 球 对称 性 ,这 和 §27 中 的 一 般 论述 是 一 
致 的 . 
当 m 值 给 定 以 后 ,1 可 从 1m1 开 始 依次 地 等 于 让 的 各 个 递增 本 征 值 . 根据 本 
征 函 数 的 一 般 零 点 原理 ($21) ,我 们 可 以 导出 这 样 的 结论 ,@u 函 数 对 !- 1ml 个 
不 同 的 6 角 而 言 可 以 等 于 零 ; 换 句 话 说 , 它 以 球面 上 的 1- lm1 条 “ 纬 线 ” 为 节 线 . 








La 0. 


2 
(sin 0 OB, +l(l+1)0, =0. (28.4) 
sin’'0 


特别 是 


也 归 一 化 条 件 当 然 不 能 确定 相位 因子 的 选择 方式 . 我 们 在 本 书 中 采用 (28.5) 式 的 定义 ,从 普遍 的 
角 动 量 相 加 理论 看 来 最 为 自然 . 它 和 一 般 采用 的 定义 相差 一 个 六 因子 .上 述 选 法 的 优点 ,参考 $60, 8 106 
和 8 107 中 的 附注 即 能 明白 . 


mera TE “一 7 本 
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如 果 整 个 角 部 函数 中 的 e*“ 因 子 用 实 因子 cosmog 或 sinmeg 来 代替 名, 它 还 具有 
Iml 条 “经 线 ” 节 线 ; 从 而 节 线 总 数 等 于 1 氏 . 

最 后 ,我 们 来 看 一 下 怎样 用 和 矩阵 方法 算出 @, 图 数 . 它 和 8$23 中 计算 振子 波 
函数 时 所 采用 的 做 法 类 似 . 从 (27.8) 式 1 ,Y=0 出 发 ,应 用 (26. 15) 式 的 1 , 算 
符 , 并 把 它 作 用 在 下 列 函 数 上 : 

1 ， 
Yi 一 *?0, 9 
(0 
可 得 @, 的 方程 式 





0 1 . @, =0 
a cot0 w=0,， 
因而 9, = 常数 xsin 6. 应 用 归 一 化 条 件 求 出 此 常数 后 ,得 


t 
B -=(-i): / sin1g (28. 10) 


其 次 ,应 用 (27.12) 式 ,我 们 有 
1 Yi = (Yn = Vi-m) (+tm+l) Y,. 
重复 应 用 此 式 ,得 
UCU-m)l!y 1 
(I+m)! ” /OD! 
采用 (26.15) 式 的 /_ 算 符 ,易于 把 上 式 右边 计算 出 来 ,我 们 有 
1 [f(0)e™] ~e'"- Drsin' "0 pfsin’ 0). 
重复 应 用 此 式 ,得 


(7 ) "ee™*O, = em”?sin 


Gi a 





和 Cs 
(dcos 8) 一” 
应 用 上 式 以 及 (28.10) 式 的 @, ,最 后 可 得 


1 /21+1 (lL+m)! 1 d'™” ,21 
一 一 rr 90， 
O,, (0) ( i) 2 (LL-m) 1251 sinrf (decos Or™ 


(28.11) 


(sin'00, ). 











此 式 和 (28.5) 式 相同 . 
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我 们 再 来 考虑 一 个 多 粒子 封闭 系统 包 ; 设 /为 标志 该 系统 的 任 一 标量 物理 
@ ”这 种 函数 所 对 应 的 态 中 没有 确定 的 4 值 ,但 可 以 具有 概率 相等 的 上 mm 值 . 


@ 本 节 所 有 的 结论 ,对 有 心力 场 中 的 一 个 粒子 也 是 成 立 的 (一 般 来 讲 , 对 总 角 动 量 守恒 的 系统 也 是 
成 立 的 ). 
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量 ,对 应 于 这 个 量 的 算 符 为 f. 任 一 标量 对 该 系统 的 坐标 系 旋转 而 言 是 不 变 的 . 因 


此 标量 算 符 /经 过 旋转 变换 后 保持 不 变 , 即 六 与 旋转 算 符 相对 易 . 我 们 知道 ,除开 
一 个 常 因 子 外 ,无 限 小 旋转 算 符 等 于 角 动 量 算 符 , 故 有 
If,L} =0 (29.1) 


根据 f 和 角 动 量 算 符 的 可 对 易 性 可 知 ,在 L* 和 工 ,为 对 角 的 表象 中 ,f 和 矩阵 对 
下 标 LM 而 言 也 是 对 角 的 . 再 则 ,M 仅 决 定 于 系统 和 坐标 轴 的 相对 取向 ,一 个 标 
量 的 值 是 和 这 个 取向 无 关 的 ,因此 我 们 可 以 说 ,矩阵 元 (n'LMIfinLM) 是 和 以 值 
无 关 的 ;n 暂时 代表 除 上 和 MM 外 确定 系统 状态 的 所 有 量子 数 . 上述 论断 可 以 根据 
算 符 f 和 上 ,的 可 对 易 性 形式 地 得 到 证 明 : 

fi, -Lf=0. (29. 2) 
把 上 式 的 n,L,M-n',L,M +1 的 跃迁 矩阵 元 写 出 来 . 考虑 到 LL, 算 符 只 有 一 个 n， 
L,Mn,L,M+1 和 矩阵 元 不 等 于 零 , 可 得 
(nLM+1lIfln,L,M+1) ln,L ,M+1lIL, ln,L,M) = 
=(n’,L,M+]1 IL, In’',L,M) ln’',L,MIfin,L,M) 
由 于 工 , 的 矩阵 元 与 指标 n 无 关 , 我 们 有 
(n’,L,M+1lfln,L,M+1) = (n',L,MIfln,L,M) (29.3) 
可 见 M 值 不 同 ( 其 它 指标 相 同 ) 的 所 有 《n’,L,MIfin,L,M) 是 相等 的 . 

如 果 把 上 述 结论 应 用 到 哈密 顿 量 本 身上 来 ,就 可 得 出 早先 的 结论 , 即 定 态 的 
能 量 和 M 无 关 , 也 就 是 说 ,能 级 具有 (2L+1) 重 简 并 . 

其 次 , 设 4 为 标志 封闭 系统 的 某 一 矢量 物理 量 . 当 该 系统 的 坐标 系 转动 后 
(如 为 无 限 小 旋转 , 即 用 角 动 量 算 符 作用 后 ) ,一 个 矢量 的 三 个 分 量 就 变换 成 为 
它们 之 间 的 线性 组 合 . 因此 ,ZL, 算 符 和 4, 算 符 的 对 易 结 果 ,必然 仍 得 到 该 矢量 的 
一 些 4, 分 量 . 确切 的 形式 可 以 这 样 求 出 ,只 要 注意 到 ,在 4 为 粒子 径 矢 的 特殊 情 
形 下 ,应 该 得 到 (26.4) 式 . 因此 得 出 下 列 对 易 关 系 : 

[L,,A,] =ie,A,. (29.4) 

这 些 对 易 式 使 我 们 有 可 能 对 4, ,4,,4, 诸 分 量 的 矩阵 形式 作出 一 系列 的 结 
论 ( 玻 恩 , 海 森 伯 和 约 当 ,1926). 首先 ,我 们 可 以 求 出 对 哪些 跃迁 矩阵 元 才 可 能 
不 为 零 ,也 就 是 求 出 它们 的 选择 定 则 . 但 是 ,我 们 不 准备 在 这 里 进行 这 种 元 长 的 
计算 ,以 后 将 会 讲 明 ( $107) ,这 些 选择 定 则 ,实际 上 是 一 个 矢量 的 一 般 变换 性 
质 的 直接 结果 ,根据 变换 性 质 ,几乎 无 需 计算 ,就 可 以 把 它 求 出 来 . 在 这 里 我 们 先 
不 加 证 明 , 只 给 出 这 些 选择 定 则 . 

所 有 矢量 分 量 的 跃迁 矩 阵 元 ,只 有 当 角 动量 工 的 改变 值 不 超过 1 的 时 候 才 
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不 等 于 零 ; 即 
LL 或 工 土 1， (29.5) 
此 外 还 有 一 个 附加 的 选择 定 则 , 它 禁 止 两 个 上 =0 的 态 之 间 的 跃迁 ;这 个 附加 定 
则 ,万 是 角 动 量 志 =0 的 态 具 有 完全 的 球 对 称 性 的 直接 结果 . 
对 角 动 量 投 影 值 M 而 言 , 它 的 选择 定 则 对 矢量 的 不 同 分 量具 有 不 同 的 结果 . 
这 就 是 说 ,改变 W 值 的 各 种 牙 迁 抢 阵 元 中 ,只 有 下 列 跃 迁 矩 阵 元 有 可 能 不 等 于 零 : 
对 A, =4.+ 过 ， M 一 1M +1， 
对 4. =4. -过 一 MK-1L， 
对 4. M—M. 
此 外 ,还 有 可 能 求 出 矢量 矩阵 元 依赖 于 量子 数 M 的 一 般 公式 . 这 是 一 些 经 
和 常用 到 的 重要 公式 ,我们 不 加 证 明 地 把 它 写 出 来 ,它们 实际 上 是 $ 107 中 求 得 的 
(关于 任意 张 量 的 ) 某 些 更 普遍 公式 的 特殊 情形 . 
不 等 于 零 的 4, 和 矩阵 元 由 下 列 公式 给 出 : 
M 


VL(L+1)(2L+1) 


| 大 一 

， 二 >/ =- 虹 vi 三 29.7 

(n'LMIA,In,L -1,M) LQL -ILTI tNAln,L 1), ?人 ) 
|/ 天 -及 本 

(n’',L -1,MIA,InLM) = LLL ™ 1 | 4 | nL). 


记号 《n'L' 4 aL) 称 为 约 化 矩阵 元 ,不 依赖 于 量子 数 MD. 这 些 矩 阵 元 有 下 列 
关系 : 


(29.6) 





(n'LMIA,InLM) = (n'L Al nL), 


nL ANnL) = (nL A nL )., (29. 8) 


这 可 直接 根据 算 符 4, 的 厄 米 性 得 出 . 
4- 和 4, 的 矩阵 元 也 可 由 约 化 矩阵 元 确定 .4 -的 非 零 矩 阵 元 为 


/CC-M+TI)(CE+MN) ，， 
(n’',L,M-11A_InLM) = i (n'LIAInL), 

; (LL-M+1)(L-M),, 
Cn’ ,LM-1IAIn,L-1,M) = ee (n'L |Alln,L -1), 
. 人 + 有 -1)CC+M , 
(n',L -1,M-1lA_ InLM) = 人 (n',L-1|AlnL). 


(29.9) 


QD 〈29.7) 和 (29.9) 中 出 现 的 依赖 于 工 的 分 母 是 和 $ 107 中 采用 的 一 般 记号 一 致 的 . 写 出 这 些 分 母 
的 方便 之 处 ,可 从 (29.12) 式 (两 个 矢量 的 标 积 矩阵 元 ) 采 取 简 单 的 形式 看 出 来 . 
约 化 矩阵 元 的 符号 具有 整体 性 ,不 像 抢 阵 元 符号 那样 可 以 分 开 理解 [ 见 (11.17) 式 后 的 说 明 ]. 
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4 ,的 矩阵 元 无 需 再 写 :由 于 A, 和 4, 是 实 量 , 我 们 有 
(Cn'L'M'IA, InLM) = (nLMIA_ 1 NM》 (29. 10) 
还 有 一 个 公式 ,用 约 化 矩阵 元 表 出 两 个 矢量 4 和 B 的 标 积 和 4，' B 的 矩阵 

元 . 如 把 算 符 和 4，B 写成 下 列 形式 ,可 以 简捷 地 导出 


A 


A.B = 二 (A.B +A.B,)+A.B. (29. 11) 


矩阵 4 B( 和 任 一 个 标量 一 样 ) 对 LL 和 MM 是 对 角 的 . 应 用 公式 (29.7) 一 
(29.9) ,可 算出 下 列 结果 : 


(n'LMIA . BInLM) = 一 


yp 2 Cn'L | A nL nL | B | nL), 
(29. 12) 
式 中 上" 取 值 L,L+1. 
为 参考 计 , 我 们 给 出 矢量 工 的 约 化 矩阵 元 本 身 , 比 较 (29.9) 和 (27.12) 式 ， 
得 
(LLNL= YL(L+1)(2L+1), | (29. 13) 
‘L-1|iIL= TLL-1) =0. 
应 用 中 经 常 碰 到 的 一 个 量 是 粒子 径 矢 的 单位 矢量 n. 它 的 约 化 矩阵 元 可 以 
通过 例如 mn. =eos 9 对 m=0 的 角 动 量 分 量 的 矩阵 元 求 出 来 ; 


OR [ O* ,oc0s0 . gusin 0d0 
On 已 由 (28.11) 式 给 出 .上 式 积分 后 ,得 外 


(1-1,0Inll0)=—  — . 
VI GI+I) 
/一 ! 的 跃迁 矩阵 元 均 为 零 [ 和 单 粒 子 的 任 一 极 和 撩 量 一 样 , 见 后 面 (30.8) 式 ]. 和 


(29.7) 式 比较 后 ,得 到 


ee (29. 14) 
(21 nl?) =0. 
习 题 


把 张 量 nn 36a(n 是 沿 粒 子 径 舌 方向 的 单位 和 失 量 ) 对 角 动量 绝对 值 给 定 


为 上 (但 其 方向 即 玉 不 确定 ) 的 态 平均 化 , 求 其 结果 . 
解 :所 求 的 张 量 平 均值 仍 为 算 符 ,这 种 算 符 可 以 只 通过 了 上 算 符 来 表述 . 其 形 


中 对 decos 9 进行 1-1 次 分 部 积分 ;此 类 积分 的 一 般 公式 为 (107. 14 ) 式 . 
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式 为 





1 > ;2 2 
mm -su=a ii +hi -61+1) |; 


这 是 由 1 的 分 量 所 能 组 成 的 其 迹 为 零 的 二 秩 对 称 张 量 的 最 一 般 形式 . 为 了 求 出 常 
数 a, 上 式 可 左 乘 i, 并 右 夹 ) 和 由 于 n 和 所 ij =FFxP 相 各 直 , 故 


nn 了 =0(i 为 司 标 ). 夹 积 人 i 人 =( 让 )* 可 用 本 征 值 (1+1)? 代替 ,乘积 LL 人 
可 用 (26.7) 式 变换 成 下 列 形式 : 


A A A nA 内 A ~ 


LL i =L2 Li, -ienlli, = (8) -ea -1,1) = 


= (P)? + 六 eueun 和 = (全 ) P=P(+1)? -L(+1) 
(其 中 我 们 应 用 了 ee =26,). 经 过 简单 整理 后 ,得 下 列 结果 : 


| 
(C271-1) 21+3)" 


$ 30 态 的 宇 称 


除了 坐标 系 的 平移 和 旋转 不 变性 分 别 代 表 空 间 的 均匀 性 和 各 向 同性 以 外 ， 
还 有 一 种 变换 可 使 一 个 封闭 系统 的 哈密 顿 量 保持 不 变 . 这 种 变换 称 为 反 演 变换 ， 
它 由 所 有 坐标 的 同时 变 号 所 组 成 , 亦 即 把 每 个 坐标 轴 反 向 ;右手 坐标 系 变 成 左手 
坐标 系 ,或 者 反之 . 哈密 顿 量 在 这 种 变换 下 的 不 变性 代表 空间 的 镜 向 反射 对 称 
性 9. 经 典 力 学 中 ,哈密 顿 函 数 对 空间 反 演 的 不 变性 并 不 导致 守恒 律 , 量 子 力学 
中 情况 则 有 所 不 同 . 


我 们 用 符号 P( 因 “ 字 称 ”的 英文 是 “Parity” ) 代表 一 个 反 演 算 符 , 它 作 用 在 波 
函数 由 (r) 上 的 效果 是 使 坐标 变 号 : 


Py(r) =y( -7). (30.1) 
容易 求 出 这 个 算 符 的 本 征 值 P, 它 由 下 式 确 定 : 
Py(r) =Py(r). (30.2) 


我 们 注意 到 ,把 反 演 算 符 连用 两 次 ,等 于 一 个 恒 等 变 换 : 函 数 的 宗 量 没 有 变化 . 换 


名 话说 ,我 们 有 产 几 = P2y = 由 , 即 P =1, 故 
P= 土 1. (30.3) 


因此 , 反 演算 符 的 本 征 应 数 用 P 作 用 后 ,或 者 根本 不 变 , 或 者 变 一 符号 .第 一 种 情 
况 下 , 波 函 数 ( 及 其 相应 的 态 ) 称 为 偶 的 ,第 二 种 情况 下 则 称 为 奇 的 . 


QD 处 于 有 心力 场 中 的 一 个 多 粒子 系统 , 它 的 哈密 顿 量 对 力 心 也 有 反 演 不 变性 . 
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哈密 顿 量 反 演变 换 下 的 不 变性 ( 亦 即 算 符 吾 和 P 对 易 ) 代 表 了 宇 称 守恒 定律 : 
如 果 一 个 封闭 系统 的 态 具 有 确定 的 字 称 ( 它 是 偶 的 或 奇 的 ) ,这 个 字 称 在 随后 的 
时 刻 中 保持 不 变 Q@. 

角 动 量 算 符 在 反 演变 换 下 也 是 不 变 的 ,坐标 以 及 对 坐标 微 商 的 算 符 都 变 号 ， 
结果 使 算 符 (26.2) 保持 不 变 . 换 句 话说 , 反 演 算 符 和 角 动 量 算 符 对 易 , 这 意味 
着 ,一 个 系统 可 以 在 具有 确定 的 宇 称 的 同时 ,具有 确定 的 角 动量 二 和 确定 的 角 动 
量 分 量 M. 所 有 那些 只 有 M 值 不 同 的 态 都 有 相同 的 宇 称 ; 因为 一 个 封闭 系统 的 


性 质 和 它 的 空间 取向 无 关 , 这 可 从 对 易 式 六 ,P -PL，=0 出 发 加 以 证 明 ,其 方法 
和 (29.2) 到 (29.3) 的 推导 方法 相同 . 

各 种 物理 量 的 矩阵 元 具有 一 定 的 字 称 选择 定 则 . 我 们 先 来 考虑 标量 , 首先 必 
须 区 分 反 演 后 保持 不 变 的 真 标 量 和 反 演 后 变 号 的 寿 标 量 ,后 者 例如 一 个 轴 矢 量 


和 一 个 极 矢量 的 标 积 . 一 个 真 标量 的 算 符 f 与 P 对 易 ; 由 于 这 一 点 ,如 果 P 的 矩阵 
是 对 角 的 , 则 矩阵 /对 字 称 指标 也 是 对 角 的 , 亦 即 除了 g 一 g 和 uu 的 跃迁 外 算 


阵 元 均 为 零 (g 和 分 别 代表 偶 态 和 奇 态 ). 对 于 厦 标 量 算 符 ,我 们 有 Pr = -fP; 


算 符 P 和 f 反 对 易 . 对 g8-*g 跃迁 而 言 ,此 式 的 矩阵 元 为 P A, = -/P ,由 于 
P=1, 故 f, =0. 同 理 可 得 f., =0. 因此 , 磺 标 量 矩 阵 中 ,只 有 改变 字 称 的 那些 路 
迁 矩 阵 元 才 不 等 于 零 . 由 此 可 知 ,标量 矩阵 元 的 选择 定 则 为 
真 标量 gg ,uu， 
虱 标 量 gu,urg. | 
这 些 定 则 也 可 从 矩阵 元 定义 出 发 直接 导出 . 例如 ,我 们 来 考虑 积分 


f= | fsdq, 其 中 是 偶 函 数 ,是 奇 函 数 . 如 果 f 是 真 标量 , 当 所 有 坐标 


变 号 时 被 积 函 数 也 随 之 变 呈 ; 另 一 方面 ,积分 是 遍及 整个 空间 的 ,不 会 因 积分 变 
量 的 更 名 而 变化 .因此 ,有 人 = -人 人, 即 =0. 
我 们 可 以 类 似 地 导出 矢量 的 选择 定 则 ,此 时 必须 记得 ,普通 矢量 ( 极 和 天 量 ) 
反 演 时 变 号 ,而 轴 矢 量 ( 例 如 角 动 量 矢 量 , 它 是 和 7 两 个 极 矢量 的 矢 积 ) 反 演 时 
不 变 号 . 求 出 的 选择 定 则 如 下 : 
极 和 天 量 gu,ug， 
轴 矢 量 g 一 g ,uu. | 
我 们 来 确定 角 动 量 为 ! 的 单 粒子 态 的 宇 称 . 反 演 变换 (x* 一 -xy 一 -yz 一 
-2z) 在 球 坐 标 中 相当 于 下 列 变换 : 


(30.4) 


(30.5) 


Q@ ”为 避免 误解 ,必须 申明 这 是 针对 非 相对 论 理论 的 , 在 相对 论 理论 范围 内 ,存在 着 破坏 字 称 守恒 的 
相互 作用 . 
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rr, 0 一 三 一 六 ， op T+9. (30.6) 
粒子 波 函 数 和 角度 的 关系 ,是 由 角 动 量 本 征 函 数 ,给 出 的 ,其 中 ,除开 一 个 这 里 
并 不 重要 的 常数 外 ,具有 Pr (cos 0)e”“ 的 形式 . 当 9 被 +9 代替 后 ,e™“ 因 子 条 
上 了 一 个 (-1)”, 而 当 29 被 TT -6 代替 后 ,Pr (cos 9) 变 成 Pr( -cos 0) = 
( -1) "Pr"(cos 9). 因 此 整个 函数 等 于 原 函 数 乘 以 ( -1)( 和 m 无 关 , 与 以 前 所 
讲 的 一 致 ) ,这 就 是 说 ,! 全 为 给 定 的 态 中 ,其 宇 称 为 
P=(-1).. (30.7) 
我 们 看 到 ,凡是 /为 偶数 的 态 都 是 偶 态 ,i 为 奇数 的 态 都 是 奇 态 . 
一 个 单 粒子 的 矢量 物理 量 只 有 /一 i 或 1t+1 的 跃迁 和 矩阵 元 才 不 等 于 零 
( § 29). 记 住 这 一 点 ,再 和 矢量 矩阵 元 的 宇 称 改变 问题 联系 起 来 ,参照 (30.7) 
式 , 可 得 如 下 的 结论 :一 个 单 粒 子 的 矢量 矩阵 元 只 有 对 下 列 跃 迁 才 不 等 于 零 : 
极 矢量 | 


铀 矢量 Ll. (30. 8 ) 


§31 角 动 量 的 相 加 


我 们 来 考虑 一 个 系统 , 它 由 相互 作用 很 弱 的 两 个 部 分 组 成 . 当 把 相互 作用 全 
部 略 去 后 ,每 一 部 分 都 能 满足 角 动 量 守恒 定律 . 整个 系统 的 总 角 动 量 工 可 以 看 
作 是 这 两 个 部 分 的 角 动 量 L, 和 工 , 之 和 .在 下 一 步 近似 中 ,考虑 了 弱 的 相互 作用 
后 ,ZL 和 工 , 不 再 严格 守恒 ,但 是 模 量 平 方 值 的 量子 数 L, 和 五 仍 是 “好 的 "量子 
数 , 适 合 于 对 该 系统 的 态 进 行 近似 描述 . 把 角 动 量 看 作 经 典 量 ,我 们 可 以 这 样 说 ， 
在 这 种 近似 中 ,L, 和 工 , 只 绕 工 方向 旋转 ,它们 的 长 度 保持 不 变 . 

对 这 样 的 系统 ,产生 了 角 动 量 的 “ 相 加 法 则 ”问题 :ZL, 和 厂 给 定 后 工 的 可 能 
值 是 什么 ? 角 动 量 分 量 的 相 加 法 则 是 很 明显 的 :由 于 5 =, + 忆 ., 可 得 

M=M, +M,. (31.1) 

但 对 角 动 量 平方 算 符 , 没 有 这 样 简单 的 关系 ,为 了 导出 它们 的 “ 相 加 法 则 ” ,我们 
作 如 下 的 考虑 . 

如 果 把 天 ,三 ,局 二 , 取 作 物理 量 的 一 个 完全 集合 由 , 任 一 态 可 以 由 五 ,LL,， 
M, ,M, 四 个 值 确定 . 当 L, 和 L, 给 定 以 后 ,M, 和 M, 可 以 分 别 取 (2L, +1) 个 及 
(2L, +1) 个 不 同 的 数值 ,因此 共有 (2L, +1) (2L, +1) 个 不 同 的 态 具有 相同 的 已 
和 L, 值 . 我 们 令 pm 为 这 种 表象 中 的 状态 波 函 数 . 

如 果 不 用 以 上 四 个 量 , 我 们 也 可 以 拿 到 ,Li,L?,L, 作为 一 个 完全 集 . 那么 ， 


@ ”以 上 四 个 量 与 其 它 量 放 在 一 起 才能 组 成 一 个 完全 集 .但 是 其 它 物理 量 在 以 下 的 讨论 中 不 起 作 
用 ,为 表述 简单 计 ,我 们 可 以 把 它们 完全 略 去 ,而 把 以 上 四 个 量 暂 称 为 一 个 完全 集 ， 
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每 个 态 可 以 用 工 ,L,,L,M 四 个 值 来 标志 (其 相应 的 波 苑 数 我 们 记 作 yj). 当 
L, 和 上 给 定 以 后 ,必须 和 以 前 一 样 具 有 (2L, +1)(2L, +1) 个 不 同 的 态 , 也 就 是 
说 ,对 给 定 的 L 和 情 而 言 ,L 和 M 必须 取 (2L, +1)(2L,+1) 对 不 同 的 数值 . 这 
些 数值 可 以 用 下 法 确定 . 

把 各 种 可 能 的 MK 和 M, 值 相 加 起 来 ,得 到 相应 的 各 个 MM 值 ,如 下 表 所 示 : 


M, M, M 
L, L, Li+L 
六 | 
L, +L,-1 
ed 2 
L, 六 二 2 
L -1 一] 万 十 区 2 
六 L, 


我 们 看 到 ,对 应 于 一 个 og 态 ( 这 时 有 一 对 MM, 和 MM, 值 ). M 的 最 大 可 能 值 为 
M =L + 上 ,y 态 中 MM 的 最 大 可 能 值 ,也 就 是 上 的 最 大 可 能 值 ,因而 为 L, +L. 其 
次 ,M =L +L, -1 的 9 态 有 两 个 .因此 ,具有 这 种 M 值 的 y 态 也 一 定 有 两 个 ;其 
中 一 态 的 LL=L+ 世 (以 及 M=L-1), 另 一 个 态 的 L=L +L,-1( 以 及 M=L). 
M=L +L, -2 的 9 态 有 三 个 .这 意味 着 ,除了 L=L,+L,,L=L +L, -1 这 两 个 
值 外 ,还 会 有 工 = +IL -2 这 个 值 . 

继续 分 析 下 去 ,M 值 每 减少 1, 具 有 给 定 M 值 的 态 数 就 增加 1. 很 易 看 出 ,上 
述 情况 会 继续 下 去 . 直到 M 值 等 于 1L, - 工 ,1 为 止 . 当 M 值 进一步 减 小 时 , 态 数 就 
不 再 增加 , 仍 等 于 2L, + 1( 如 果 LL). 这 就 表明 ,1L, - 工 1 是 上 的 最 小 可 能 
值 . 因此 ,我 们 可 以 得 出 结论 ,L, 和 工 , 值 给 定 后 ,量子 数 虐 可 以 采取 下 列 各 种 数 
值 : 

L=L +b,L +L,-1,.%,IL -L,|, (31.2) 

这 里 一 起 有 2L, +1 个 不 同 的 数值 (假定 L, << 工 ). 容易 验证 此 时 工 ,M 这 一 对 量 
子 数 的 确 可 取 (2L, +1)(2L, +1) 种 不 同 的 数值 . 要 注意 的 是 ,如 果 我 们 不 管 
2L + 1 个 不 同 的 轩 值 (对 一 个 给 定 的 L) ,那么 ,(31.2) 中 每 一 个 可 能 的 工 值 只 对 
应 于 一 个 态 

上 述 结果 可 以 用 “矢量 模型 ”直观 地 描述 . 如 果 令 矢量 和 工 , 的 长 度 为 工 
和 工 ,, 则 工 的 可 能 值 可 以 用 LL, 和 上 , 矢量 相 加 后 所 得 的 工 矢 量 的 整数 长 度 表示 
之 ; 当 工 和 工 , 平行 时 ,可 得 上 的 最 大 值 L + 疡 , 当 元 ; 和 碾 : 反 平 行 时 ,得 最 小 值 
IL, -Ll. 
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在 角 动 量 疡 ,2 及 总 角 动 量 工 都 具有 定 值 的 态 中 ,Z 民工 工 ; ,也 工 ; 等 
标 积 也 都 具有 定 值 . 这 些 定 值 很 容易 算出 来 . 计算 L，* L, 时 ,我 们 令 L = 工 , + 
元 , ,把 它 平方 再 移 项 后 ,得 
2 无 :LL,=D -7 -t. 

式 右 的 算 符 用 他 们 的 本 征 值 来 代替 ,我们 得 到 式 左 算 符 的 本 征 值 : 

L, TL = {LL+1) -hh +1) -LL +1)}. (31.3) 
同 理 可 得 

L-L, = 二 1L(L+1) +L,(L, +1) -L,(L, +1)}. (31.4) 


现在 来 求 “ 宇 称 的 相 加 法 则 ”. 我 们 知道 ,由 两 个 独立 部 分 所 组 成 的 一 个 系 
统 , 它 的 波 函 数 多 等 于 这 两 个 部 分 的 波 孙 数 多 和 网 的 乘积 .如 果 后 两 个 波 函 
数 具有 相同 的 宇 称 ( 即 当 所 有 坐标 变 号 时 它们 同时 变 号 ,或 同时 不 变 号 ) , 则 整 
个 系统 的 波 函 数 显然 是 偶 的 .反之 ,如 果 儿 和 多 的 宇 称 相反 , 则 更 函数 是 奇 
的 . 这 个 说 法 可 写成 

PP=PP， (31.5) 
P 是 整个 系统 的 宇 称 ,P, 和 P, 分 别 是 子 系统 的 宇 称 . 这 个 法 则 当然 可 以 立刻 推 
广 到 由 无 相互 作用 的 任意 多 个 部 分 所 组 成 的 系统 中 去 . 

特别 是 ,如 果 我 们 考虑 的 是 处 于 有 心力 场 中 的 一 个 多 粒子 系统 (粒子 间 的 

相互 作用 假定 很 弱 ) , 则 整个 系统 的 态 的 宇 称 [ 见 (30.7) j 为 

P=( 1) +h. (31.6) 
我 们 强调 指出 ,上 式 守 数 中 只 包含 角 动 量 ,的 代数 和 ,一 般 来 讲 , 它 和 角 动 量 的 
“矢量 和 ”, 即 该 系统 的 总 角 动 量 工 ,是 很 不 一 样 的 . 

如 果 一 个 封闭 系统 (在 内 力作 用 下 ) 发 生 分 裂 , 它 的 总 角 动 量 和 宇 称 都 必须 
守恒 . 这 些 条 件 有 可 能 使 得 一 个 系统 的 分 裂 因 此 成 为 不 可 能 ,尽管 从 能 量 角度 看 
来 这 种 分 裂 似乎 是 可 能 的 . 

例如 ,我 们 来 考虑 一 个 原子 ,处 于 角 动 量 为 L=0 的 偶 态 ,并 从 能 量 角度 看 
来 , 它 有 可 能 分 裂 成 为 一 个 自由 电子 和 一 个 角 动 量 为 L=0 并 处 于 奇 态 的 一 个 离 
子 . 但 是 很 容易 证 明 这 样 的 分 裂 实际 上 是 不 可 能 的 (或 者 说 是 禁 戒 的 ). 这 是 因 
为 ,由 于 角 动 量 守恒 定律 ,这 个 自由 电子 的 角 动 量 也 必须 等 于 零 , 从 而 处 于 偶 态 
[P=(-1) = +1]; 而 离子 + 自由 电子 系统 的 态 将 为 奇 态 , 可 是 该 原子 的 初 态 
却 是 偶 态 . 
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量子 力学 中 两 个 相互 作用 粒子 的 运动 问题 ,可 以 照 经 典 力 学 中 所 做 的 那样 ， 
把 它 简 化 成 为 一 个 单 粒子 问题 . 按 V(r) 规律 (r 为 这 两 个 粒子 间 的 距离 ) 相 互 作 
用 着 的 两 个 粒子 (质量 分 别 为 m, ,m,) ,其 哈密 顿 量 呈 以 下 形式 : 


2 


= -A -A 人 A + U(r) (32.1) 
2m, ' 2m, ’ 


式 中 A, 和 A, 分 别 是 这 两 个 粒子 坐标 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 我们 引进 新 变量 R 和 7， 
代替 粒子 的 径 矢 r, 和 r,: 


六 二 72 —T， NM (32.2) 
r 为 两 粒子 距离 矢量 ,而 R 为 质心 的 径 矢 .经 过 简单 计算 后 ,可 得 
万 = 页 A + LI(r) (32.3) 


2(m rg 
式 中 An 和 A 分 别 是 对 R 和 7 化 标的 拉 普 拉 斯 算 符 ,m, + m, 是 该 系统 的 总 质 
量 , 而 m=mm/(mi +m,) 是 约 化 质量 .由 此 可 见 哈 密 顿 量变 成 了 两 个 独立 部 
分 之 和 . 与 此 相应 ,我 们 可 以 把 (rj,r,) 写 成 p(R)yw(r) 的 乘积 形式 ,其 中 的 
wp(R) 函数 描述 质心 的 运动 (如 同 质量 为 m, + m, 的 一 个 自由 粒子 ) ,而 多 (Cr) 函 
数 描述 这 两 个 粒子 的 相对 运动 [如 同 质量 为 m 的 一 个 粒子 在 有 心力 场 U(r) 中 
运动 ]. 

一 个 粒子 在 有 心力 场 中 运动 时 苹 定 记 方 程 具有 下 列 形式 ，; 
A + PLE -U(r) Jy =0. (32.4) 


采用 拉 普 拉 斯 算 符 在 球 坐 标 中 的 熟知 表 式 ,我们 可 以 把 上 式 写 成 
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A A ACh 
+ LE- U(r) ly =0. (32.5) 
如 果 在 式 中 引入 (26.16) 式 的 角 动 量 平方 算 符 1, 可 得 中 
二 | - 广 计 (7 ) by] +U(r)y = Ey. (32.6) 


在 有 心力 场 中 运动 时 , 角 动 量 是 守恒 的 . 我 们 来 考虑 角 动 量 1 及 其 分 量 m 都 
有 定 值 的 那些 定 态 .这 两 个 值 确 定 了 波 了 汽 数 的 角 部 . 因此 我 们 要 找 的 (32.6) 式 
之 解 具 有 下 列 形式 : 


w=R(r)Y,(0,9), (32.7) 
式 中 的 7,(90,9) 是 球 谐 聘 数 . 
由 于 FY, = 1(1+1)Z ,我 们 得 到 径 向 函数 R(7) 的 方程 式 : 
二 下 (全 -SR + EE- U(r) R=0. (32.8) 


上 式 根本 不 包含 数值 .. = m ,这 与 能 级 对 角 动 量 方向 的 简 并 度 为 (2l+1) 是 一 致 
的 ,这 一 点 我 们 已 经 熟悉 . 
我 们 来 研究 波 函 数 的 径 部 . 作 下 列 变换 


RC) -Xn (32.9) 


(32.8) 式 变 成 下 列 形式 : 
d” 2m i(l+1) 四 
+ [党 (8 -0) i (32. 10) 


如 果 势 场 U(r) 处 处 有 限 , 波 函数 小 在 整个 空间 也 必须 处 处 有 限 , 包 括 原点 在 内 ， 
从 而 其 径 部 R(r) 也 必 处 处 有 限 . 根据 这 一 点 Xx(7) 在 r=0 处 必须 等 于 零 : 
x(0) =0. (32.11) 
如 果 一 "0 时 势 场 趋向 无 穷 大 ,上 述 条 件 实 际 上 还 是 成 立 的 ( 见 §35). 
(32.10) 式 在 形式 上 等 同 于 具有 下 列 势 场 的 一 维 运动 苹 定 证 方程 : 


Q@) 如 果 引 入 动量 的 径 向 分 量 算 符 p, , 它 的 形状 为 
a 1 9 el _3. 1 
py= -ih r (YY) = a( gr r )* 
则 哈密 顿 量 就 可 以 写成 下 列 形式 : 
-tr) + vr), 


这 和 经 典 哈密 顿 函 数 的 球 坐 标 形式 完全 相同 . 
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hl+1) 


2m 7 


U(r) =U(r) + (32. 12) 


它 是 势能 U(r) 与 下 式 之 和 : 
#1(l+1) _A 
2mr’ 2mr’ 
这 个 表 式 可 以 称 为 离心 能 . 由 此 可 见 , 有 心力 场 中 的 运动 问题 ,可 以 归结 为 运动 
区 域 在 一 问 受 限制 的 (r =0 处 的 边界 条 件 ) 一 个 一 维 运动 问题 .xy 函数 的 归 一 化 
条 件 也 是 “一 维 " 的 ,由 下 列 积分 确定 : 
「 | 及 | 天 dr = 「 Ix| “dr. 

一 端 受 限 的 一 维 运动 ,其 能 级 是 非 简 并 的 ( 8$21). 因 此 我 们 可 以 这 样 说 ,如 
果 能 量 已 经 给 定 , 则 (32. 10) 式 之 解 , 亦 即 波 函数 的 径 部 ,就 被 完全 确定 . 如 果 还 
记得 这 个 波 函 数 的 角 部 已 由 i 和 m 值 完全 确定 ,我 们 就 得 到 这 样 的 结论 ,对 有 心 
力 场 中 的 运动 讲 来 , 它 的 波 函 数 可 以 由 ,li 和 m 三 个 数值 完全 确定 . 换 句 话说 ， 
对 这 样 的 运动 讲 来 ,能量 , 角 动 量 的 平方 以 及 角 动 量 的 z 分 量 这 三 个 量 组 成 物理 
量 的 一 个 完全 集 . 

有 心力 场 中 的 运动 问题 归结 为 一 维 问题 后 ,使 我 们 有 可 能 应 用 振荡 定理 
( 见 8$21). 我 们 把 具有 给 定 ! 值 的 各 个 能 量 本 征 值 (离散 谱 ) 按 递增 次 序 加 以 排 
列 ,给予 编号 n,, 令 最 低能 级 的 编号 为 n, =0. 则 n, 确定 了 波 函 数 的 径 部 在 7 的 
有 限 值 域内 所 具有 的 节点 数 (r =0 点 除外 ).n, 称 为 径 量 子 数 . 对 有 心力 场 中 的 
运动 讲 来 ,! 常常 称 为 角 量子 数 ,m 则 称 为 磁 量 子 数 . 

对 于 角 动 量 1 值 不 同 的 各 种 粒子 态 , 有 一 套 常 用 符号 ;用 下 列 拉丁 字母 
标志 : 
1 2345 6 7 
pdf g h i k 

运动 于 有 心力 场 中 的 一 个 粒子 , 它 的 基态 总 是 s。 态 ; 因 为 如 果 li 对 0, 则 波 函 
数 的 角 部 一 定 具 有 节点 ,但 是 基态 波 函 数 根本 不 存在 节点 .我 们 还 可 以 断言 
给 定 后 ,能量 的 最 小 可 能 值 随 i 增加 . 因为 角 动 量 的 存在 使 哈密 顿 量 中 多 出 一 个 
正 项 所 1(1+1)/2mr ,这 一 项 是 随 1 增 加 的 . 

现在 来 找 径 函 数 在 原点 附近 的 形状 . 此 处 我 们 假定 

limU(r)r =0. (32. 14) 
我 们 把 R(7) 表 成 r 的 备 级 数 , 当 7 很 小 时 只 保留 该 级 数 的 首 项 ; 换 句 话说 ,我 们 
把 R(7) 表 成 R= 常数 xr 的 形式 .把 它 代 入 下 列 方程 中 : 
d /1 2dR 


lr TT ) -ll+1)R=0, 


i= 0 
(32. 13) 
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这 个 式 子 是 由 (32.8) 式 乘 以 后 再 取 极 限 一 "0 得 到 的 ,结果 得 

s(s+1) =i(l+1). 
故 

sS=/! 或 *s=-(! +1)， 
s= 一 (1+1) 这 个 解 不 满足 必要 条 件 ;r =0 时 它 变 成 无 穷 大 (注意 1! 二 0). 因此 只 
留 下 s=1 这 个 解 ,也 就 是 说 ,具有 给 定 1 值 的 状态 波 卫 数 在 原点 附近 和 r+ 成 正 
比 : 

RR 二 常数 xr. (32. 15) 

粒子 与 原点 的 距离 在 r 和 r+dr 范围 内 的 概率 由 1RI 确定 ,因而 和 rz“*" 成 正 
比 . 可 见 1 值 愈 大 ,这 个 概率 在 原点 愈 快 地 趋 于 零 . 
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平面 波 
风 = 常数 xe 2 
描述 一 个 定 态 ,该 态 中 一 个 自由 粒子 具有 确定 的 动量 p( 以 及 确定 的 能 量 E = 
P /2m). 现 在 考虑 自由 粒子 的 另 一 种 定 态 , 该 态 中 ,不 但 具有 确定 的 能 量 值 ,而 
且 具 有 确定 的 角 动 量 绝对 值 及 其 分 量 值 . 为 方便 计 ,我 们 引入 波 数 开 代替 能 量 : 


Ek = = Yr, (33.1) 
和 角 动 量 为 1 而 其 投影 值 为 m 的 状态 波 肾 数 具有 下 列 形式 : 
Yum = Ru(r)Y,(0,9), (33.2) 
其 中 的 径 函 数 由 下 式 确 定 : 
R', + RL + [¥ -< ]R, =0 (33.3) 


[ 即 (32.8) 式 中 U(r) =0]. 连续 谱 ( 对 有 而 言 ) 的 yw, 波 函 数 满足 下 列 正 交 归 一 
化 条 件 : 

k’'—k 

| pal i dV = 80,6 (3 ) . 
对 不 同 的 1,W 和 不 同 的 mm,m" 而 言 的 正 交 性 有 角 部 函数 加 以 保证 . 径 函 数 则 必须 
按 下 列 条 件 归 一 化 
「 RueRudr = (二 | =2mp(5 一 大) ， (33.4) 

如 果 我 们 不 是 按 “k/2" 标 度 ” 归 一 化 ,而 是 按 “ 能 量 标 度 ” 亦 即 按 下 列 条 件 归 
一 化 : 

| PR Rdr =6(E' -E), 
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那么 ,按照 一 般 公 式 (5. 14) ,我 们 有 


/1 dk 1 [|_m 
Re =R, 2T dE ”天 一人 (33.5) 


1=0 时 ,(33.3) 式 可 写成 

re +k rR, =0; 
上 式 之 解 , 当 r=0 时 取 有 限 值 并 满足 归 一 化 条 件 (33.4) 者 [参考 (21.9) 式 ], 呈 
以 下 形式 : 


Ro =2——. (33.6) 
求解 1 关 0 的 (33.3) 式 时 ,我 们 作 下 列 替换 ; 
RL, =r¥n: (33.7) 
对 x 我 们 有 方程 式 
Xu + + kn =0. 
将 上 式 对 r+ 求 微 商 ,我 们 得 


Xb + + [# -2 x =0. 


作 替 换 xXh Xk, ltl ,上 式 变 成 


2(L+2) ， 
Ms + + Kis =0， 


这 实际 上 正好 是 xs 本 来 应 该 满足 的 方程 式 . 可 见 相 邻 的 如 函数 满足 下 列 
关系 : 


1 ， 
Ni+! Xu (33.8) 


从 而 有 
1 di! 
Xu = (一 吉 p47 

其 中 的 xw = Rw 已 由 (33.6) 式 所 确定 (该 式 当然 可 以 乘 一 任意 常数 ). 

就 这 样 ,我 们 最 后 求 得 的 一 个 自由 运动 粒子 的 径 函 数 具 有 如 下 的 表 式 : 
1 2r 1 dd ‘ sin Er 
k' ( r | r 
[因子 "是 为 归 一 化 目的 而 引进 的 ( 见 后 ) 而 ( -1) 是 为 方便 而 引进 的 ]. 函数 
(33.9) 可 用 半 整 数 阶 的 贝 塞 尔 函 数 表 成 


k 5 
Ru = mi =21,(kr) ， (33.10) 


R,=(-1) (33.9) 
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其 中 
ji(x) = Ela (33.11) 
称 为 球 贝 塞 尔 函 数 中 


为 了 求 得 径 函 数 (33.9) 式 在 远 距 离 处 的 渐 近 表 式 ,我 们 注意 到 ,r 一 o 时 衰 
减 得 最 慢 的 那 一 项 ,可 由 对 sin kr 求 微 商 1 次 后 求 得 . 由 于 每 进行 一 次 - d/dr 的 


微 商 ,正弦 函数 的 宗 量 增 加 - 二 m, 故 得 下 列 渐 近 表 式 : 
Ru~ 二 sin{ 杂 -于 ). (33. 12) 


8$ 21 中 已 经 解释 过 ,Ru 函数 可 以 利用 它 的 渐 近 表 式 加 以 归 一 化 . 把 渐 近 式 
(33.12) 与 (33.6) 式 中 的 归 一 化 函数 Reo 相 比较 ,可 以 看 出 (33.9) 式 中 所 用 的 系 
数 使 得 RR 函数 实 际 上 已 经 归 一 化 . 

在 原点 附近 (r 很 小 ) ,把 sin kr 展 成 级 数 , 求 微 商 后 ,只 保留 > 的 最 低 宕 次 
项 ,得 外 

a i Cm A (kr) ( 1) kh 


r dr r r dr r(21+1)! (27+1)11 
故 Ri 函数 在 原点 附近 具有 下 列 形式 ; 
i (33. 13) 


4 (C27+1)11 
这 和 (32. 15 ) 的 一 般 结论 相符 合 . 

某 些 问题 (散射 理论 ) 中 ,需要 考虑 的 波 函 数 不 满 足 通常 的 有 限 性 条 件 ,而 
是 对 应 于 流 人 或 流出 原点 的 粒子 流 . 要 求 得 描述 角 动 量 1=0 的 这 些 粒 子 束 的 波 
函数 ,可 以 把 (33.6) 式 中 的 “ 球 驻 波 ” 解 换 成 以 下 形式 的 球 出 射 波 解 Ri ,或 球 人 
射 波 解 Rw ; 

Ri = Sew. 

在 角 动 量 ! 不 等 于 零 的 一 般 情形 下 ,我 们 求 得 的 (33.3) 式 之 解 具 有 以 下 

形式 : 


(33.14) 





1 +ikr 
二 ) 和 (33. 15) 


1 
LA 
Ru = Oe dr 


r 


QD 前 几 个 函数 为 








sinx . sinx% cosx. ( 3 1 ) ， 3cos x 
ji =) = sn ZX 一 


本 一 一 


四 了 % 3 w3 


jo = 
有 时 也 采用 另外 的 定义 ,使 这 些 函 数 乘 以 x 售 . 
@ 回 记号 (2!+1)1! =1 3.……… (21+1)，, 表 示 同 宇 称 的 所 有 整数 相 乘 直到 包括 2 +1 为 止 . 
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这 些 枯 数 可 以 用 汉 克 尔 函 数 表 出 如 下 : 
km 


Ra = +iA , /3-Hinina( kr) (33. 16 ) 
+ 号 和 -号 分 别针 对 第 一 类 和 第 二 类 汉 克 尔 函 数 . 
这 些 函 数 的 渐 近 式 为 
Ri ~ Ae*: ”mr, (33.17) 


在 原点 附近 ,具有 下 列 形式 
Ri ~A nee. (33.18) 


我 们 把 这 些 函 数 这 样 归 一 化 ,使 它们 对 应 于 每 单位 时 间 只 放出 (或 吸收 ) 一 
个 粒子 ,为 此 我 们 注意 到 , 远 距 离 处 的 球面 波 在 任 一 小 间隔 内 可 以 看 作 一 个 平面 
波 , 其 中 的 概率 流 密度 等 于 7=vwyw” , 式 中 v=%i/m 为 粒子 的 速度 . 归 一 化 条 件 


由 中 jaf =1 所 确定 , 式 中 的 积分 是 在 一 个 半径 7 很 大 的 球面 上 计算 的 ,也 就 是 


说 , [rdo =1, 其 中 的 do 为 立体 角 元 . 如 果 角 部 函数 已 按 以 前 方式 归 一 化 , 则 径 
函数 中 的 系数 4 必须 等 于 
- 工 - 库 
人 7 (33.19) 
有 一 个 类 似 于 (33. 12) 式 的 渐 近 式 ,这 种 表 式 不 但 对 自由 运动 的 径 向 波 函 
数 能 够 成 立 ,而 且 对 在 远 处 消失 得 足够 快 的 任意 场 9 中 的 运动 (具有 正 能 量 ) 也 
能 成 立 . 在 远 距 离 处 ,我 们 可 以 把 媳 定 兽 方程 中 的 势 场 和 离心 能 全 部 略 去 , 留 下 
， 以 下 的 近似 方程 : 
1 d (rR,) 2 
th R, =0. 


这 个 方程 的 通 解 为 
Ru~ 二 sin (如 - 亚 +6, | ， (33.20) 


其 中 的 6 是 一 个 常数 , 称 为 相 移 , 式 中 所 选 的 常 因 子 使 得 波 函 数 已 经 按 “k/2m 
标 度 ” 归 一 化 多 ,常数 相 移 8 是 由 边界 条 件 确定 的 (r 一 0 时 Ri 为 有 限 ); 它 不 能 
用 一 般 方 式 算出 ,而 要 从 精确 的 薛 定 廖 方程 式 中 解 出 来 . 这 个 相 移 8 当然 是 ! 和 


Q@ 我 们 将 在 $124 中 指出 ,该 势 场 应 比 1/r 消失 得 快 ， 
@ 正弦 函数 的 宗 量 中 加 有 -In 一 项 ,其 目的 是 使 8, 当 势 场 消失 时 满足 8 =0. 由 于 波 函 数 前 面 


的 正 负 号 一 般 讲 来 是 无 所 谓 的 ,5, 只 能 确定 到 相差 一 个 amf( 不 是 2zm) 为 止 , 因 此 8 之 值 只 能 确定 到 介 于 
0 和 之 间 . 
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k 的 函数 ,并 且 是 连续 谱 本 征 隔 数 的 一 个 重要 特性 . 
习 题 


1. 角 动 量 为 1=0 的 一 个 粒子 在 下 列 球 对 称 方 势 阱 中 运动 , 试 求 其 能 级 :r< 
a 时 U(r)=-U,r>a 时 U(r) =0., 
解 :1=0 的 波 函 数 只 依赖 于 r. 阱 内 的 蕉 定语 方程 哇 以 下 形式 ， 


1d 2 1 
7 (mW) + kw =0, = V2m( UV, - IE1). 


r=0 处 取 有 限 值 的 解 为 
sin kr 
ee 


w=4 
r>a 时 ,方程 式 为 
1 dd 1 
7 (Ww) -y=0, k= V2mlEl. 
无 穷 远 处 等 于 零 的 解 为 
48 
y =4 生 一 ， 
由 ry 的 对 数 导 数 在 r=a 处 的 连续 条 件 给 出 ; 





kcot ka = -k= 一 -hk ， (1) 


| i 
sin ka = + ka ; ; (2) 
A 2ma’ U, 


这 个 式 子 以 隐 函 数 的 形式 确定 了 欲求 的 能 级 [ 按 (1) 式 ,上 式 根 号 前 所 取 的 符号 
必须 使 cot ka <0]. 其 中 的 第 一 个 能 级 (1=0) 也 就 是 所 有 能 级 中 最 深 的 能 级 ( 见 
$32) ,对 应 于 该 粒子 的 基态 . 

如 果 阱 深 U6 足够 小 , 负 能 级 就 不 存在 ,粒子 就 不 能 在 阱 内 "过 留 ". 这 一 点 ， 
用 以 下 的 作 图 法 容易 从 (2) 式 中 看 出 来 .方程 式 圭 Sin x =ax 的 根 , 可 以 用 直线 
y=ax 和 曲线 y= 土 sinx 的 交点 给 出 ,我 们 应 该 只 取 cot x <0 的 那些 交点 ;y = 
sin x 曲线 中 的 这 一 有 关 部 分 在 图 9 中 用 实 线 画 
出 .我 们 看 到 ,如 果 a 足够 大 (U 足够 小 ) ,这 样 的 
交点 不 能 存在 . 当 y=ax 直线 处 于 Oa 位 置 时 , 即 


a 时 ,在 = 地 处 出 现 第 一 个 交点 . 令 w = 








PVA/ /2ma Us ,x =ka, 我 们 就 可 以 求 得 只 有 一 个 负 图 9 
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能 级 时 的 最 小 阱 深 : 

= (3) 
势 阶 半径 a 盒 小 ,Uo wi 就 愈 大 .第 一 个 能 级 FE 开始 出 现时 所 在 的 位 置 由 ka = 
二 确定， 此 时 E, =0. 当 阱 深 进一步 增加 时 ,基态 能 级 ,下 降 . 当 差 值 A = 


(Uo/Uo wio) -1 很 小 时 ,有 
-E=(mw/16)U, A” (4) 

2. 试 求 :在 一 个 很 深 的 球 势 阱 中 (U6 >> 拓 /ma ) , 角 动 量 1 值 不 同 的 各 个 能 
级 的 排列 次 序 (W. Elsasser,1933). 

解 : 当 U, 一 % 时 , 阱 边 的 条 件 要 求 y 趋 于 零 ( 参 考 §22). 把 阶 内 的 径 向 波 函 
数 写 成 (33.10) 的 形式 ,可 得 下 列 方程 

J (ka) =0,， 
当 1 取 不 同 值 时 上 式 的 各 个 根 就 确定 了 阱 底 以 上 各 能 级 的 位 置 ( 拓 弛 /2m = ro - 
IE1). 从 基态 开始 它们 的 排列 次 序 如 下 : 
ls,lp,l1d,2s,1f,2p,1g,2d,1h,3s,2f,.…. 
字母 前 的 数字 标志 ! 值 相同 的 能 级 的 出 现 次 序 册 . 

3. 试 求 : 当 阱 深 U6 逐渐 增加 时 ,不 同 1 值 的 各 种 能 级 的 先后 出 现 次 序 . 

解 : 每 当 一 个 新 能 级 开始 出 现时 , 它 的 能 量 五 =0. 此 时 的 阱 外 波 函 数 为 R, = 
常数 xr- ,满足 r% 时 民 一 0 的 条 件 [方程 式 (33.3) 当 上 =0 时 之 解 ]. 根 据 
阱 边 上 只 和 员 ' 的 连续 性 ,特别 是 微 商 (r*''RR) 的 连续 性 ,可 得 阱 内 波 函 数 在 这 
种 情形 下 所 满足 的 条 件 : 

r=a 时 ,(r'*'R,)’=0, 
这 个 条 件 等 价 包 于 r=a 时 的 R,., =0, 再 按 (33.10) 式 ,得 下 列 方程 


T (Vand ) =0; 
1=0 时 ,本 信函 数 应 换 成 余弦 函数 . 由 上 式 可 得 Uo。 逐渐 增 大 时 各 个 新 能 级 的 先 


后 出 现 次 序 ,如 下 所 示 : 
ls,lp,1d,2s,l1f,2p,l1g,2d,3s,1h ,2f,.…. 


@ ”这 种 记号 对 原子 核 中 的 粒子 能 级 讲 来 经 常 采 用 ( 见 § 118). 
@) 按 (33.7)(33.8) 式 ,我 们 有 (r- 及 ) =r 'R,1. 由 于 4 换 成 -1-1 时 方程 式 (33.3) 保 持 不 变 ,我 
们 就 有 (r+1R.,1)'=r*!R_i. 最 后 ,由 于 RR_, 和 Ri- ,满足 同一 方程 ,从 而 得 
(r+1R,) ' =ri*1R,, 
这 就 是 题 中 所 用 的 式 子 ， 
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注意 , 它 和 深 阱 中 能 级 排列 次 序 的 差别 , 仅 出 现在 相当 高 的 能 级 中 . 
4. 求 一 空间 振子 势 场 = 了 mo?r 中 的 一 个 粒 予 ) 的 能 级 ,并 求 它 的 简 并 
度 , 以 及 相应 定 态 中 轨道 角 动量 的 各 种 可 能 值 . 
解 :在 局 = 了 了 ma?( 委 +J2 + 好 ) 势 场 中 的 单 粒子 薛 定 刘 方 程 ,能 用 分 离 变量 
法 归结 为 三 个 线性 振子 方程 . 故 其 能 级 为 


3 3 
E=iw (n, +tns tn + ] =hw (n+ ) 


第 n 个 能 级 的 简 并 度 , 等 于 把 nn 分割 成 三 个 正 整 数 ( 和 包括 零 ) 之 和 时 各 种 不 
同 分 割 方法 的 总 数 由 ; 它 等 于 
(n+l1)(n+2) 
人 
定 态 波 员 数 为 
Wimm = 常数 xe ”2H (ax)H,,(ay)H,, (az), (1) 
其 中 的 a = Ymw/ 有 i(m 为 该 粒子 质量 ). 当 坐 标 反 号 时 ,H， 多 项 式 变 成 
( -1)"H,. 故 函数 (1) 的 宇 称 为 (-1)n2+2t9 = (一 1)". 把 满足 n+n, +n, =n 
(为 给 定 ) 的 各 个 风 ,。。 函数 加 以 线性 组 合 后 ,可 以 组 成 以 下 一 套 函 数 ; 


a -a2r2/2 1 人 3 2 2 
Vin = 常数 xe rYm (0,9)F ( pl Fit 2 OT js (2) 


其 中 的 lml =0,1,…,l, 而 1 当 n 为 偶数 时 可 取 0,2,…,n 诸 值 , 当 nn 为 奇数 时 可 
取 1,3,…), 诸 值 .这 是 由 于 函数 组 (1) 的 宇 称 为 ( -1)", 而 函数 组 (2) 的 宇 称 为 
( -1) ,这 两 个 宇 称 必须 相同 .这 就 确定 了 所 考虑 能 级 中 轨道 角 动 量 所 能 采取 的 
各 种 可 能 值 . 
因此 ,空间 振子 的 能 级 次 序 ( 采 用 题 2 题 3 中 所 用 的 记号 ) 如 下 : 
(1s),(1lp),(1d,2s), (lf,2p),(l1g,2d,3s),……. 
括号 中 包括 了 同一 能 级 的 各 种 简 并 态 @. 


§34 平面 波 的 分 解 


考虑 一 个 自由 粒子 , 沿 z 轴 的 正方 向 以 给 定 的 动量 值 p = 厂 运 动 .这 种 粒子 
的 波 函 数 呈 以 下 形式 : 
小 = 常数 x ei 
我 们 来 把 这 个 函数 按 自由 运动 的 角 动 量 本 征 函 数 yi, 展开 . 由 于 所 考虑 的 


中 ” 换 句 话说 ,这 就 是 把 二 个 相同 的 球 分 配 到 三 个 苗子 里 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 法 的 总 数 . 
@ 注意 角 动 量 /1 值 不 同 的 能 级 相互 简 并 ; 见 $ 36 末 跋 的 附注 ， 
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态 中 能 量具 有 定 值 太志 /2m, 显 然 , 欲 求 的 展开 式 中 只 能 出 现 具 有 上 述 值 的 各 
种 函数 .此 外 ,由 于 e“ 孔 数 对 z 轴 具有 轴 对 称 性 , 它 的 展开 式 中 只 能 包含 与 op 角 
无 关 的 函数 , 即 普 =0 的 各 种 函数 .因此 一 定 有 


e “= a i = > oR Yn 
其 中 的 a 是 一 些 常 数 .把 (28.8) 和 (33.9) 式 的 YY 和 Ri 函数 代入 上 式 , 我 们 得 
ein = > C,P, (cos 0) ( 工 ) (工业 ) 珈 各 ,(z=reos 0). 

其 中 的 C, 是 另 一 些 常数 . 上 式 两 边 都 展 成 的 震级 数 后 ,再 比较 (rcos 9)" 前 面 
的 系数 ,就 可 以 把 这 些 常 数 求 出 来 .对 上 式 的 右边 讲 来 ,(rcos 0) ”只 包含 在 第 = 
个 求 和 项 中 ;因为 1>n 时 , 径 函 数 的 展 式 是 从 7 的 更 高 暴 次 开始 的 ,而 当 i<n 
时 ,P,(cos 90) 多 项 式 中 只 合 cos 0 的 较 低 次 和 大. P, (cos 0) 中 cos'0 一 项 的 系数 为 
(21)1 /2'(11)*[ 见 (e.1) 式 ]. 再 用 (33.13) 式 ,可 得 上 式 右 边 展 开 式 中 的 欲求 
项 为 

(21)! (krcos 0) 
(ID) (21+1)1! 
上 式 左边 (在 e” "的 展开 式 中 ) 的 对 应 项 为 


(ikrcos bg) 
4 


以 上 两 项 相等 ,我 们 求 得 C; = ( -i)'(21+1). 因此 最 后 求 得 的 展开 式 为 


(-1)C 


eie = > ( -i)'(2l+1)P,(cos 6) ( 工 ) ( 土 酝 ) 空 各 (34.1) 
此 式 在 远 距 离 处 呈 下 列 渐 近 形 式 : 
e*~i DY(21 +1)Pi(oon 9)sin (hr - Fin ). (34.2) 


在 (34.1) 式 中 ,z 轴 是 选 定 在 沿 着 平面 波 波 和 失 上 的 方向 的 . 这 个 表 式 可 以 写 
成 更 一 般 的 形式 ,使 它 与 坐标 轴 的 选取 无 关 . 为 此 必须 应 用 球 谐 函数 相 加 定理 
[ 见 (c.11)] ,用 上 方向 和 rr 方向 (两 者 的 夹 角 为 6) 的 球 谐 函 数 表 出 多 项 式 
P,( cos 0) . 结果 为 

er =4n > (和 )Y (} (34.3) 

jj(kr) 函数 [由 (33.11) 式 定义 ] 只 依赖 于 乘积 如 ,使 得 上 式 明 显 地 对 称 于 矢量 大 
和 r; 两 个 球 谐 函数 中 ,不论 哪 个 取 复 共 斩 都 毫 无 关系 . 

我 们 把 e~“ 归 一 化 成 概率 流 密度 等 于 1 的 波 函 数 , 使 它 对 应 于 这 样 一 股 粒子 
流 ,该 粒子 流 平行 于 z 轴 ,每 单位 时 间 内 有 一 个 粒子 穿 过 一 个 单位 面积 . 这 样 的 
归 一 化 波 函 数 为 
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711 
ve。 ， (34.4) 
其 中 v 为 该 粒子 的 速度 ; 见 (19.7). (34. 1) 式 两 边 各 习 Ym/ 后 并 在 式 右 引进 归 
一 化 的 Vim = Ri (r) YY.(0,9) 函数 后 ,我 们 得 
y = 六 VI Wi wi). 
按照 一 般 规则 ,这 个 展开 式 中 wmim( 或 wino) 前面 的 系数 的 模 量 平方 值 ,等 于 
汇 于 原点 (或 从 原点 发 出 ) 的 粒子 流 中 一 个 粒子 具有 角 动 量 /上 (相对 于 原点 ) 的 概 


率 . 由 于 波 函 数 。-*e* 相 当 于 流 密度 为 1 的 粒子 流 , 这 个 “概率 ”就 具有 面积 的 
量 纲 ; 它 可 以 直观 地 解释 成 角 动 量 为 1 的 粒子 所 应 通过 的 那个 “截面 "(在 xy 平 
面 内 ) 的 面积 . 用 o, 代表 这 个 量 , 我 们 有 


o1=(21+1). (34.5) 
1 值 很 大 时 ,在 Al 区 间 内 (此 时 有 1 << Al <</) 的 截面 之 和 等 于 
> oi~ 21Al = 27 全 An 
把 角 动 量 的 经 典 表 式 记 =pp 代入 (p 二 ,上 式 变 成 
2TpAPp， 


就 与 经 典 结果 相 一致 . 这 样 的 结果 并 不 是 偶然 的 ;以 后 将 看 到 ,! 值 很 大 时 ,运动 
是 准 经 典 的 ( 见 $49). 
习 题 

试 将 一 个 平面 波 按 照 一 组 态 的 波 函 数 展 开 , 这 组 态 在 y 轴 上 具有 确定 的 角 
动量 分 量 m 和 动量 分 量 pp， 

解 : 引 入 其 轴 与 y 轴 一 致 的 柱 面 坐标 系 yp,yp. 题 中 所 给 的 那些 态 的 波 函 数 
将 具有 下 列 形式 : 

O_ (p) eing er 

取 gp 为 径 矢 与 z 轴 所 成 的 角度 , 则 展开 式 为 


oe" = 了 Qlp)e™ 
(此 时 p, =0) ,由 此 得 
0.(p) -二 exp[i(kpcos po - mo) 1do =i"T, (kp), 


式 中 J(x) 为 贝 塞 尔 函 数 . 当 hp >>1 时 0, 的 渐 近 形式 为 
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OE 
$35 粒子 向 力 心 的 " 鞋 落 ” 


为 了 揭示 量子 力学 运动 的 某 些 特性 ,我 们 来 考察 一 种 有 益 的 情况 ,尽管 这 种 
情况 本 身 并 没有 直接 的 物理 意义 : 设 有 一 粒子 运动 于 某 一 势 场 中 ,该 场 在 某 点 
(原点 ) 按 U(r) = -B/r(B>0) 的 规律 趋向 无 穷 大 ; 场 在 远离 原点 处 的 形状 ,我 
们 不 予 考 虑 .我 们 在 $18 中 已 经 看 到 ,这样 的 情况 ,是 介 于 通常 的 定 态 运动 和 粒 
子 回力 心 的 “坠落 "这 两 种 情况 之 间 的 . 

在 原点 附近 , 薛 定 廖 方程 现在 变 成 

R+ 二 R + 让 R=0 (35.1) 


[R(7) 为 波 函 数 的 径 部 ] , 式 中 引进 了 下 列 常数 : 
y= -ll+1), (35.2) 


并 且 已 经 略 去 了 客 次 低 于 1/r 的 所 有 各 项 ;能 量 E 的 数值 假定 是 有 限 的 ,因而 含 
E 之 项 亦 已 在 方程 中 上 略 去 . 
我 们 假定 R 的 形状 为 R~r; 则 可 得 出 :的 一 个 二 次 方程 
s(s+1) +Y=0, 
它 有 以 下 两 个 根 : 


1 /1 1 /1 
WM (35.3) 


为 了 进一步 研究 这 个 问题 ,最 好 采用 以 下 的 步骤 . 我 们 先 绕 原 点 划 出 一 个 半 
径 为 n 的 小 区 域 ,并 用 常数 -y/ 代替 这 个 区 域内 的 - y/r 函数 .然后 把 这 个 
“被 截断 的 ” 场 中 的 波 函 数 求 出 来 ,再 来 研究 过 渡 到 极限 情形 nm-0 时 能 得 什么 
结果 . 

我 们 先 假定 y < 地. 此 时 s, 和 s 都 是 负 实 数 ,并 且 s, > s,, 对 +>7, 而 言 ,本 
定 词 方程 的 通 解 具有 下 列 形式 (我 们 永远 限于 很 小 时 的 情形 ) : 

R=Ar" + Br’, (35.4) 
4 和 8 都 是 常数 . 当 r<m 时 ,方程 
R"+ ER'+ER=0 


ro 
的 解 如 果 在 原点 取 有 限 值 , 则 此 解 的 形式 为 
R= Cs 二 ， 1 = (35.5) 


ro 
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在 r=ro 处 ,R 函数 及 其 导数 R' 必 须 连 续 . 这 两 个 连续 条 件 最 好 改 为 一 个 条 件 ， 
rR 的 对 数 寻 数 为 连续 . 由 此 得 出 下 列 式 子 : 
A(si +1)roa +B(s, +1)re 


Ar'i+! 2 Br*+! = kcot kro 
0 0 
或 
A(s, +1)rn +B(s, +1)re 
eoly. 
从 上 式 解 出 的 比值 B/4 呈 以 下 的 形式 : 
全 = 常数 x 六 (35.6) 


现在 让 m 一 0 ,我 们 发 现 BL[4 一 0( 注 意 s >s). 由 此 可 见 ,对 薛 定 请 方程 
(35.1) 的 两 个 在 原点 处 发 散 的 解 讲 来 ,我 们 应 该 选取 发 散 得 较 慢 的 那个 解 : 


R--4 (35.7) 


pe 
7r 1 


现在 设 7 > 地. 此 时 s, 和 ss 都 成 为 复数 


Ws i 
2 0 
重复 以 上 的 分 析 ,结果 仍 得 (35.6) 式 ,把 s; 和 sz 的 值 代入 以 后 得 到 


全 = 常数 x (35.8) 


过 渡 到 极限 情形 n 一 0 时 ,上 式 并 不 趋向 任何 固定 的 极限 值 ,可 见 不 可 能 直接 过 
渡 到 极限 .采用 (35.8) 式 , 则 实 解 的 一 般 形 式 可 以 写成 


及 = 常数 xr -cos | jy -地 划 志 + 常数 ) (35.9) 

这 个 函数 所 具 的 零点 数 随 m 的 减 小 而 无 限 增 多 .一 方面 ,由 于 (35.9) 式 对 

具有 任意 有 限 能 量 值 5 的 波 孙 数 ( 指 7 很 小 时 的 波 函 数 ) 讲 来 都 能 成 立 , 为 一 方 

面 ,基态 波 函数 是 根本 没有 零点 的 ,我 们 就 可 以 得 出 这 样 的 推论 ,该 场 中 粒子 的 

“基态 ”对 应 于 能 量 = - % . 对 离散 谱 的 任 一 状态 讲 来 ,粒子 主要 是 在 >V 的 

空间 区 域内 .因此 , 当 EE -% 时 ,该 粒子 处 在 原点 附近 的 无 限 小 区 域内 ,这 就 是 
说 ,该 粒子 “ 落 ” 人 入 力 心 . 


粒子 开始 “ 落 " 人 力 心 的 “临界 " 场 0。 相 当 于 y= 地 . UV 中 -1/7 前 面 的 最 
小 系数 可 以 从 1=0 的 (35.2) 式 得 出 , 妈 


2 
Us = 2 


3 (35. 10) 
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由 (35.3) 式 ( 式 中 的 s ) 可 以 看 出 , 薛 定 请 方程 允许 解 (在 已 ~J1《r 的 附近 ) 的 发 
散 程度 在 一 0 时 不 快 于 1Mr. 如 果 一 "0 时 该 势 场 比 1vXr 更 慢 地 趋向 无 穷 大 , 则 
在 原点 附近 的 薛 定 谓 方程 中 ,5(r) 与 其 它 项 相 比 可 以 略 去 不 计 , 从 而 得 到 和 自 
由 运动 相同 的 解 , 即 y~r( 见 $33). 最 后 ,如 果 势 场 比 1/r 更 快 地 趋向 无 穷 大 
( 按 -1/r 规律 ,s >2) ,那么 ,原点 附近 的 波 函 数 就 和 交 一 成 正比 ( 见 8$49 例 
题 ). 在 所 有 以 上 情况 下 ,乘积 rw 在 r=0 点 都 趋 于 零 . 

其 次 ,我 们 来 研究 场 在 无 穷 远 处 按 U~ -B/r 的 规律 消失 并 在 原点 附近 具 


有 任意 形式 时 , 薛 定 翰 方 程 之 解 所 具有 的 性 质 . 我 们 首先 假定 < 二. 容易 证 明 


这 种 情形 下 只 能 存在 有 限 多 个 负 能 级 下, 实际 上 ,能 量 E=0 时 , 苹 定 计 方 程 在 远 
距离 处 呈 (35.1) 形 式 , 它 的 通 解 为 (35.4) 式 .可 是 (35.4) 式 的 函数 是 没有 零点 
的 (r 寺 0 时 ) ;因此 , 径 向 波 函 数 的 所 有 零点 都 位 于 有 限 距离 内 ,它们 的 总 数 是 有 
限 的 . 换 句 话说 ， RE 0 的 编号 是 一 个 有 限 值 ， 


另 一 方面 ， 如 果 y > 二 ,离散 谱 就 含 无 穷 多 个 负 能 级 . 实际 上 ,E =0 的 状态 


a 9 ) 形 式 ,具有 无 穷 多 个 零点 ,从 而 其 编号 永远 是 无 穷 
大 . 


最 后 , 设 场 在 整个 空间 内 呈 VU = -B/r 形式 . 如 果 y > 三 ,该 粒子 就 " 落 " 人 


力 心 , 如 果 y < 工 , 则 完全 不 存在 负 能 级 . 实际 上 ,此 时 已 = 0 的 状态 其 波 函 数 在 


整个 空间 内 呈 (35.7) 形 式 ;这 个 式 子 , 在 有 限 距离 内 没有 零点 , 亦 即 它 对 应 于 最 
低 的 能 级 (对 给 定 的 i 而 言 ). 


$36 库仑 场 中 的 运动 ( 球 坐 标 ) 


有 心力 场 运动 中 一 个 极 重要 的 情形 是 库仑 场 
U= +a/r 
中 的 运动 (其 中 a 是 一 个 正 的 常数 )., 我 们 先 考 虚 库仑 引力 场 ,因而 写成 UV = 
-a/r. 根据 以 前 讲 过 的 一 般 考虑 ,显然 负 能 量 本 征 值 呈 离 散 谱 (具有 无 穷 多 个 能 
级 ) , 正 能 量 本 征 值 呈 连 续 谱 . 

(32. 8) 的 径 函 数 方程 呈 以 下 形式 : 
dR 2 dR _l1+1)p ,2 
dr r dr rr 

如 果 我 们 考虑 的 是 两 个 相 吸 粒子 的 相对 运动 ,mm 应 取 折 合 质 量 . 


人 )R=0. (36.1) 


中 这 里 已 经 假定 了 7 很 小 时 该 场 中 的 粒子 不 会 “ 落 ” 入 力 心 . 


$36 库仑 场 中 的 运动 { 球 坐 标 ) 。 109. 


在 涉及 库仑 场 的 计算 中 ,最 好 采用 一 种 特殊 的 单位 制 代 替 通 常 的 单位 制 ,我 

们 称 它 为 库仑 单位 制 . 这 种 单位 制 中 的 质量 ,长度 和 时 间 的 量度 单位 分 别 为 
j i 
m, ma no 
所 有 其 它 单位 都 可 以 从 以 上 三 个 单位 导出 ;例如 能 量 的 单位 为 
起 

在 本 节 及 下 节 中 ,我们 都 采用 这 种 单位 制 (除非 作 特殊 声明 ) 马 . 

(36.1) 式 在 新 单位 制 中 变 成 











+ RR+2 (E+ )R=0. (36.2) 

离 散 谱 

引信 人 下 列 新 量 代 替 参 量 五 和 变量 7: 

1 2r 
= 人 36. 
n /FE 区 (36.3) 
E 为 负 值 时 ,n 是 一 个 正 实数 . (36.2) 式 作 (36.3) 式 的 替代 后 呈 下 列 形式 : 
R" + 二 RR' + -T+ -IR-0 (36.4) 

p 4 pp p 

( 撤 号 代表 对 p 取 微 商 ). 


p 很 小 时 ,满足 有 限 性 条 件 之 解 与 m 成 正比 [ 见 (32.15) 式 ].p 很 大 时 ,要 计 
算 R 的 渐 近 行为 ,我 们 可 在 (36.4) 式 中 略 去 含有 1/p 和 1/p? 的 项 ,得 下 列 方程 : 


及” =7R, 
故 R=e* 如 .我 们 只 对 无 穷 远 处 等 于 零 的 解 感 兴趣 ,可 见 ,p 很 大 时 ,这 个 解 应 按 
e- 如 的 规律 递减 . 
据 此 我 们 很 自然 地 作 下 列 替代 ，; 
尺 =pie- 宫 to(p) ， (36.5) 


@ 如 邻 m=9.11 x10-31 kg 为 电子 的 质量 ,并 令 a=e:(e 为 电子 的 电荷 ), 则 库仑 单位 制 就 和 原子 
单位 制 一 致 .长 度 的 原子 单位 为 
#2/me? =0. 529 x 10 -10 m 
( 称 为 玻 尔 半径 ). 能 量 的 原子 单位 为 
me /He =4.36 x10-18 J]=27.21 eV. 
取 这 个 单位 的 一 半 , 称 为 1 里 德 伯 (rydberg) .电荷 的 原子 单位 为 。=1.60 x10"”C. 在 原 式 中 形式 地 令 e = 
m= 广 =1 ,我 们 就 得 到 原子 单位 制 中 的 各 个 公式 .对 于 a = Ze? ,库仑 单位 就 和 原子 单位 不 同 . 


“4110 。 第 五 章 ”有 心力 场 中 的 运动 


此 时 ,(36.4) 式 变 成 

pw" +(21+2-p)w +(n-l-1)w=0. (36.6) 
此 式 之 解 在 无 穷 远 处 应 该 不 比 p 的 任意 有 限 次 蜘 发 散 得 更 快 ,而 当 p =0 时 应 该 
等 于 一 个 有 限 值 . 满足 后 一 条 件 的 解 为 下 列 合流 超 几 何 孔 数 : 

w=F( -nt+l+l1,2l+2,p) (36.7) 
( 见 数学 附录 $ d) .满足 无 穷 远 处 条 件 之 解 ,要 求 (36.7) 式 中 的 -n+l+1 只 
能 取 负 整数 (或 零 ) ,此 时 ,(36.7) 式 所 示 的 函数 变 成 一 个 p 的 n-i-1 次 多 项 
式 .否则 (36.7) 式 在 无 穷 远 处 将 按 e? 方式 发 散 [ 见 (d.14) 式 ]. 
由 此 得 出 结论 ,n 必须 是 一 个 正 整 数 , 对 给 定 的 1 而 言 , 必 须 有 


we (36. 8) 
忆 及 (36.3) 式 中 参量 n 的 定义 ,我 们 得 到 
We (36.9) 
2n 


这 就 解决 了 库仑 场 中 离散 谱 的 能 级 问题 . 我 们 看 到 ,在 零 与 基态 能 级 ,= -二 


之 间 , 存 在 着 无 穷 多 个 能 级 . 相 邻 能 级 的 间距 随 n 的 增 大 而 递减 ;这 些 能 级 愈 来 
愈 密 地 挤 向 5=0 的 能 级 ,在 E=0 处 ,离散 谱 宣 告终 止 而 转 为 连续 谱 . 在 通常 的 
单位 制 中 ,(36.9) 式 呈 下 列 形式 @: 


2 
和 (36. 10) 


整数 n 称 为 主 量子 数 . 8 32 中 定义 的 径 量 子 数 等 于 
n,=n—l-1. 
主 量子 数 的 数值 给 定 后 ,! 可 取 以 下 各 种 数值 : 
1=0,1,.…,n-1, (36.11) 

即 ! 可 取 个 不 同 的 数值 .36.9) 的 能 量 表 式 中 只 出 现 ”因此 ,相同 ! 不 同 的 
各 种 态 具 有 相同 的 能 量 值 . 由 此 可 见 , 每 一 个 本 征 值 ,不 但 对 磁 量 子 数 m 而 言 
(这 是 任意 有 心力 场所 共有 的 ) 而且 对 ! 而 言 都 是 简 并 的 . 后 一 种 简 并 ( 称 为 偶 
然 简 并 或 库仑 简 并 ) 是 库仑 场 特 有 的 性 质 . 我 们 知道 ,对 每 一 个 1 值 而 言 ,有 
(21+1) 个 不 同 的 m 值 . 因此 第 个 能 级 的 简 并 度 等 于 


(21+1) =n’. (36. 12) 
定 态 波 函 数 是 由 (36.5) 和 (36.7) 式 确定 的 .合流 超 几何 函数 的 两 个 参量 都 
Q@ (36.6) 式 的 第 二 种 解 当 ps0 时 按 p 2- 方式 发 散 ， 


四 在 量子 力学 出 现 之 前 的 1913 年 ,N, 玻 尔 首先 得 到 (36. 10) 式 . 量子 力学 中 , 泡 利于 1926 年 运用 
矩阵 方法 得 到 此 式 , 几 个 月 后 , 薛 定 评 ( 运 用 波动 方程 ) 又 求 出 此 式 . 
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为 整数 时 ,除开 一 个 因子 外 ,等 于 广义 拉 盖 尔 函 数 ( 见 数学 附录 8$d) , 故 
R = 常数 xpte -到 L2o(p)， 
径 函 数 应 按 下 列 条 件 归 一 化 : 


其 最 终 形式 为 
R,, = -三 A (= jw (之 ) 


n 


2 (n+il)! - 
ni (21+1)1N (n-l~-1)! 


x (2r)'e “FL -n+l1+l,21+2, 开 ] (36. 13 ) 


这 个 归 一 化 积分 是 用 (人 .6) 式 算出 的 包 . 
在 原点 附近 ,R, 呈 下 列 形式 : 
Dt (n+l)! 


i 
Rar rT IN tn IT 0 
在 远 距 离 处 ， 
9% 
RU-1)" te” (36.15) 
nVnrD! TI 


当 上 距离 7 的 数量 级 达到 rr~1 时 (在 通常 单位 制 中 r ~ 所 /ma 时 ) ,基态 波 函 数 Ri 
指数 式 地 下 降 . 
r 的 各 种 宕 次 的 平均 值 是 用 下 式 计算 的 : 


上 = 「 "Rdr. 
应 用 (f.7) 式 可 以 求 得 * 的 通 式 .我们 在 这 里 写 出 前 几 个 ** 值 (包括 正 、 负 k 值 ): 


7=7 [3n -11+1)] ,7 3 [Sn +1 -31(1+1)], 


Q@D 我 们 给 出 前 面 几 个 Ri 函数 : 


1]  _--L， 1 1 _1 
Rio =2e ', Ro = (W339 ， Ra = e* Zr, 
1 2 
一 全 7 一 一 -~ 
Ry €e (4 3 7r+277 )， 


1 
“37 





r 4 
27V6 (1 6 )， 2 了 
@@ ”把 拉 盖 尔 多 项 式 的 表 式 (d.13) 代 和 人 ,并 进行 分 部 积分 ,也 能 算出 这 个 归 一 化 积分 [ 与 计算 勒 让 德 
多 项 式 的 积分 式 (e.8) 相 似 ]. 
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| 
PH2“ (1+1X2) 
连 续 谱 

正 能 量 本 征 值 呈 连 续 谱 , 从 零 一 直 延 伸 到 无 穷 大 . 每 一 个 这 样 的 本 征 值 都 是 
无 穷 简 并 的 ;因为 每 一 个 E 值 有 无 穷 多 个 态 与 之 对 应 ,这 些 态 中 的 1, 可 取 零 到 
% 的 所 有 整数 值 (对 给 定 的 1 而 言 ,m 还 可 取 各 种 可 能 的 数值 ). 

(36.3) 式 中 定义 的 数值 n 及 变量 p ,现在 都 变 成 纯 虚 量 : 

1 1 2 
n= 一 J 下， p =2ikr, (36. 17) 

其 中 k= YW2EQ@. 连续 谱 的 径 函 数 呈 下 列 形式 : 


(36. 16) 





R, = (2kr)'e erwF{ 二 +1+1， 21+2 ,2ikr ) ， (36. 18) 


C, 
(21+ ns T 
其 中 的 Ci 是 归 一 化 因子 . 这些 径 函数 可 以 表 成 下 列 复 积 分 形式 ( 见 § d): 


el 2ikr YE! 
R, =C, (2kr)'e-* 二 ie | E-2-2dt， (36.19) 


所 取 的 积分 路 线 @ 如 图 10 所 示 . 通过 车 代 #=2ikr (4+ 方 ) ,这 个 积分 可 以 化 成 
更 为 对 称 的 形式 : 


R, -CC (: -二 (36.20) 


所 取 的 积分 路 线 沿 正方 向 绕 过 ;= + 雯 两 点 . 根据 这 个 表 


式 立 刻 可 以 看 出 函数 Ru 都 是 实 函数 . 
利用 合流 超 几 何 郴 数 (d. 14) 的 渐 近 展 式 ,可 以 立刻 
求 得 波 函 数 Ri 的 类 似 展 式 . (d.14) 式 中 的 两 项 给 出 了 函 





数 尽 中 的 两 个 复 共 斩 表 式 ,结果 得 图 10 
@ /24 @ [tl) + (p24] 
Ri = Ci 一 一 一 更 i 
xGfi+1+ 二 ,二 -4 -2ikr) }. (36.21) 


如 果 波 函数 按 “k/27 标 度 " 归 一 化 [ 即 按 条 件 (33.4) 归 一 化 ] , 则 归 一 化 系 


@ ?和 po 也 可 以 用 复 共 思 表 式 上 =iksp = ~2ik/r 定 义 ; 实 函数 Ri 当然 与 采用 诗 一 种 定义 无 关 . 
四 我们 也 可 以 用 沿 正方 向 绕 过 上 =0 和 &=2ikr 两 个 奇 点 的 任意 一 条 封闭 曲线 来 代替 图 10 中 的 积 
分 曲线 ,对 整数 的 4, 函数 VE) = 二 (二 -2ikr) 人 ( 见 $d) 绕 此 曲线 一 周 回 到 原 值 . 
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数 等 于 

Ch, =2ke™ IT(l+t1l -i/k)]. (36.22) 
因而 当 r 很 大 时 ,Rs 的 渐 近 表 式 [ 即 (36.21) 式 的 展开 式 中 的 首 项 ] 具 有 下 列 
形式 : 


Ru~ ein (hr+ TIn 2hr ~ In +6, | , 
81=argT (1+1-)， (36.23 
这 和 有 心力 场 中 连续 谱 的 归 一 化 波 函 数 所 具有 的 一 般 公 式 (33. 20) 相 一 致 . 
(36.23 ) 式 和 (33.20) 式 不 同 之 处 ,在 于 正弦 函数 的 宗 量 中 存在 一 个 对 数 项 ;但 
由 于 lnr 与 r 相 比 增长 较 慢 ,在 计算 无 穷 远 处 为 发 散 的 归 一 化 积分 时 ,这 一 项 的 
存在 是 无 关 紧 要 的 . 
出 现 于 归 一 化 因子 (36. 22 ) 式 中 的 人 徊 马 函 数 的 模 量 值 ,可 以 用 初等 函数 表 
出 .应 用 熟知 的 佑 马 孙 数 的 性 质 . 


T(z+1) =zT(z), T(z)T(l1 -z) = 





sin mz 
我 们 有 
T(+1+ 二 )] = 1+ 二)… (1+ 产 )zT (二 )， 
T(+1- 二 ) = (十 )…(1- 到 Jr(1- 亏 )， 
以 及 
|r(s1- 二 ) | = [r(i+1- 二 )r (5+1+ 二 ] ] = 
=- /EI fs + -sinh 4 
cu -EAI + 语 (36. 24) 


1=0 时 ,乘积 变 成 1. 
取 极 限 -0 , 便 能 得 到 零 能 量 特殊 情况 下 的 径 函 数 ,对 此 有 


F (二 +1+1， 21+2 ,2ikr ] = (二 ， 21+2 ,2ikr ) 
t+ (2) 
(27+2) 1! (2142) (21+3) "21 


= (21+1)! (2r) -4 (i) 
其 中 的 J], 是 21+1 阶 贝 塞 尔 函 数 , (36.24) 中 的 C 系数, 当 1 一 0 时 ,趋向 于 


=1- 
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C VS 
故 
村 = /lB) (36.25) 
r 很 大 时 ,这 个 函数 的 渐 近 式 为 岂 
= (去 ) mm(v 机 -5- 节 )， (36. 26) 





如 果 改 为 以 能 量 标 度 归 一 化 , 即 把 Ruv 改 成 (33.5) 式 的 Ra, 则 上 式 的 因子 消 
失 ;一 0 时 ,Rn 保持 有 限 . 

在 库仑 斥 力 场 中 (U =a/r) 只 存在 正 能 量 本 征 值 的 连续 谱 . 从 数学 形式 上 讲 
来 ,把 库仑 引力 场 方 程式 中 的 7 改 成 ~r, 就 可 得 到 斥 力 场 中 的 莅 定 读 方 程 . 因 
此 ,\36.18) 式 作 同 一 更 改 后 ,立刻 得 到 斥 力 场 中 的 定 态 波 函数 . 归 一 化 系数 仍 
由 渐 近 表 式 所 确定 ,所 得 的 结果 为 


Cu 了 这 r 1 。 
Ru = 021712) F | +l+1,21+2, -2ikr ) ， 
i iy| Yi 方太 
Cu =2ke T(L+1+ 一 ) | 和 [I /有 + 二 (36.27) 





r 很 大 时 这 个 了 肾 数 呈 下 列 渐 近 形 式 : 
R, ~ 二 sin ( kr -元 2kr -In +6, ) | 


61=arg T (1+1+). (36. 28) 


库仑 简 并 的 本 质 


粒子 在 库仑 场 中 作 经 典 运 动 时 ,这 种 形式 的 场 有 一 个 特殊 的 守恒 定律 ;如 果 
是 引力 场 , 则 有 ( 见 《 力 学 》8 15 ) 


= 二 -P x1 = 常数 . (36. 29) 
量子 力学 中 ,相应 算 符 为 
A=T -7(pxi-ixp), (36. 30) 


DD 注意 ,这 个 函数 相当 于 | 1+ 本 】 <<r<<h”? 运 动 区 域内 所 用 的 准 经 典 近 似 式 ($49)， 
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由 直接 计算 ,给 出 算 符 4, 之 间 以 及 它 和 角 动 量 算 符 之 间 的 下 列 对 易 关 系 : 
[i ,A,] =ienh,, [A,,A,] = -2iHenl,. (36.31) 
h, 之 间 的 不 对 易 性 ,说 明 4, ,4,,4, 三 个 量 在 量子 力学 中 不 能 同时 有 定 值 . 
其 中 的 任 一 个 算 符 ,例如 4. ,与 相应 的 角 动 量 分 量 /. 对 易 ,但 和 角 动 量 平方 算 符 妃 
不 对 易 . 这 个 附加 守恒 量 的 存在 ,而 又 不 能 和 其 它 量 同 时 测量 ,导致 了 能 级 的 附 
加 简 并 ( 见 $ 10) ,这 就 是 离散 能 级 的 “偶然 ” 简 并 ,为 库仑 场所 特有 . 
这 种 简 并 性 的 由 来 ,还 可 以 用 量子 力学 库仑 问题 中 与 空间 旋转 对 称 性 相 比 
所 增 的 对 称 性 来 加 以 表述 (B. A. Box1935). 为 此 ,我 们 注意 到 ,具有 固定 负 能 量 
值 的 离散 谱 态 中 ,我 们 可 把 (36. 31) 第 二 式 右 边 的 HH 改 成 ,并 用 算 符 站 = h,/ 
二 2 万 代替 4,. 这 些 算 符 的 对 易 关 系 为 
[2, ,a,] =ienti, [t,t,] 让 (36. 32) 
上 式 和 对 易 式 [i,,i,] =iewi, 放 在 一 起 ,形式 上 等 同 于 四 维 欧 氏 空间 中 无 限 小 转 
动 算 符 的 对 易 关 系 @. 这 就 是 量子 力学 中 库仑 问题 的 对 称 性 @. 
从 对 易 关 系 (36.32) 出 发 ,我 们 又 能 导出 库仑 场 中 的 能 级 表 式 @. 先 把 1 和 让 
改写 成 下 列 算 符 : 


A A 


~ 11,» 。 1 ,ss » 
ji = (lL+h), J (1 -a). (36.33 ) 
对 此 ,有 
7 ,ii ] = ie [jy 了 = iemjz, 

[lO (36. 34) 
上 式 等 同 于 两 个 独立 的 三 维 角 动 量 矢量 的 对 易 关 系 式 . 因此 志和 忆 的 本 征 值 为 
J +1) 和 j,(j， +1) ,其 中 六 ;J2 =0, 广 ,1, 了 ，,…,@ 另 一 方面 ,根据 算 符 # 和 i = 
r xPp 的 定义 ,经 简单 计算 后 ,得 


四 此 时 ,7 ,代表 四 维 笛 卡 儿 坐标 系 x,y,z,u 中 yz,zx 和 xy 平面 内 的 无 限 小 转动 算 符 ; 人 2 , 记 ,站 
是 在 xu,yu 和 zu 平面 内 的 无 限 小 转动 算 符 . 

全 ”在 波 函 数 的 动量 表象 中 显示 的 对 称 性 : 见 VY. A. Fok ,Zeitschrift fur Physik 98 ,145 ,1935. 

@@ 这 个 推导 基本 上 与 W. 泡 利 (1935) 给 出 的 推导 相同 . 

@ 此 处 我 们 提前 提 到 了 角 动 量 在 §54 中 所 描述 的 性 质 (7 可 以 是 整数 和 半 整 数 ). 
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在 Lf? +? 的 计算 中 ,又 一 次 把 H 换 成 了 E. 从 而 有 


萤 ， 


本 
Ni = = ra | =j(j+1),， 


2E 
(其 中 jj = 记 ) ,以 及 E = -172(27+1) .其 中 记号 
2j+1=n, n=1,2,3,., (36.35) 


我 们 就 得 到 所 和 需 结果 EE = -1/2n .能 级 的 简 并 度 为 (2j, +1) x (2j, +1) = (2j+ 
1)* = 怪 , 是 应 有 的 结果 . 最 后 ,由 于 i = 让 +j,, 对 于 给 定 的 广 = 广 = 方 (n -1) , 轨 
道 角 动 量 1 的 取 值 是 从 0 到 2j=n -19. 
习 题 
1. 求 所 原子 基态 中 动量 的 概率 分 布 包 . 
二 
= RioYo = 一 e ， 
y J 
P 表 人 象 中 的 基态 波 函 数 可 以 由 下 列 积分 求 出 : 
a(p) = [wre "dy 
[ 见 (15.10) 式 ]. 上 式 的 积分 可 采用 球 坐 标 计算 , 取 极 轴 沿 了 方向 ;结果 得 
8YT 
(1+P) 
P 空间 中 的 概率 密度 为 la(p)1/(27) . 


a(p) = 


@ ”能 级 对 不 同 1 值 的 “偶然 " 简 并 也 出 现在 U=--mw?r? 的 有 心力 场 运动 中 (三 维 振子 ; 见 833, 题 4). 这 
种 简 并 也 是 由 于 哈密 顿 量 的 额外 对 称 性 ,在 这 种 情况 下 ,对 称 性 之 出 现 是 因为 廊 = 疡 /2m + 二 -mw? 关中 算 
符 p; 和 坐标 % 都 星 平方 和 . 如 把 这 些 算 符 改 成 








我 们 得 


此 式 对 算 符 2 和 6a, 的 任意 么 正 变换 保持 不 变 ,这 些 么 正 变换 所 组 成 的 对 称 群 ,要 比 三 维 旋转 群 ( 它 使 任 
意 有 心力 场 中 的 粒子 哈密 顿 量 保持 不 变 ) 来 得 大 . 

量子 力学 中 库仑 场 和 振子 场 的 这 种 特殊 性 质 (偶然 简 并 的 存在 ) ,对 应 于 经 典 力学 中 这 些 场 (而 且 只 
有 这 些 场 ) 内 存在 着 封闭 粒子 轨道 的 事实 . 

四 题 1 和 题 2 中 采用 原子 单位 . 
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2. 求 所 原子 基态 中 的 电子 和 原子 核 所 组 成 的 平均 势 场 . 
解 :在 任 一 点 了 处 “电子 云 " 产 生 的 平均 势 场 g., 是 由 电荷 密度 为 p = 
-ly1 的 泊 松 方程 的 球 对 称 解 确定 的 : 


1 4d i 
- 7 (pe) = =4e™. 


上 式 求 积 分 , 选 积分 常数 使 p。(0) 为 有 限 值 , 且 w。(o ) =0, 再 加 上 原子 核 的 势 
场 后 , 即 得 


1 1 S 
p = 一 +9g(rD) = (+1)e 
当 r <<1 时 ,有 gp 二 1/r( 核 场 ) ,而 当 r >>1 时 , 势 场 为 =e-”( 核 被 电子 屏 藏 ). 
.一 粒子 运动 于 势能 为 U = 邱 -二 的 有 心力 场 中 


(图 11) , 试 求 其 能 级 ， 
解 : 正 能 量 呈 连续 谱 , 负 能 量 是 离散 的 ;我 们 只 考虑 
后 者 . 径 函 数 的 薛 定 请 方程 为 


U(r) 





dR 2 dR 2m 
i 于 [Eg- 二 11+1) 方 -和 + 全]R- 0. 
(1) 
引入 下 列 新 变量 : 图 11 
2 -2mE 
无 9 
并 令 
sme (2) 
二 =n (3) 
则 (1) 式 呈 下 列 形式 


R + SR'+ ( A )R= 0， 
p p” 


这 和 (36.4) 具 有 同一 形式 .因此 可 以 立刻 断定 ,满足 所 需 条 件 的 解 为 

R =p'e™’ F( -n+s+l1,2s+2,p),， 
其 中 的 n-s-1=p 必须 是 一 个 正 整 数 (或 零 ) ,并 且 s 必须 取 (2) 式 的 正 根 . 按 定 
义 (3) ,我 们 得 知 其 能 级 为 


2 | -2 
-E, = [2p+1 + +r) + | 
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4. 同上 题 ,但 避 = 殷 +Br2( 图 12)， 
a 
解 :此 题 只 有 离散 谱 . 蓄 定 语 方程 如 下 : 








dR 2 dR 2m #1(1+1) 4 站 
有 Br |R=0. 
引入 变量 
U(r) 
V2mB 2 
¢= 1 
天 
并 令 
(+1) + 2 =2s(2s +1), | 
2mkE 
——=4(n+s) +3, 
Bf ( ) 图 12 
得 方程 


1 
SS+ 天 
ER" + FR'+ 1 


当 E>%w 时 ,所 求解 的 渐 近 行为 如 e ,而 当世 很 小 时 ,这 个 解 应 和 成 正比 ,其 


中 的 s 必须 取 正 值 
1 | 8mA 
:= | -1+ GQ1+1)* + |: 


因此 ,可 令 所 求解 呈 下 列 形式 : 
R=e 6E20， 
则 得 妈 的 方程 为 
Ew” + (2 + -Ew +nw =0， 
从 而 得 
w=F | -n,2s + 六 司 )， 


其 中 的 n 必须 取 非 负 整 数 . 因而 发 现 所 得 的 能 级 是 等 间隔 的 无 穷 集合 : 


_s /8 | 2 8mA] ，- a 
E = 2 [4n+2+ (21+1)? + | ,n=0,1,2, | 
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对 任意 有 心力 场 中 的 运动 而 言 , 苹 定 汕 方程 在 球 坐 标 中 总 能 够 分 离 变 量 . 在 
库仑 场 的 情形 下 ,这 种 分 离 变 量 法 也 能 在 抛物 坐标 系 中 实现 . 库仑 场 问 题 在 抛物 
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坐标 系 中 的 解 ,对 于 茶 些 问题 的 研究 特别 有 用 ,这 些 问 题 中 的 某 一 空间 方向 具有 
特殊 性 ;例如 ,处 于 外 电场 中 的 一 个 原子 ( 见 $77). 
抛物 坐标 系 ,nm,g 是 由 下 式 定义 的 : 


x = Véncos p，7y= Vénsin 9p， z=(E -0)， (37.1) 


ra TTT (E+). 
或 反之 : 


EE=rt+z, =r-z, p=arctan (二 ji (37.2) 


é 和 的 取 值 可 以 从 0 到 %w ,gp 是 从 0 到 2T. 曲 面 上 = 常数 和 7 = 常数 ,都 是 绕 > 
轴 的 旋转 抛物 面 .并 以 原点 为 焦点 . 这 是 一 套 正 交 坐标 系 . 长 度 元 由 下 式 给 出 : 














(dD) =(6) + dn) +én( dp)’, (37.3) 
体积 元 为 
dV = (E+n) dédndg. (37.4) 
由 (37.3) 式 , 拉 普 拉 斯 算 符 可 表 为 
-4 [090/203/, 0] La 
er re Cr Ey gop” (0 
库仑 引力 场 
1 2 
这 
r E+7 
中 的 单 粒 子 苹 定 证 方程 呈 以 下 形式 : 
4 [o/co0%Y 0/ WY] .lov 2 
| | Es par +2 (已 + 有 =0， B09) 
令 本 征 函 数 消 呈 下 列 形式 : 
y=f (Eh ne"™, (37.7) 


其 中 的 m 是 磁 量 子 数 . 上 式 代入 (37.6) 并 乘 以 卫 (& +) ,分离 和 四 变量 ,得 所 


和 的 两 个 方程 式 : 
d /df 
二 (fu 
d df, 1 m’ 
(| + 2En -4 +B, |f=0, 
其 中 的 分 离 参量 6, 和 6B, 的 关系 为 
B +B, =1. (37.9) 


) + [BE -于 +B,]f =0， 
(37.8) 
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我 们 来 考虑 离散 能 谱 (E<0). 引 入 下 列 各 量 代替 E,é,n: 








ee -上 /二 5 万 -之 -了 
2 -2E = 全 ， Ap = 一 ， 37. 10 
n /3E pi1=é p ( ) 
得 f 的 方程 为 
df 1 1 1 /Iml+l m? 
pd ee er a ei (37.11) 
对 所 可 得 同样 的 方程 ,其 中 
二 i es 


与 求解 (36.4) 式 相似 ,我 们 发 现 , 当 p, 很 大 时 ,f; 如 同 e-??! ,而 当 p, 很 小 
时 ,如 同 p¥'". 因此 可 设 (37.11) 式 之 解 星 下 列 形 式 : 
fi(p1) =e pr'™ iw (p) 
(对 所 而 言 也 有 类 似 的 式 子 ). 结果 得 w, 的 方程 : 
pwi+t+(liml +1-p)wv +nw =0. 
这 又 是 合流 超 几 何 函 数 的 方程 . 满足 有 限 性 条 件 之 解 为 
wi = 天 (一 mm +1,p,), 
其 中 的 n, 必须 是 一 个 非 负 整数 . 
可 见 在 抛物 坐标 中 ,离散 谱 的 每 一 个 定 态 是 由 这 样 三 个 整数 确定 的 : 即 抛物 
量子 数 n, 和 m ,以 及 磁 量 子 数 m. 对 主 量子 数 n 而 言 ,由 (37.9) 和 (37.12) 式 得 
n=n,+n,t+ lml+l. (37. 13) 
至 于 能 级 ,当然 和 以 前 所 得 的 (36.9) 式 相同 . 
对 给 定 的 n 而 言 ,Iml 可 取 0 到 nn-1, 共 nz 个 不 同 的 数值 . 固定 n 和 im|l 以 
后 ,ni 尚 可 取 n - 1m1 个 不 同 的 数值 ,从 0 到 m”- lml -1. 再 考虑 到 对 给 定 的 lm| 
我 们 可 以 选取 m = + Im1 两 种 不 同 的 函数 . 因此 ,对 一 个 给 定 的 m 值 而 言 ,一 
共有 


2 > (n-m)+(n-0)=n 


个 不 同 的 态 , 这 和 §36 中 所 得 的 结论 一 至 
离散 谱 的 波 函 数 y,,,。 应 按 下列 条 件 归 一 化 : 


J wear= 天 三 人 矿 Wen l (E+n)dédndg =1. (37.14) 
归 一 化 后 的 波 函 数 具 有 下 列 形式 : 


Winn -7 (Ss) Ga 二 (37. 15) 


其 中 
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fa (Pp) Dm ptm tp -p,lml +1,p)e piin!. (37.16) 


Iml! 

与 球 坐 标 中 的 不 同 ,抛物 坐标 中 的 波 函 数 对 zx =0 的 平面 是 不 对 称 的 . nm > 
nz 时 ,发 现 粒子 的 概率 在 z >0 的 方向 大 于 z<0 的 方向 ,n, <ma 时 则 反之 . 

连续 谱 (E >0) 情 形 下 ,(37.8) 式 中 的 B, 和 pB, 参量 都 取 实 的 连续 值 [ 当然 
仍 有 (37.9) 式 的 关系 ] .我们 不 准备 把 这 种 情形 下 的 波 函 数 写 出 来 ,因为 通常 不 
大 用 到 . 如 果 把 (37.8) 式 看 作 “ 本 征 值 ”B, 和 所 应 满足 的 方程 式 , 则 B 和 
还 可 以 取 复 数值 (E >0 时 ). 与 此 相应 的 波 函 数 将 在 $ 135 中 写 出 ,我们 在 该 节 
中 利用 它们 去 求解 库仑 场 中 的 散射 问题 . 

定 态 in.n,m) 的 存在 导致 一 个 附加 守恒 律 (36. 29) .在 这 些 态 中 ,能 量 以 及 


量 1,=m 和 4, 均 有 定 值 .计算 算 符 4, 的 对 角 和 矩阵 元 ,给 出 


nn 
4. (37. 17 ) 
其 中 必 =m -n,," 角 动量 "j, 和 jj 的 分 量 值 为 
1 
js = FH (m+ 一 ma ) = ， 
(37. 18 ) 


1 
Ja = 本 (mm —n +n,) =W,. 


根据 1n,nm) 态 ( 即 1nyips) 态 ) 的 这 些 性 质 容易 建立 起 它们 与 1nim) 态 之 间 
波 函数 的 关系 . 由 于 1=j 负 + ,这 两 个 表象 间 的 相互 变换 ,基本 上 就 是 $106 中 
讨论 的 两 个 角 动 量 相 加 时 的 波 函数 组 合 问题 . 所 以 用 “ 角 动 量 "j, 和 户 来 表述 
时 ,nim) 和 Im,nsm) 态 可 写 为 jlim) 和 jjywps) 态 ,根据 (36.35) 和 (37.13)， 
我 们 有 


i | 1 
i=h=3(n-1)=7(m +n + 1ml). (37. 19) 


根据 一 般 公 式 (106.9) 一 (106. 11) ,得 到 (D. Park ,1960) 
WW nm > (lm | ila) frp » 


PtH2=m 


(37. 20) 


只 一 


Wp rp -= 2 (Lp + | Mpa ) iim. 
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$38 与 时 间 无 关 的 微 扰 


薛 定 刘 方程 的 精确 解 只 有 在 少数 简单 情形 下 才能 找到 ,对 量子 力学 中 的 大 
多 数 问题 来 讲 , 所 得 的 方程 过 于 复杂 ,很 难 精确 解 出 .但 是 往往 有 这 样 的 情形 ,在 
所 给 问题 的 条 件 中 ,各 量具 有 不 同 的 数量 级 ; 当 我 们 把 其 中 较 小 的 量 略 去 以 后 ， 
这 个 问题 有 可 能 变 得 十 分 简单 ,以致 可 以 求 出 它 的 精确 解 . 在 这 种 情形 下 ,求解 
这 个 物理 问题 的 第 一 步 ,是 求 出 简化 问题 的 精确 解 ,第 二 步 ,是 计算 由 于 在 简化 
问题 中 略 去 了 较 小 项 而 引起 的 误差 . 计算 这 种 误差 的 一 般 方法 , 称 为 微 扰 论 . 
我 们 假定 某 一 给 定 物理 系统 的 哈密 顿 量 呈 以 下 形式 ; 
育 = 闻 + 
式 中 的 了 是 未 受 扰 算 符 本 的 微小 修正 (或 称 微 扰 项 ). 在 §38 和 §39 中 ,我 们 
只 考虑 与 时 间 无 关 的 微 扰 (对 五 也 作 同 样 的 假定 ). 能 把 了 看 作 是 “小 于 ” 算 符 
应 的 必要 条 件 ,将 在 下 面 推导 . 
离散 谱 的 微 扰 论 问题 ,可 按 下 列 方式 表述 . 假定 未 受 扰 算 符 所 的 离散 谱 本 
征 值 已 '" 及 其 本 征 函 数 水 oo 都 是 已 知 的 , 即 下 列 方程 的 精确 解 是 已 知 的 : 
Hy'" =E yy'™. (38. 1) 
现在 欲求 下 列 方程 的 近似 解 : 
Hy =(H, +V)y = Ey, (38.2) 
也 就 是 求 受 扰 算 符 五 的 本 征 值 , 和 本 征 函 数 少 所 具有 的 近似 表 式 . 
本 节 中 ,我 们 假定 算 符 五 的 所 有 本 征 值 都 是 无 简 并 的 . 同时 为 了 使 结果 简 
单 起 见 , 暂 时 假定 本 征 值 只 有 离散 谱 . 
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为 方便 计 , 最 好 采用 和 矩阵 形式 的 计算 方法 .为 此 ,我 们 先 把 欲求 的 函数 对 
多 函数 组 展开 : 
y= > cab, (38.3) 
把 这 个 展 式 代 人 (38.2) 式 ,得 
》 cue(BECO + = 》 cEy', 
上 式 两 边 各 乘 必 ”后 再 积分 ,得 
(E-E™)c= > Jscs (38.4) 


我 们 在 这 里 引信 了 微 扰 算 符 V 对 未 受 扰 函 数组 0 而 言 的 矩阵 V,: 
Vi = [wl Py dg. (38.5) 
我 们 把 系数 c, 和 能 量 5 表 成 以 下 的 级 数 形式 : 


E=ED) 二 丽人 +E +.,c, =c) +cO +e) +e., 


其 中 的 E 和 cs 具有 与 微 扰 广 同样 小 的 数量 级 ,E' 和 cl 具有 二 级 小 的 数量 
级 ,以 此 类 推 . 
现在 来 求 第 ”个 本 征 值 和 其 本 征 函 数 的 修正 问题 ,此 时 ,可 令 cl =1,mzn 
的 ce =0. 求 第 一 级 近似 时 ,我 们 把 EE=E +E ,ec, =eto +cl 代入 (38.4) 
式 , 只 保留 该 式 中 的 一 级 小 项 . 由 k=n 的 该 式 给 出 
EY =V,= [yy dg. (38.6) 


故 本 征 值 ”的 一 级 修正 等 于 微 扰 项 在 yw. 态 中 的 平均 值 . 
(38.4) 式 当 上 zn 时 给 出 
V,, 
而 cei? 还 没有 确定 ; 它 必须 这 样 选取 ,使 得 函数 几 , =y ”+w ”在 含有 一 级 小 项 
为 止 的 情形 下 得 到 归 一 化 . 根据 这 一 点 ,我们 须 使 cx. ”=0. 由 于 下 列 函数 
1 : Vs 0 
pn" = 2 Et Eom (38. 8) 
( 式 中 的 撤 号 代表 求 和 时 除去 m =n 的 项 ) 是 和 yw 正 交 的 , 故 1y4 +t+y "1 的 
积分 与 1 只 差 一 个 二 级 小 量 . 
(38.8) 式 确定 了 波 函 数 的 一 级 近似 修正 .由 此 式 可 以 附带 地 看 出 上 述 微 扰 
法 的 适用 条 件 . 这 个 条 件 就 是 下 列 不 等 式 必须 成 立 : 
[1 (38.9) 
这 就 是 说 , 算 符 了 的 矩阵 元 必须 远 小 于 那 两 个 未 受 扰 能 级 间 的 相应 间距 . 


el 


kn (38.7) 
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其 次 ,我们 来 求 本 征 值 E,” 在 二 级 近似 中 的 修正 .为 此 ,我 们 把 E=E” + 
Et" +E 和 c=c +c +ct 代入 (38.4) 式 ,观察 该 式 中 的 二 级 小 项 . 当 
5 = mn 时 ,由 该 式 给 出 

E200) - > Vy et 


nm“m ? 


故 
[Vv 1? 
E.” 2 FT gp (38. 10) 
了。 
[我 们 已 把 ce 中 -By gw 代入 ,并 且 应 应 用 了 算 符 六 的 厄 米 性 :V,, =V*,]. 


注意 ,基态 能 级 的 二 级 近似 修正 永远 是 负 的 ;因为 ,如 果 E'" 对 应 于 最 低 的 
能 量 值 , 则 (38.10) 式 中 所 有 的 求 和 项 都 是 负 的 . 
更 高 级 近似 可 以 用 同样 的 方法 计算 出 来 . 


以 上 所 得 的 结果 ,可 以 立刻 推广 到 有 算 符 也 有 连续 谱 的 情形 (但 微 扰 仍 和 
以 前 一 样 ,应 用 于 离散 谱 的 一 个 态 ). 为 此 目的 ,我 们 只 要 在 离散 谱 的 求 和 式 中 
加 进 一 项 连续 谱 的 相应 求 积 式 . 我 们 用 下 标 > 来 区 分 连续 谱 中 的 各 个 态 ,v 的 值 
域 是 连续 的 ;我 们 按 惯例 把 v 理解 为 一 组 物理 量 的 数值 ,这 组 数值 足以 对 该 态 进 
行 完 全 描述 (连续 谱 的 态 往往 是 简 并 的 ,这 时 仅仅 能 量 值 本 身 还 不 足以 确定 这 
个 态 ) ,这 样 一 来 ,比如 (38.8) 式 就 应 该 改 成 @ 


Vs V, 
y= Dw + | dy, (38. 11) 


其 它 公式 也 作 类 似 的 修改 . 

有 一 个 公式 值得 一 提 , 此 式 是 用 函数 组 yy, =u%'o +y 算出 物理 量 f 的 
. 矩阵 元 的 微 扰 值 ,采用 (38.8) 式 给 出 的 yy， ,精确 到 一 级 项 为 止 ,不 难 求 得 如 下 
的 表 式 : 





， To Vi fs 
f=f0 十 2 Er E+ 2 Er pw (38.12) 


第 一 个 求 和 式 中 的 kn, 第 二 个 求 和 式 中 的 k 关 m， 
习 题 


1. 求 本 征 函 数 的 二 级 近似 修正 由 2. 
解 :cl (k 关 nn) 系 数 可 以 由 上 关 n 并 写 到 二 级 项 为 止 的 (38.4) 式 算出 ,至 于 
ct 系数 可 这 样 选取 ,使 由 = 由 0 + 细 昌 + 东 人 函数 在 包含 二 级 项 为 止 的 情形 下 


@@ 这 里 的 波 函 数 Y 应 按 v 的 5 函数 归 一 化 . 
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得 到 归 一 化 . 结果 得 





VV VV 
(2 -SS 如 (0) mo (0) 
vy > > Pe 2 Ro 
= 1 (0) ’ [7 
p22 ew 9 
式 中 引进 了 频率 
-En Ee) 


2. 玉 能 重 本 征 值 的 三 级 近似 修正 , 
解 : 写 出 k=n 时 (38.4) 式 中 的 三 级 小 项 ,我 们 得 
Vn Vi Vi [Vl 


(3) -- f mr 
b, -0 > 下 oO， -Vm 2, Rw 


3. 求 一 非 谐 线 性 振子 的 能 级 ,其 哈密 顿 量 为 


~、 人 2 
HH = + TO +ax +pBx . 
解 :利用 % 的 矩阵 元 表 式 (23.4) ,再 根据 给 阵 的 乘法 规则 ,可 以 直接 求 出 和 


和 x 的 矩阵 元 .我们 发 现 不 等于 零 的 x 答 阵 元 有 


(0) = 0) = (EE) Ban 1) -2), 
(4) n= 0) nt = (去) 诺 - 


这 两 个 矩阵 的 对 角 元 等 于 零 , 故 哈密 顿 量 中 的 ox 项 (看 作 谐 振子 的 一 个 微 扰 
项 ) 在 一 级 近似 中 的 修正 值 等 于 零 .这 一 项 的 二 级 近似 修正 和 Ex 的 一 级 近似 修 
正 具 有 相同 的 数量 级 ,% 的 对 角 和 给 阵 元 呈 下 列 形式 ， 


(这 ) ，， = (二 ) . (2n +2n+1). 


mo 





应 用 一 般 公式 (38.6) 和 (38.10) ,我 们 求 得 这 个 非 谐 振子 能 级 的 下 列 近 似 表 式 : 


E. =jo (n+) - -二 (二) (= + + 十 
*38( 志 ) (w+n+ 立 ) 

4. 一 个 具有 无 限 高 势 壁 的 球形 势 阱 ,经 微小 形变 (体积 不 变 ) 变 成 一 个 半 轴 
为 =D 和 ec 的 略 长 或 略 扁 的 旋转 球体 . 求 此 变形 阱 内 粒子 能 级 的 分 裂 
(A.B. Murxan,1959 ) . 

解 : 阶 壁 的 方程 为 
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2 2 2 
x + 
一 + 二 =1， 


通过 变量 变换 :x 一 ax/R,y—+ay/R,z—>cz/R, 上 式 化 成 人 ++ = 民 , 这 是 半径 
为 的 球 方程 . 这 个 变换 把 粒子 的 哈密 顿 量 且 = 户 /2M = -所 A/2M(MM 为 粒子 
质量 ,能 量 则 从 阱 底 算 起 ) 变 成 及 = 有 +V, 其 中 


2 


> | 
加 [ (所 - 1 ) ( 辫 二 人 2 ) + ( 气 - 1) 芝 
ee 如 果 这 个 椭 球 和 半径 为 民 = 
(ozc)! 的 球 相差 不 多 , 则 六 可 看 作 徽 扰 . 引入 椭 度 B(181 <<1) 按 下 式 定 义 
1 2 

a~R(1-38), ec~R (1+38), 

微 扰 算 符 可 写成 
P= 3). 
一 级 微 扰 论 中 ,粒子 能 级 与 球 阶 能 级 的 差别 为 

AE,, =E,, -EE =(nlimlVinlim), 

1 和 m 是 粒子 角 动 量 及 其 沿 椭 球 轴 的 分 量 ;n 是 球 阶 中 具有 给 定 1 值 的 能 级 纺 


号 , 它 与 mm 无 关 . 由 于 p? -3p* 是 不 可 约 无 迹 张 量 64p* -3pips 的 zz 分 量 ,根据 
(107.2) 和 (107.6),《nimlVinim) 算 阵 元 正比 于 


CD 1 2 


-m 0 ml 
因而 
3m’ 
(nlImlVinim) = (1 AL 
31 符号 表 见 $ 106. 
其 次 ， 





2 天 a 
(nlOIVInl0) = 二 BE +B 一 (mi0 ni0)》 = 
3 M gz 


2 
rdrdo. 





_2 pto pk | 
= 3PEn px]| 0z 


第 一 项 中 ,我 们 利用 了 球 阱 中 的 巷 定 请 方程 有 ws = yi, 第 二 项 进行 了 分 
部 积分 .采用 (28.11) 式 的 Z ,我 们 求 出 Wo =R,(r)Yo(0,g) 的 微 商 为 


0 0 _ sin Sin f 0 
Spun = ( cos 0 — 5 Won = 


r 
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tlD) 1 了 
一 TT (R,, Ra 区 + 
s(t ) yn. 

4l -1 


径 部 的 积分 用 下 列 公式 计算 : 
下 RR' rdr = -到 | R’',dr, 
0 


| Rdr = - _1(1+1) | R2z dr. 
0 


这 些 公式 是 用 分 部 积分 和 径 向 荃 定语 方程 (33.3) 导 出 的 ， 
Ru + TR SR = ES 
含有 Rs 的 被 积 项 相 消 , 最 后 得 


AE i(l+1) 


NT (0) 
“m = 4B C31- 1)(27+3) xi- 3 于] 三 


注意 到 
1 - (0) 
——— 5 E,=E", 
3141 2 


说 明 多 重 谱 线 的 “重心 没有 位 移 . 
$39 久 期 方程 


现在 回 到 未 受 扰 算 符 应 的 本 征 值 具有 简 并 时 的 情形 .我们 用 ,0 ，… 
代表 属于 同一 能 量 本 征 值 E% 的 一 套 本 征 函 数 . 我 们 早已 知道 ,这 一 套 本 征 函 
数 的 选择 方式 不 是 唯一 的 ;可 以 把 它们 线性 组 合 起 来 ,从 中 任意 选 出 :个 独立 的 
函数 (s 为 E'” 能 级 的 简 并 度 ) ,来 代替 原来 的 那 套 函 数 . 但 是 ,如 果 要 求 这 些 波 
函数 在 微 扰 的 作用 下 改变 都 很 小 ,那么 ,这 套 函 数 的 选择 方式 就 不 再 是 任意 
的 了 . 

现在 我 们 把 区 'o" ,wy'0 ,… 理 解 成 为 任意 选 定 的 一 套 未 受 扰 本 征 函 数 . 在 零 级 
近似 中 ,正确 的 堆 级 近似 波 函 数 应 该 是 它们 的 线性 组 合 , 星 cy" +e y+ 
形式 . 其 中 的 组 合 系数 可 以 和 本 征 值 的 一 级 修正 同时 求 出 来 ,其 步骤 如 下 . 

我 们 写 出 大 = mm ,… 的 (38.4) 式 ,在 一 级 近似 中 ,把 已 = 尼 o + 有 代入 ;至 
于 ce, ,只 要 用 零 级 近似 值 就 足够 了 , 即 c. = ct0 ,ec = ct ,ne;m 关 n,n'… 的 c= 
0. 于 是 得 

E‘Vet® 3 > V et) 


he LY 


或 
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>, (Vw -E68 )e, =0, (39.1) 


其 中 的 n,n' 遍 取 未 受 扰 本 征 值 E 所 属 各 态 的 各 种 编号 值 . 这 是 一 套 以 ce 为 
未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 ,如 果 这 些 未 知 数 前 的 系数 所 组 成 的 行列 式 等 于 零 ,这 
套 方程 就 有 非 零 解 . 因此 可 得 下 列 方程 ; 

IV., ~-E'"8..| =0. (39.2) 

这 是 一 个 E' 的 :次 代数 方程 式 ,一 般 讲 来 具有 * 个 不 同 的 实 根 . 这 些 根 就 
是 欲求 的 那个 本 征 值 的 各 种 一 级 修正 . (39.2) 式 称 为 久 期 方程 .我们 注意 到 ， 
各 根 之 和 等 于 所 有 对 角 元 V,, ,V,,,,,… 之 和 (这 个 和 等 于 久 期 方程 中 [E"]'' 前 
面 的 系数 ). 

把 (39.2) 式 的 :个 根 依次 代入 方程 组 (39. 1) 中 , 解 出 后 ,可 得 s 套 cs" 系 
数 , 从 而 求 得 * 个 零 级 近似 本 征 函 数 . 

我 们 注意 到 ,经 过 微 扰 以 后 ,原来 的 简 并 能 级 一 般 讲 来 不 再 简 并 [(39.2) 式 
一 般 讲 来 没有 重 根 ]j,; 或 者 说 , 简 并 度 被 微 扰 所 解除 . 简 并 度 的 解除 可 以 是 全 部 
的 ,也 可 以 是 部 分 的 (在 后 一 种 情况 下 ,加 入 微 扰 后 简 并 仍 存 在 ,但 其 简 并 度 小 
于 原来 的 简 并 度 ) . 

也 有 可 能 发 生 这 样 的 情形 ,由 于 某 种 原因 ,属于 同一 能 级 的 各 个 简 并 态 mn， 
n',… 之 间 的 跃迁 矩阵 元 全 都 非常 小 (甚至 是 零 ). 这 时 ,我 们 不 但 要 计 及 一 级 和气 
阵 元 V, ,还 要 计 及 高 级 的 不 同 能 级 之 间 的 跃迁 和 矩阵 元 V,(m 关 n,n',…). 我们 
来 计算 二 级 近似 的 VV, 矩阵 元 . 

在 (38.4) 式 中 =n 时 , 令 式 左 的 E=E. +E,"( 保 留 记号 E" , 作 为 目前 
近似 下 的 能 量 修正 值 ) ,并 用 cl 代替 c,. 由 于 m 关 n,n',… 时 所 有 ce =0, 我 
们 有 

Ee = > Vc + 2, Vien (39.3) 


当 上 =m 关 n,n',… 时 ,精确 到 一 级 项 为 止 ,(38.4) 式 ,给 出 
[Bo -BE ]co = 入 eco ， 


故 
ct) Vs m0) 
mm 一 2 -E®) 及” " 
代 人 (39.3) 式 ,得 
VV 


Ee = > cn | > 二 


QD 这 个 名 词 来 自 天 体力 学 - 


$39 久 期 方程 。129 ， 


这 组 方程 代替 了 (39.1) ;方程 组 的 相 容 条 件 又 导致 久 期 方程 , 它 和 (39.2) 的 差 
别 在 于 作 了 下 列 替 代 : 


Ws Vn 
了 ,一 了 ， 十 EV -EW. (39. 4) 
习 题 


1. 求 一 个 两 重 简 并 能 级 的 零 级 近似 波 函 数 以 及 本 征 慎 的 一 级 近似 修正 值 . 
解 :(39.2) 式 现在 呈 下 列 形式 : 
VV -E'" VV, 
也， 认 he 
(下 标 1 和 2 对 应 于 这 个 两 重 简 并 能 级 的 两 个 任意 选 定 的 未 受 扰 本 征 函 数 
和 由"), 解 之 ,得 
EW = + V,,) +hwo'"], (1) 


其 中 ,记号 hw = V/V, -VW,) +41V,1, 
代表 两 个 修正 能 级 怕 (' 之 差 . 再 解 具 有 以 上 ("和 值 的 (39.1) 式 ,可 得 零 级 近似 归 
一 化 波 函 数落 0 = cf + cg Wi 中 的 系数 ,其 值 为 


7 Vi -V1 1 12 
(0) _ 12 11 22 
和 yp ha |} ， 23) 


172 
o = * 人 了 六 [15- 二 ] } 


2， 推导 一 级 近似 的 本 征 函 数 修正 式 , 以 及 二 级 近似 的 本 征 值 修正 式 . 

解 :我 们 假定 小 ”已 经 是 正确 的 零 级 近似 波 函 数组 . 由 这 些 波 函数 所 定义 
的 了 0 n'( 属 于 同一 简 并 能 级 的 一 组 浮 数 ) 而 言 显 然 是 对 角 的 ,并 
且 对 角 元 了 ,了 ，，，… 分 别 等 于 一 级 近似 中 的 各 种 修正 值 EY,E(),… 

pe bs 的 微 扰 问题 . 在 零 级 近似 中 ,EE = po re = ] ， 
m 关 nn 的 ce =0. 在 一 级 近似 中 ,我 们 有 EE=E + ce =1+ct ce =co). 写 出 
k 关 n,n'… 的 方程 组 (38.4) ,保留 其 中 的 一 级 项 : 

(EE -Er )c = Vac = Vi,, 














故 
Vi 
p00) E™ 》 
其 次 ,我 们 写 出 天 = 的 方程 式 , 保 留 其 中 的 二 级 项 : 
Ee =V, e+ > VE 


kn,n’, (1) 
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(m 的 求 和 式 中 略 去 见 =n,n’,… 的 项 ). 把 EE = 了 以 及 (1) 式 中 的 ec 代入 ， 
n' 关 n 时 得 
上 1 了 I 

(这 个 近似 中 的 ct 等于零 ). (1) 式 和 (2) 式 确定 了 该 组 本 征 函 数 在 一 级 近似 
中 的 修正 值 = >, co). 

最 后 , 写 出 =n 时 (38.,4) 式 中 的 二 级 项 ,可 得 下 式 所 示 的 二 级 能 量 修 正 : 

2 了 A 
BE = 3 pr (3) 

上 式 在 形式 上 等 同 于 (38.10) 式 . 

3. 设 有 一 系统 ,在 1=0 时 刻 处 于 两 重 简 并 能 级 的 小 ” 态 中 .在 某 一 恒定 微 
扰 的 作用 下 发 生 跃 迁 , 求 1 时 刻 该 系统 跃迁 到 同一 能 级 的 小” 态 的 概率 . 

解 :我们 令 正 确 的 零 级 近似 波 肖 数 为 

=e te, YW =e +csy,, 

其 中 的 cl,cy 和 c!,c!, 就 是 题 1 的 (2) 式 所 确定 的 两 对 系数 (为 简单 计 我 们 把 所 
有 各 量 中 的 标号 "全 部 略 去 ). 

反 过 来 ,有 





cy -oe 
多 
小 和 由 ' 是 分 属于 受 扰 能 量 值 E+E' 和 忆 + El 的 两 个 态 ,其 中 的 E' 和 EW 是 
题 1 中 的 (1) 式 所 示 的 两 个 修正 值 . 引入 时 间 因 子 后 ,就 过 渡 到 与 时 间 有 关 的 波 
陶 数 . 
本 / 一 (这 用 本人) 1 -AE 
到 3 -ore lye (i/h) -cy e (i/h) ] 
(t=0 时 ,多 = ). 最 后 ,再 把 上 式 中 的 沙 和 由 ' 表 成 由 和 由, 就 变 成 由 和 
由 的 线性 组 合 , 其 组 合 系 数 与 时 间 有 关 . 小 , 函数 前 系数 的 模 量 平方 值 就 是 欲求 
的 跃迁 概率 ws. 把 题 1 中 的 (1) 式 和 (2) 式 代入 ,算出 
人 | 下 
(和 7) 
我 们 看 到 ,这 个 概率 随时 间 周 期 性 地 变化 ,其 频率 为 四“. 
当时 间 上 远 小 于 本 题 中 的 周期 时 ,上 式 的 中 括号 与 志 成 正比 ,从 而 10 也 与 





202) [1 -cos w'"i]. 


(DD 注意 (1) 和 (2) 中 的 各 量 必须 很 小 (这 是 本 微 扰 法 的 适用 条 件 ) ,这 个 条 件 只 要 求 属于 不 同 能 级 
的 跃迁 矩阵 元 满足 条 件 (38.9). 至 于 属于 同一 简 并 能 级 的 牙 迁 矩阵 元 ,可 由 久 期 方程 精确 (在 一 定 的 意义 
下 ) 算 出 . 


$40 与 时 间 有 关 的 微 扰 。131 ， 
六 成 正比 : 
W2) = 二 17 ,128. 
声 
此 式 可 用 下 节 所 给 的 方法 [应 用 (40.4)] 十 分 简单 地 获得 . 
$40 与 时 间 有 关 的 微 扰 


现在 研究 明显 地 依赖 于 时 间 的 微 扰 . 一 般 讲 来 ,我 们 在 这 种 情况 下 谈 不 上 本 
征 值 的 修正 问题 ,因为 当 哈 密 顿 量 依赖 于 时 间 时 [例如 受 扰 后 的 算 符 为 五 = 
和 掺 ,+ 六 (1)] ,能 量 不 再 守恒 ,因而 也 就 不 存在 定 态 .我 们 在 这 里 提出 的 问题 ,只 是 
从 未 扰 系 统 的 定 态 波 函 数 出 发 ,对 该 波 函 数 进行 近似 计算 . 

为 此 ,我 们 应 用 一 种 方法 ,类似 于 求解 线性 微分 方程 组 时 熟知 的 常数 变易 法 
(P. A. M. Dirac ,1926). 设 到 (9 (含有 时 间 因 子 ) 为 未 扰 系统 的 定 态 波 函 数 . 此 


时 ,未 受 扰 波 动 方程 的 一 个 任意 解 可 以 表 成 到 = >, a Vi” 的 形式 . 现在 来 求 下 
列 受 扰 方 程 的 解 : 

访 2 =( 记 + 闪 y， (40.1) 
把 这 个 解 表 成 以 下 的 求 和 式 : 

= 2 a,(t) Bo, (40.2) 


其 中 的 展开 系数 都 是 时 间 的 函数 . 把 (40.2) 式 代入 (40.1) 式 中 考虑 到 所 有 的 
多 (9 函数 都 满足 下 列 方程 : 


a 


kf p00) 
at = HP ， 





i 
我 们 得 
0 da, (7 (0 
i > Ph 本 = > a, VB. 
上 式 两 边 左 乘 罗 ”“" 后 ,积分 得 
d 
i 5 V(t)a,, (40.3) 
其 中 的 
Y (1) = [pe Vy dg =V ,ee™™, 


(0) (0) 
~E, 
mk 天 


为 含有 时 间 因 子 的 微 扰 项 矩阵 元 (必须 注意 , 当 站 显 含 上 时 ,7 也 是 时 间 的 函 


人 
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数 ). 

我 们 取 第 n 个 定 态 的 波 阻 数 作 为 未 受 扰 波 函数 ,(40.2) 式 中 的 相应 系数 值 
为 ao,”=1,kn 的 a1”=0. 求 一 级 近似 时 ,(40.3) 式 左边 的 w 写成 we = af + 
ai ,右边 则 用 a =at” 代 入 (因为 其 中 已 经 包含 了 一 级 小 量 V,,) . 结果 得 
da 

dt 

为 了 能 够 表明 所 算 的 修正 究竟 属于 哪个 未 受 扰 函数 ,我们 在 a 系数 中 加 进 第 二 
个 下 标 ,写成 


i 





= V(t). (40.4) 


,= 2 ai (1) Bi. 
据 此 ,我 们 可 以 把 (40.4) 式 的 积分 结果 写成 以 下 的 形式 : 
ca = - @ [Val d= [二 {Vue™dz, (40.5) 
这 个 式 子 确定 了 一 级 近似 波 函 数 . 
现在 我 们 来 更 详细 地 考察 微 扰 项 六 为 时 间 的 周期 函数 这 一 重要 情形 ,V 的 
形式 为 
V= Fe +Ce”, (40.6) 
其 中 的 天 和 C 都 是 和 时 间 无 关 的 算 符 . 由 于 VV 是 厄 米 的 ,我 们 必须 有 
RE =F* eo + CE 
由 此 得 G =F* , 即 
GCG, =F". (40.7) 
应 用 这 个 关系 式 ,我 们 有 
(1 = Ve =F, em + Fe ro (40.8) 
代入 (40.5) 式 并 进行 积分 ,我 们 得 到 下 列 波 函 数 展开 系数 : 
F, em"-®)! F' e's) 
(ww) fi(w, +w) 
这 个 表 式 只 有 分 母 都 不 等 于 零 时 名 9 才能 应 用 , 即 所 有 的 k(n 为 给 定 ) 必 须 满足 
EE -EW 天 + fiw. (40. 10) 
许多 应 用 问题 中 ,要 用 到 任 一 物理 量 了 对 受 扰 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 . 一 级 近 
似 中 我 们 有 


(1) _ 
Gn 


(40.9) 


fn(t) = (t) + fin (1), 
其 中 的 


QD 精确 来 讲 ,这 个 表 式 中 的 分 母 都 不 能 很 小 ,否则 as 只 就 不 能 远 小 于 1. 


§40 与 时 间 有 关 的 微 扰 "133 ， 


AD = | 到 fy dg = 
f° = 上 [可 0]dg， 
把 更 0) = 》 a WW 代 和 信 上 式 , 式 中 的 o 避 由 (40.9) 式 所 确定 , 易 得 所 求 的 表 


式 为 


1 iw nmt di 如 
jn (DO = -e 2 | [+ el 


Fr, EG ye i 
ei le 上 (40.11) 


这 个 表 式 只 有 当 每 一 项 都 不 太 大 时 才能 应 用 , 即 所 有 的 频率 ou ,wm 全 都 不 能 太 
接近 于 w. 当 w =0 时 ,上 式 回 到 (38. 12 ) 式 ， 

以 上 给 出 的 各 种 公式 ,都 是 对 只 具 离 散 谱 的 未 受 扰 能 级 而 言 的 .但 是 这 些 公 
式 可 以 立刻 推广 到 还 具 连 续 谱 的 情形 中 去 (和 以 前 一 样 ,我 们 所 考虑 的 微 扰 是 
对 离散 谱 中 的 态 而 言 的 ) ;这 只 要 在 离散 谱 能 级 的 求 和 式 中 ,简单 地 补充 一 项 对 
连续 谱 的 相应 求 积 式 就 可 以 了 . 这 些 公 式 中 的 能 量 EF”, 现在 不 但 能 取 离 散 谱 中 
的 各 种 数值 ,而 且 能 取 连 续 谱 中 的 各 种 数值 ,但 是 必须 保证 (40.9)(40.11) 式 中 
的 分 母 w,, +w 没有 一 个 等 于 零 . 如 果 连 续 谱 处 于 整个 离散 谱 能 级 的 上 面 ,那么 ， 
在 这 种 常 遇 的 情况 下 ,除了 (40.10) 以 外 ,还 需要 补充 下 列 条 件 

EY -E>fow, (40. 12) 
其 中 Ei 为 该 连续 谱 的 最 低能 级 . 
习 右 

设 有 一 周期 性 微 扰 ( 星 (40.6) 形 式 ) ,其 频 兴 ww 满足 EW -EE = 有 (w+e)， 
& 是 一 个 小 量 . 求 蔷 定 请 方程 第 nn 个 解 和 第 m 个 解 受 这 种 周期 微 扰 后 的 改变 量 . 

解 : 本 节 所 讲 的 方法 在 这 里 不 适用 ,因为 (40.9) 式 中 的 as 系数 现在 变 得 太 
大 .我 们 要 从 精确 方程 (40.3) 重 新 出 发 ,该 式 中 的 Vi,(i) 由 (40.8) 式 给 出 .很 明 
显 ,(40.3) 式 右边 的 各 个 求 和 项 中 ,最 重要 的 贡献 是 来 自 这 样 一 些 项 ,这 些 项 中 
的 时 间 关 系 由 微小 频率 w,, -w 所 确定 , 略 去 所 有 其 它 各 项 后 ,我 们 得 到 以 下 两 
个 联 立 方程 : 

da 


法 m _ F eg a F ea, ， 


dt 





0 严 ， eg 
hi = Pme “on 


我 们 作 下 列 赫 代 
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a.e” =b,, 
得 以 下 两 个 方程 ， 
访 G =F,.b,, ifi(b, -ieb,)=F*0,. 
消去 a, 后 ,得 
b -igb,+|F, lb /HW =0 

这 个 方程 组 的 两 套 独 立 解 可 以 取 成 

a =4e“，a = 一 4 Po So (1) 
和 

a, =Be ™, a,=B To (2) 


mn 


其 中 的 4 和 B 都 是 常数 (它们 由 归 一 化 条 件 确定 ), 式 中 应 用 了 下 列 记号 ， 


F 
a = -人 + 由， om = +0, = [+i 7 = 下 


因此 ,在 所 给 微 扰 的 作用 下 ,函数 多 ( ,到 0 变 成 函数 a 中 +a 0 ,其 中 
的 a, 和 a, 由 (1) 式 及 (2) 式 给 出 . 

假定 该 系统 在 起 始 时 (t=0) 处 于 多。 态 . 在 随后 时 刻 ,该 系统 就 处 于 我 们 
求 得 的 两 个 函数 的 线性 组 合 态 多 中 ,该 组 合 态 当 上 =0 时 变 成 和 : 





=e¥ (eos {21 -sin 人 | Pp" -本 -ein 2 Vn. (3 ) 
Wl) 前 系数 的 模 量 平方 为 
2 
py — cos 201 ) . (4) 


这 个 式 子 给 出 了 上 时 刻 发 现 该 系统 处 于 更 (， 态 的 概率 .我 们 看 到 这 个 概率 是 一 
个 频率 为 2 人 2 的 周期 函数 ,概率 值 在 0 与 i191 /7 之 间 交 化 . 
6 =0 时 (严格 共振 ),(4) 式 所 示 的 概率 变 成 


(1 -cos 217n1t),， 
它 在 0 与 1 间 周 期 性 地 变化 ; 换 句 话说 ,该 系统 周期 性 地 从 到 8) 态 跃迁 到 入 
态 . 
$41 有 限时 间 间 隔 微 扰 作 用 下 的 跃迁 


现在 假定 微 扰 V(:) 只 作用 于 某 一 有 限时 间 间 隔 内 [或 者 , 当 二 + 上 oa 时 ， 
V(s) 消失 得 足够 快 ] .并 假定 该 系统 在 微 扰 作 用 之 前 (或 者 在 ti 一 - % 时 ) 处 于 


$41 有 限时 间 间 隔 微 扰 作 用 下 的 跃迁 。135 。 


(离散 谱 的) 第 ”个 态 中 .在 随后 时 刻 , 系 统 的 态 将 由 更 = > au 多 (90) 函数 所 确 
定 ,一 级 近似 时 ,其 中 的 系数 为 


QL, = a = -= V em di, kn, 


a =1 +al’ =1 -= YY dr; (41.1) 


(40.5) 式 中 的 积分 限 是 这 样 选取 的 ,使 得 一 - % 时 所 有 的 ai。 都 趋 于 零 . 当 微 
扰 作 用 停止 以 后 (或 者 在 二 + 时 ) ,oi 系数 都 取 定 值 oi,(% ) ,该 系统 则 处 于 
下 列 波 函 数 所 描述 的 态 中 : 

y= 5 a ) YD, 


这 个 波 函 数 又 满足 未 受 扰 的 波动 方程 ,但 是 已 不 同 于 原来 的 多” 函数 . 根据 一 
般 规 则 ,cuw( ) 系 数 的 模 量 平方 值 确 定 了 该 系统 具有 能 量 值 不 ”的 概率 , 即 该 
系统 处 于 第 & 个 定 态 的 概率 . 

由 此 可 见 ,在 微 扰 作 用 下 ,该 系统 有 可 能 从 起 初 的 定 态 过 渡 到 任 一 其 它 定 
态 . 从 初 态 ( 第 i 个 定 态 ) 跃迁 到 末 态 (第 f 个 定 态 ) 的 概率 等 于 多 


w 2 
| Vered (41.2) 





1 
wn 让 


现在 来 考虑 一 个 微 扰 , 它 一 经 作用 之 后 ,将 继续 地 作用 下 去 (当然 , 它 总 是 
保持 很 小 ). 换 名 话说 ,V(t) 当 1 一 - % 时 趋 于 零 ,而 当 i- + o 时 趋 癌 不 等 于 零 
的 某 一 有 限 值 . 这 种 情形 下 , (41.2) 式 不 能 直接 应 用 ,因为 式 中 的 积分 是 发 散 
的 .但 是 这 种 发 散 性 从 物理 上 讲 来 并 不 重要 ,并 且 很 容易 把 它 去 掉 .为 此 目的 ,我 
们 进行 分 部 积分 : 





iw pt £ 
a i [ Vre dt [ | 十 
4 OV, e's 
+ | A 
-wm 0 hws 


第 一 项 的 数值 在 下 限 等 于 零 ,在 上 限 形式 上 与 (38. 8 ) 式 中 的 展开 系数 相同 ; 式 
中 多 出 一 个 周期 因子 e*” 的 原因 ,仅仅 是 由 于 上 式 中 的 as 是 整个 ( 含 时 ) 波 函数 
罗 的 展开 系数 ,而 $38 中 的 cx 是 不 含 时 的 yy 隆 数 的 展开 系数 . 这 就 很 明显 ,i 一 
% 时 这 一 项 的 极限 值 ,不 过 是 原 函 数 多 ”在 微 扰 的 “恒定 部 分 "V( + % ) 作用 下 
所 引起 的 改变 ,这 种 改变 与 牙 迁 到 其 它 态 没有 什么 关系 . 牙 迁 概率 是 由 上 式 第 二 


QD 为 一 臻 起见 ,今后 谈 到 唉 迁 概率 时 , 初 态 和 末 态 一 律 记 作 i 和 Jf, 这 个 概率 的 下 标 次 序 为 万 ( 不 是 
认 ,与 矩阵 元 的 下 标 次 序 相同 . 
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项 的 模 量 平方 值 给 出 的 ,并 等 于 
] 


oV, _ 
iw k i 
wh 7 | 一 一 6 Ad (41.3) 


um “0t 

对 于 从 离散 谱 的 态 路 迁 到 连续 谱 中 的 态 讲 来 ,以 上 所 得 的 这 些 公式 也 是 成 
立 的 . 其 差别 仅 在 于 , 当 我 们 讲 到 从 所 给 态 ( 第 i 个 态 ) 出 发 路 迁 到 值 域 ( 见 $38 
末 ) 介 于 vw 和 vw+ dv 之 间 的 态 时 ,跃迁 概率 式 (41.2) 应 写成 下 列 形式 : 





1 
dw 


如 果 微 扰 V(1) 在 数量 级 为 周期 一 的 时 间 间 隔 内 变化 得 很 少 , 则 (41.2) 或 
fi 


(41.3) 式 中 的 积分 值 也 将 很 小 . 在 极限 情形 下 , 当 所 加 微 扰 变化 得 十 分 缓慢 的 
时 候 , 具 有 能 量变 化 的 ( 即 频 率 wj 不 等 于 零 的 ) 任 何 路 迁 概率 都 趋 于 零 . 由 此 可 
见 , 当 所 加 微 扰 变化 得 足够 慢 ( 或 称 温 渐 微 扰 ) 的 时 候 , 处 于 某 一 无 简 并 定 态 中 
的 系统 仍 将 留 在 该 态 中 (还 可 参考 § 53). 


反之 ,在 极 快 地 “瞬时 ”加 入 微 扰 这 一 极限 情形 下 ,“ 加 入 时 刻 " 的 导数 值 2 





on 2 
| Pered: dr/ (41.4) 


变 成 无 穷 大 . 我们 可 以 在 { 二 4 ] eez 的 积分 式 中 ,把 变化 得 较 慢 的 ee" 因子 取出 
积分 号 外 ,并 令 它 等 于 该 时 刻 所 具有 的 数值 . 留 下 的 积分 就 可 以 立刻 算出 , 结 
果 得 

当 微 扰 本 身 并 不 太 小 时 ,也 可 求 出 瞬时 微 扰 下 的 牙 迁 概率 . 假定 系统 原 处 于 
哈密 顿 量 刀 的 某 一 本 征 函 数 yo 所 描述 的 态 中 . 如 果 “ 瞬 时 "地 改变 哈密 顿 量 
(这 就 是 说 ,所 用 的 时 间 远 小 于 原来 的 第 ;个 态 胸 迁 到 其 它 态 的 周期 2 ) , 则 该 
系统 的 波 函 数 “ 来 不 及 "改变 , 仍 留 于 微 扰 以 前 的 态 中 . 但 是 , 它 并 不 是 新 哈密 顿 
量 志 的 本 征 函 数 ,也 就 是 说 ,yi 不 再 是 定 态 . 根据 量子 力学 的 一 般 规则 ,该 系 


统 路 迁 到 某 一 新 定 态 的 概率 wn 是 由 内" 函数 对 疾 的 本 征 函 数组 几 展开 后 的 展 
开 系 数 确定 的 : 


(41.5) 


wh = | [wy dg | . , (41.6) 


现在 来 证 明 ,如 果 哈 密 顿 量 的 改变 量 疼 = 疡 -应 很 小 ,这 个 一 般 公式 如 何 化 
回 到 (41.5) 式 . 以 下 两 式 
hy" = 盏 (ou 人 0 ， Hy =Ey; 
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分 别 各 乘 上 yw; 和 yw? 后 ,对 dg 积分 ,并 逐 项 相 减 : 再 利用 已 算 符 的 厄 米 性 ， 
可 得 
(BE,-E®) [wy a= {wy Wr® dg. 

如 果 微 扰 广 很 小 , 则 一 级 近似 下 的 E, 可 用 未 微 扰 能 级 Bo 代替 ,而 波 函 数 

(在 上 式 右边 的 ) 相 应 地 可 用 yt” 代替 , 此 时 得 
* ,00 ] fos 六 (0) 
fw yj: dg= hws fy Vy; dg. 
故 (41.6) 式 变 成 了 (41.5) 式 . 
习 是 


1. 处 于 基态 的 一 个 带电 振子 上 突然 加 入 一 个 均匀 电场 , 求 该 振子 受 此 微 扰 
后 跃迁 到 激发 态 的 概率 . 
解 : 均 匀 电 场 中 的 振子 势能 (电场 的 作用 力 为 下) 为 


2 2 
U(x) = -Fx = (x -xi )2+ 常 数 








( 共 中 的 和 = 和 ) , 族 仍 具 扳 子 形式 (但 平衡 位 置 移动 了 ). 因此 受 摔 振 子 的 定 


meow’ 
态 波 函 数 为 由 ,(% -x%), 而 内 (xz) 是 (23. 12) 式 的 摄 子 波 函 数 ; 初 态 波 函数 是 
(23. 13 ) 式 的 Wo(x). 根 据 这 些 公式 以 及 (23.11) 式 的 厄 米 多 项 式 ,可 得 


全 是 人 k 
| i 1) ee 7 hode， 


AM 245m81 
式 中 引入 了 记号 志 =%o 属 这 分 部 积分 不 次 以 后 ,上 式 右 边 积 分 变 成 下 列 形式 : 


$s] ee 人 上 = 区 Vs 
故 跃迁 概率 (41.6) 为 


作为 量子 数 天 的 函数 ,上 式 星 泊 松 分 布 形式 ,其 中 天 是 大 的 平均 值 ， 

当 不 很 小 ,以 致 下 <<1l 时 , 微 扰 论 可 以 适用 .此 时 ,跃迁 到 激发 态 的 概率 很 
小 ,并 随 上 的 增 大 而 很 快 衰减 , 最 大 值 为 wo 二 上. 

相反 的 情形 下 , 当 玉 很 大 时 (k >>1) ,激发 振子 的 产生 具有 极 大 的 概率 :该 
振子 仍 留 于 基态 的 概率 为 wo =e“. 
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2. 处 于 基态 的 原子 核 , 受 一 急剧 撞击 后 具有 速度 ;撞击 时 间 了 假定 既 小 于 
电子 周期 ,又 小 于 a/v(a 为 原子 线 度 ). 求 该 原子 在 这 种 “冲击 ”影响 下 的 激发 概 
率 (A. BE. Mrrrar,1939 ) . 

解 :变换 到 开 ' 参 考 系 ,这 个 参考 系 与 受 撞 后 的 原子 核 一 起 运动 . 由 于 条 件 
T<< 4/[l, 受 擅 期 间 的 原子 核 可 以 认为 实际 上 没有 移动 ,因此 , 受 扰 刚 结束 时 ，, 参 
考 系 天 ' 中 的 电子 坐标 与 原 参 考 系 天 中 的 电子 坐标 相等 . 初 态 波 函数 在 开 ' 参 考 系 
中 为 

%i =yoexp { -ig: > d= 
其 中 的 yo 为 原子 核 未 动 时 的 基态 波 函 数 , 指 数 宕 中 的 > 是 对 该 原子 中 所 有 的 
Z 个 电子 求 和 . 按 (41.6) 式 ,跃迁 到 第 上 个 激发 态 的 概率 由 下 式 确定 ， 
谣 寺 过 | Cklexp ( -ig: > r | 10》 | 
特别 是 当 ga <<1 时 ,积分 号 内 的 指数 因子 可 以 展开 . 并 由 于 和 由, 函数 的 正 
交 性 ,注意 由 ?由 的 积分 等 于 零 , 故 得 
ws = KTC > r.) 10) | . 
3. 求 氨 原 子 受 突然 “冲击 "后 激发 和 电离 的 总 概率 (参考 上 题 )， 
解 ; 欲 求 的 总 概 幸 可 按 下 式 计算 : 


2 
1 -wo =1 -— | f weerary| 





其 中 的 woo 为 原子 仍 留 于 基态 的 概率 (所 原子 基态 波 函 数 由 = je 为 


Ta 
玻 尔 半径 ). 算出 积分 后 得 
1 

(ee 

在 ga<<1l 的 极限 情形 下 ,这 个 概率 变 成 1 -io 一 ge 而 趋 于 零 , 当 qa >>1 
时 ,1 -ww 二 1 - (2/ga) 趋 于 1. 

4. 原子 序数 2 很 大 的 原子 核 进行 B 衷 变 , 求 该 原子 天 层 电 子 的 逸 出 概率 .8 
粒子 的 速度 假定 大 于 天 电子 的 速度 (A. 6. Mrrmar,1941 ;了 E. JI. BeitH6epr ,1939). 

解 由 ;在 上 述 条 件 下 ,8B -粒子 穿 过 天 层 的 时 间 小 于 电子 的 绕 核 周期 ,因而 核 
电荷 的 变化 可 以 看 作 是 瞬时 的 .电荷 变化 所 引起 的 核电 场 改 变量 了 Y= lvr 很 小 (1 


1 -Woo =1-— 


(D 题 4 和 题 5 中 应 用 了 原子 单位 ， 
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与 Z 之 比 ) ,起 着 微 扰 的 作用 . 按 (41.5) 式 ,能 量 @ 为 ,= -2Z /2 的 两 个 K 层 电 
子 中 ,有 一 个 电子 跃迁 到 能 量 介 于 E= 记 /2 和 E+dE(dEkE =kdk) 的 连续 谱 区 间 
内 的 概率 为 
41V.1 

= Et 

在 决定 敌阵 元 WV 的 表 式 时 , 近 核 处 ( ~1/2) 的 积分 区 间 最 重要 ,这 时 连续 
谱 状 态 波 函 数 仍 可 利用 类 氨 原 子 的 表 式 . 末 态 电子 的 角 动 量 必 为 1=0( 等 于 初 
态 的 角 动 量 ). 利 用 836 得 到 的 Ri 和 按 k/2m 标 度 归 一 化 的 Ri 瑶 数 以 及 数学 附 
录 中 的 (f.3) 式 ,得 @ 


Ww 


-iZ/k 


Ted 


Cisne (1 + 


72 
由 于 
(1 +ia) =exp [ -2 
最 后 得 
A 
并 有 


f(a) = 一 ep ( _4 en =). 
所 ai) 函数 的 极限 值 为 
a <<1 时 f=e“， Qa>>1 时 f=a/27. 

dw 对 选 出 电子 的 所 有 能 量 积 分 ,可 得 天 层 电 离 的 总 概率 . 数值 计算 后 ,得 
w =0.652 

5. 原子 序数 2Z 很 大 的 原子 核 进行 w 衰变 , 求 该 原子 玉 层 电子 的 逸 出 概率 . 
a 粒子 的 速度 小 于 天 电子 的 速度, 但 是 它 从 原子 核 内 逸 出 的 时 间 小 于 电子 的 绕 
核 周期 (A. 6. Murrxan,1941 ;J. S. Levinger ,1953 ) . 

解 :a 粒子 刚 逸 出 时 ,作用 于 电子 的 微 扰 还 是 浸 渐 微 扰 . 因此 ,所 求 效应 主要 
取决 于 漫 渐 被 破坏 那 一 微 扰 “加 入 时 刻 " 附 近 的 时 间 间 隔 , 此 时 的 a 粒子 虽 已 逸 
出 原子 核 并 作 自 由 运动 ,但 仍 处 于 比 尺 层 电 子 的 轨道 半径 来 得 小 的 距离 内 .a 粒 


WD 对 KK 电子 ,今后 将 用 类 和 氨 原 子 态 ( 参 考 $74). 
加 计算 时 最 好 采用 库仑 单位 ,最 后 结果 中 再 换 成 原子 单位 . 
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子 和 原子 核 的 联合 场 与 纯 库 仑 场 Z/r 的 差别 ,代表 了 致使 原子 电离 的 微 扰 作 用 
V. 原子 量 分 别 为 4 和 A 和 -4, 电 荷 分 别 为 2 和 2Z-2 相互 距离 为 vi(v 是 a 粒子 和 
原子 核 的 相对 速度 ) 的 两 个 粒子 的 偶 极 给 等 于 

2(4 -4) -4(2 -2),, -204 22) 


故 原 子 核 和 a 粒子 的 势 场 的 偶 极 项 为 册 
y -2.4 -22) z 
=—————vt 
A r 
式 中 取 z 轴 沿 速度 wy 的 方向 . 取 电 子 运动 方程 2= -~ Zz/r 的 给 阵 元 ,可 把 以 上 微 
扰 了 的 矩阵 元 化 成 z 的 和 给 阵 元 ,我 们 有 
3 _(E-E) 
(FB) = 一 


| 
按 (41.2) 式 ,两 个 KK 电子 中 有 一 个 电子 进行 跃迁 的 概率 为 


r 
的 2 
dw =2 | | Vue' ®t | Re M4, [2dk/2n. 
0 


计算 此 积分 时 , 先 在 被 积 函 数 中 引进 一 个 阻尼 因子 e“, 和 A >0, 积 出 后 ,再 令 A 一 
0, 计 算 z=rcos 6 的 给 阵 元 时 ,由 于 初 态 的 轨道 角 动 量 1=0, 因 此 只 有 跃迁 到 1 = 
1 的 态 时 cos 9 的 算 阵 元 才 不 等 于 零 ; sp 


|(cos 0)。| = (cos’0)% = 一 ,zol = lroel’, 
应 用 径 肖 数 Ro 和 Ri 算出 ro 后 ， 结果 得 
汪汪 2 422) vs (& dk. 


2 及 
34 z 1 | 
f 通 数 已 见 题 4. 
$42 周期 微 扰 作 用 下 的 跃迁 


在 周期 微 扰 的 作用 下 跃迁 到 连续 谱 状 态 的 概率 ,和 以 前 的 结果 有 所 不 同 . 设 
在 上 =0 的 起 初时 刻 , 系 统 处 于 离散 谱 的 第 i 个 定 态 中 .假定 周期 微 扰 的 频率 w 
满足 

hw >E,, -E.", (42.1) 
其 中 的 Ei, 为 连续 谱 的 起 始 能 量 值 . 

根据 § 40 的 结果 显然 可 知 , 起 首要 作用 的 态 是 能 量 已 十 分 接近 于 共振 能 

量 Et”+ fw 的 那些 态 , 亦 即 ws -w 和 值 很 小 的 那些 态 . 根据 这 一 点 ,(40.8) 式 的 


中 如 果 4-22 很 小 ,还 需 考虑 下 一 项 四 极 矩 项 . 
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微 扰 矩阵 元 中 只 要 考虑 (频率 wnr -w 接近 于 零 的 ) 第 一 项 就 足够 了 . 把 这 一 项 代 
人 (40.5) 式 中 进行 积分 ,我们 得 


eitwp-w): _ 1 


Oise -二 | Va(t) dt= - (42.2) 
积分 下 限 的 选 定 ,要 使 上 =0 时 ar =0, 以 便 符合 于 所 设 的 初始 条 件 . 
由 此 求 得 的 ar 模 量 平方 值 为 
dein’ =“ 一: 
MU (42.3) 


很 易 看 出 , 当 上 很 大 时 ,上 和 式 可 以 看 作 和 上 成 正比 的 一 个 函数 ,证 明 时 ,只 要 注 
意 到 


linsi % 人 (42.4) 


实际 上 ,az0 时 这 个 极限 值 等 于 零 ,但 当 a =0 时 我 人 有 鹉 到 -，, 故 其 极限 值 
为 无 穷 大 ;最 后 ,对 aw 从 -om 到 +o 积 分 ,我 们 有 ( 作 替 代 at =t 上 ) 


二 三 至 2sn- = yy 2 


可 见 (42.4) 式 左边 的 函数 实际 上 满足 5 函数 定义 中 的 所 有 条 件 . 故 上 很 大 时 我 
们 有 


1 Wir 
lor = IPal mi (SO ), 


以 jion = -EW 代入 ,并 应 用 5(ax) =65(x)/a, 得 


ion = Pa 18(E, -El ~ how)t. 


表 式 las1 dy 等 于 从 原 态 跃迁 到 dv 间隔 内 的 一 个 态 的 概率 . 我 们 看 到 , 当 
t 很 大 时 , 它 与 从 上 =0 开始 所 经 历 的 时 间 间 隔 成 正比 . 单位 时 间 内 的 跃迁 概率 
dw 为 中 
dwn = “6(E,-E: -fw)dy,. (42.5) 
如 所 预料 ,除了 路 迁 到 能 量 为 5 = EIW + hw 的 态 外 ,这 个 概率 等 于 零 . 如 果 
该 连续 谱 不 存在 简 并 能 级 , 则 vw 可 以 径 自 取 作 能 量 值 ,此 时 dz 间隔 "内 的 态 就 
变 成 能 量 为 =E"" + iw 的 一 个 单 态 ,跃迁 到 这 个 态 的 概率 为 


@ ”很 易 证 明 , 当 我 们 考 虚 了 (40.8) 式 中 曾 被 略 去 的 第 二 项 以 后 ,得 到 一 个 补充 项 ,这 一 项 除 以 1, 当 
tw 时 趋 于 零 . 
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还 有 另 一 种 方法 能 导出 (42.5) 式 , 它 在 方法 论 上 很 有 教 益 ,此 法 中 并 不 假 
定 周期 微 扰 是 在 上 =0 时 刻 加 入 的 ,而 是 从 := - om 开始 以 指数 规律 eV 逐渐 地 加 
入 ( 漫 渐 加 入 ) ,和 A 是 一 个 正 的 常数 ,以 后 让 它 趋 于 零 . 初始 条 件 ar =0 现在 适用 
于 t= -% 时 刻 , 微 扰 矩阵 元 变 成 


Va (i) | 


wa = Pal’. (42.6) 


(42.2) 式 变 成 


ie 一 ww) 1 人 


Qs = -二 | Va(t) di = apo wo -iAy (42.7) 


因而 


(wa a 
每 单位 时 间 的 跃迁 概率 由 上 式微 商 给 出 : 


d 2 
gt! =2Alasl ， 


和 (42.4) 式 一 样 , 下 式 是 成 立 的 : 


LA 


， 和 
To， 
利用 上 式 取 极限 人 一 0 ,可 得 

d 2 2T 


rl pa IFa! 6(on —-w), 


这 就 回 到 了 (42.5) 式 . 
$43 连续 谱 中 的 跃迁 


微 扰 论 的 一 个 最 重要 应 用 ,是 计算 伍 定 (与 时 间 无 关 ) 微 扰 作 用 下 连续 谱 中 

的 跃迁 概率 . 我 们 早 就 指出 过 ,连续 谱 的 态 差 不 多 总 是 简 并 的 . 用 某 种 方式 选 好 

对 应 于 某 一 给 定 能 级 的 一 套 未 受 扰 波 函数 以 后 ,我 们 可 以 把 这 个 问题 作 如 下 处 

理 : 设 在 某 一 初始 时 刻 , 已 知 该 系统 处 于 其 中 的 某 一 态 中 , 试 求 跃迁 到 具有 同一 

能 量 的 另 一 态 的 概率 . 对 从 初 态 i 跃迁 到 vj 和 vw + dvy 间隔 内 的 态 讲 来 ,根据 
(42.5) 式 我 们 立刻 得 (改变 式 中 的 记号 ,并 令 该 式 中 的 w =0) 

dws = V1"8(E, ~ E) dvy. (43.1) 

这 个 表 式 正如 我 们 所 预料 的 ,除了 E, =E; 以 外 都 等 于 零 :在 恒定 微 扰 的 作用 下 ， 

只 有 能 量 相同 的 态 才 能 彼此 跃迁 . 必须 注意 的 是 ,对 连续 谱 状 态 的 跃迁 而 言 ， 

dw 不 能 直接 看 作 著 迁 概 率 ;其 至 它 的 量 纲 也 不 一 定 是 [1/ 时 间 ]. 在 (43.1) 式 
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中 ,dws 代 表单 位 时 间 内 的 跃迁 次 数 ,其 量 纲 依赖 于 连续 谱 波 函 数 所 选 的 归 一 化 
方式 .中 

我 们 来 计算 受 扰 后 的 波 函 数 , 它 在 微 扰 作 用 之 前 等 于 原来 的 未 受 扰 波 函数 
yy 采用 $42 末 段 所 给 的 方法 ,我 们 可 把 微 扰 看 作 是 按 扩 规 律 浸 渐 地 加 入 的 ， 
然后 取 A 一 0. 按 (42.7) 式 , 令 w =0, 并 更 换 记 号 ,得 


exp {i(E-E): +Az| 
a0) = 一 二 一 一 一 (43.2) 
E,— E,+iAn 


受 扰 波 函数 为 
,= "+ fa dzy. 
式 中 的 积分 让 及 整个 连续 谱 @. 把 (43.2) 式 代入 ,得 
d i 
V., = [we® 十 | pp | exp ( -Et | (43.3) 
取 极 限 A 一 0 时 ,e* 因子 变 成 1. + i 项 代表 入 从 正 值 趋 于 零 时 iA 的 极 值 , 它 确 
定 了 对 变量 Ej 的 积分 方式 (dE 是 dw 中 的 一 个 因子 , 它 和 描述 连续 谱 态 的 其 它 
量 的 微分 乘 在 一 起 ). 没有 这 项 ,(43.3) 的 被 积 函 数 在 EE,=E, 处 就 会 有 极点 , 积 
分 在 极点 附近 将 会 发 散 , 认 项 把 这 个 极点 移 到 复 变量 E, 的 上 半 平 面 中 去 , 作 完 
A 一 0 的 极限 手续 后 ,极点 回 到 实 轴 上 ,但 是 我 们 知道 ,此 时 积分 路 径 必 须 从 极点 
的 下 面 绕 过 去 
(43.4) 
一 E 
(43.3) 式 中 的 时 间 因 子 表 明 ,这 个 函数 和 原来 的 未 受 扰 函 数 属于 同一 能 量 
五 ,. 换 句 话说 ,下 列 羡 数 ， 


~ 0 Vi (0 
=p + [EE (0 gy, (43.5) 
满足 薛 定 请 方程 


(hh, + Dy = Eyw,. 
因此 ,所 得 表 式 自然 和 (38.8) 式 一 致 @@. 


QD ”此 处 所 讲 的 理论 包括 很 多 现象 ,例如 各 种 碰撞 ;系统 无 论 在 初 态 和 未 态 都 是 一 群 自由 粒子 ,而 微 
扰 就 是 它们 之 间 的 相互 作用 . 波 函 数 适 当归 一 化 后 ,(43.1) 式 就 成 为 碰 掉 截面 ( 见 $ 126). 

加 ”如 果 还 有 离散 谱 , 则 在 此 式 (以 及 随后 的 式 子 ) 中 尚 需 加 进 对 离散 谱 各 态 的 求 和 项 . 

@@ 采用 此 式 时 ,根据 几 在 远 距 离 处 的 渐 近 式 中 只 能 包含 出 射 波 ( 不 能 含 人 射 波 ) 这 一 条 件 ,就 能 确 


定 积分 路 径 ( 见 8$136). 
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上 述 计 算 相 当 于 微 扰 论 的 一 级 近似 .不 难 算 出 它 的 二 级 近似 ,为 此 ,我 们 需 
要 推导 多 的 下 一 级 近似 表 式 .采用 §38 的 方法 (现在 我 们 已 经 知道 了 处 理 “ 发 
散 ” 积 分 的 方法 ) 容 易 做 到 这 一 点 . 简单 计算 后 ,得 
0 VV, yr “dy ~ (A) EL 
w= {y+ | + Eb rin ”| > EF EF sj I 
将 此 式 和 (43.3) 式 比较 ,直接 模拟 (43.1) 式 , 即 能 写 出 相应 的 跃迁 概率 ( 确 
切 地 说 ,是 跃迁 次 数 ) 公 式 ， 
dwg -| a+ jE 和 0 
矩阵 元 WV 对 于 所 考虑 的 跃迁 讲 来 ,有 可 能 等 于 零 . 此 时 一 级 近似 为 零 ， 
(43.6) 式 变 成 


2 
6(E,- E,)dv,. (43.6) 





VV 
don = | | 这 二 EE . 6(E,- E,)dy,. (43.7) 


应 用 上 式 时 ,E, =E, 点 一 般 不 是 被 积 函数 的 极点 ,于 是 对 E, 的 积分 方式 就 无 关 
紧要 了 ,积分 可 沿 实 轴 进 行 . 

和 ,都 不 等 于 零 的 那些 > 态 ,通常 称 作 i 跃迁 的 中 间 态 . 直观 地 讲 , 好 
像 这 种 路 迁 分 成 iw 和 wf 两 步 走 (当然 ,这 只 是 一 种 口头 上 的 说 法 ). 也 有 可 
能 i_f 的 跃迁 不 能 通过 一 个 而 要 连接 通过 好 几 个 中 间 态 才能 发 生 . (43.7) 式 可 
i tt 例如 ,如 果 需 要 两 个 中 间 态 , 则 有 


V VV 
-| [ts dvdy'| 6(E,-E)dv. (43.8) 





-EF.)(E,-E,) 
pn 4) 的 积分 路 径 的 数学 含义 ,我 们 来 证 明 下 列 公式 ， 
ee 3 -P| 0 +imf(a), (43.9) 


式 中 积分 沿 着 包括 x = ae 点 在 内 的 实 轴 段 .如果 我 们 没 着 半径 为 p 的 一 个 半圆 绕 
过 极点 %=a, 我 们 发 现 ,整个 积分 等 于 沿 实 轴 从 下 限 积 到 a -p 再 从 a +p 积 到 
上 限 的 两 个 积分 ,再 加 上 被 积 函数 在 极点 处 的 留 数 的 ir 售 . 取 极 限 p 一 0 时 , 沿 
实 轴 的 两 个 积分 就 变 成 沿 整 段 的 主 值 积分 (用 已 表示 ) ,结果 就 是 (43.9) 式 ,该 


式 也 可 用 符号 形式 表 成 


二 (43.10) 
XX 一 0 








-a-—-i0 


P 代表 对 fAx)/(x -a) 的 积分 取 主 值 . 
$44 能 量 的 不 确定 度 关 系 


我 们 来 考虑 由 相互 作用 很 弱 的 两 个 部 分 所 组 成 的 一 个 系统 . 假定 在 某 一 时 
刻 ,已 知 这 两 个 部 分 都 具有 确定 的 能 量 值 ,我 们 把 它 记 作 已 和 e. 经 过 某 一 时 间 
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间 隐 At 以 后 ,再 测 能 量 ;所 得 的 5',e' 值 一 般 讲 来 和 Es 并 不 相同 . 容易 求 出 测 
量 结 果 之 差 E' +e' -五 -ee 的 最 概 然 值 所 具有 的 数量 级 . 

根据 w =0 的 (42.3) 式 ,系统 在 不 含 时 的 微 扰 作用 下 ,经 过 时 间 :后 从 能 量 
为 E 的 态 跃 迁 到 能 量 为 E' 的 态 所 具有 的 跃迁 概率 与 下 式 成 正比 : 

sin’ (Se ) 
2 上 
(E’-E)” 

由 此 可 知 , 差 五 ' -五 的 最 概 然 值 具有 ji/i 的 数量 级 . 

把 这 个 结果 用 到 目前 考虑 的 情形 中 (以 两 个 子 系 统 间 的 相互 作用 为 微 扰 ) ， 
我 们 得 到 以 下 的 关系 式 : 

IE+e-E'—e' |lAt~ fi. (44.1) 

由 此 可 见 , 时 间 间 隔 At 愈 短 ,观测 到 的 能 量变 化 就 您 大 , 重要 的 是 ,hi/At 这 个 数 
量 级 和 微 扰 本 身 的 数值 无 关 . 不 管子 系统 间 的 相互 作用 弱 到 什么 地 步 , 由 
(44.1) 式 确定 的 能 量变 化 值 都 能 观察 到 . 这 个 结果 是 量子 理论 所 特有 的 ,并 且 
具有 深刻 的 物理 意义 . 它 表 明 ,通过 两 次 测量 来 验证 量子 力学 中 的 能 量 守恒 定律 
只 有 ji/AL 数量 级 的 精确 度 ,其 中 的 Ai 为 两 次 测量 之 间 的 时 间 间 隔 . 

(44. 1) 式 通常 称 为 能 量 的 不 确定 度 关系 式 . 但 是 必须 强调 指出 , 它 的 含义 
与 坐标 和 动量 的 不 确定 度 关系 式 ApAx ~ 二 完全 不 同 . 在 后 一 个 关系 式 中 ,Ap 和 
Ax 为 同一 时 刻 的 动量 和 坐标 的 不 确定 度 ; 它 表明 了 这 两 个 量 不 能 同时 具有 定 
值 . 而 另 一 方面 ,能 量 E,e 却 不 论 在 哪 一 时 刻 都 可 以 任意 精确 地 进行 测量 . 
(44.1) 式 中 的 (E+e) -(E'+e') 为 能 晤 +s 在 两 个 不 同时 刻 的 精确 测量 值 
之 差 , 并 不 是 同一 给 定时 刻 的 能 量 不 确定 度 . 

如 果 把 EE 看 作 某 一 系统 的 能 县 ,把 s 看 作 “ 测 量 仪 器 "的 能 量 , 我 们 就 可 以 
说 ,它们 之 间 的 相互 作用 能 量 只 能 估计 到 ji/Ai 的 程度 为 止 . 令 AE,As,… 为 这 
些 量 的 测量 误差 . 在 最 好 的 情形 下 , 当 e 和 se" 已 精确 知道 时 (Ace = Ae' =0), 我 
们 有 


A(E-E') ~ (44.2) 


根据 这 个 式 子 , 我 们 可 以 导出 有 关 动 量 测量 的 若干 重要 结论 . 粒子 (为 确定 
起 见 ,我 们 把 它 说 成 为 电子 ) 动 量 的 测量 过 程 ,可 以 用 该 电子 与 某 一 其 它 粒 子 
( 称 为 “测量 "粒子 ) 的 碰撞 来 实现 ,这 个 “测量 "粒子 在 碰撞 前 后 的 动量 假定 可 
以 精确 地 测定 中. 如 果 把 动量 守恒 定律 应 用 到 这 个 碰撞 问题 中 ,可 得 三 个 方程 式 
(一 个 矢量 方程 的 三 个 分 量 式 ) ,具有 六 个 未 知 数 ( 碰 撞 前 后 电子 动量 的 分 量 


(D 在 这 里 的 分 析 中 ,这 个 “测量 ”粒子 的 能 量 等 于 多 少 并 不 重要 . 
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值 ). 如 果 该 电子 与 许多 “测量 ”粒子 进行 连续 碰撞 ,并 对 每 一 次 碰撞 应 用 动量 守 
恒定 律 , 则 方程 数 可 以 大 大 增加 . 可 是 未 知 数 (碰撞 中 的 电子 动量 ) 的 数目 也 随 
之 增加 ,并 且 易 于 证 明 ,不 管 碰撞 多 少 次 ,未 知 数 的 数目 总 比方 程 数 多 出 三 个 . 因 
此 ,为 了 测定 电子 的 动量 起 见 , 除 了 动量 守恒 定律 外 ,有 必要 在 每 一 次 碰撞 中 应 
用 能 量 守恒 定律 .但 是 我 们 已 经 知道 ,应 用 后 一 个 定律 只 能 得 到 hi/At 数量 级 的 
精确 度 ,Ai 为 测量 过 程 始 末 的 时 间 间 隔 . 
为 简化 以 后 的 讨论 计 ,最 好 考虑 一 个 假想 的 理想 实验 ,其 中 的 “测量 粒子 ” 
是 一 个 全 反射 的 平面 镜 ;这 时 重要 的 只 是 垂直 于 该 平面 镜 的 那个 动量 分 量 . 为 了 
确定 粒子 的 动量 已 ,根据 动量 守恒 定律 和 能 量 守恒 定律 给 出 下 列 方程 : 
p+P'-p-P:=0, (44.3) 
le'+E'-e-El~ 宛 ， (44.4) 
式 中 的 P,E 为 粒子 的 动量 和 能 量 ,p ,e 为 平面 镜 的 动量 和 能 量 ;不 带 撤 的 和 带 撤 
的 分 别 标志 碰撞 前 后 时 刻 的 量 .“ 测 量 粒 子 ” 的 p,p',s,e' 诸 量 ,假定 都 是 精确 知 
道 的 ,它们 的 误差 都 等 于 零 . 那么 对 其 余 各 量 的 误差 讲 来 ,由 上 式 得 


AP=AP’, 1AE' ~-AE| ~ 上 . 
Ai 


可 是 
AE = (9E/3P) AP =vAP., 
2 为 该 电子 (碰撞 之 前 ) 的 速度 , 同 理 有 
AE’ =7 AP =7 AP. 


从 而 我 们 得 
上 
1(o: -0,) AP,! ~ (44.5) 
我 们 在 速度 和 动量 下 面 都 加 上 了 一 个 下 标 *, 这 是 为 了 强调 这 一 式 子 对 每 一 种 
分 量 分 别 讲 来 都 是 成 立 的 . 


这 就 是 欲求 的 关系 式 . 它 表 明 电 子 动量 的 测量 (具有 给 定 的 精确 度 AP) 必 
然 引 起 该 电子 的 速度 改变 ( 亦 即 动量 本 身 的 改变 ). 测量 过 程 的 历时 愈 短 , 这 种 
改变 就 愈 大 . 只 有 Ai 一 % 时 ,这 种 速度 改变 才能 任意 地 小 ,但 是 占有 长 时 间 的 动 
量 测 量 只 有 对 自由 粒子 才 有 意义 .动量 测量 在 经 历 短 时 间 间 陋 后 的 不 可 重复 性 
以 及 量子 力学 中 测量 的 “两 面 性 ”一 一 一 个 物理 量 的 测量 值 与 测量 过 程 结束 之 
后 它 所 采取 的 数值 之 间 加 以 区 别 的 必要 性 一 一 在 这 里 表现 得 特别 清楚 外 . 

本 节 之 初 根据 微 扰 论 所 得 的 结论 ,也 可 以 用 另 一 种 观点 推导 出 来 ,这 就 是 考 


QD (44.5) 式 以 及 能 量 不 确定 度 关 系 的 物理 含义 是 由 N. 玻 尔 给 出 的 (1928 ). 
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虑 某 一 系统 在 某 种 微 扰 作用 下 的 衰变 问题 . 设 5, 为 该 系统 的 一 个 能 级 ,这 个 能 
级 是 在 完全 略 去 训 变 可 能 性 的 假定 下 计算 出 来 的 . 令 7 为 系统 处 于 这 个 态 的 寿 
命 , 也 就 是 每 单位 时 间 衰 变 概 率 值 的 倒数 .然后 用 同样 的 方法 ,我 们 可 得 


IE,-E-el -二 ， (44.6) 


其 中 的 ,se 为 该 系统 衰变 之 后 形成 的 那 两 个 部 分 的 能 量 .5 + 可 以 看 作 衰 变 
前 的 系统 能 量 的 一 个 估计 值 . 因此 所 得 的 式 子 表明 ,一 个 处 于 “ 准 稳定 ” 态 的 可 
误 变 系统 的 能 量 ,只 能 确定 到 hi/7 数量 级 为 止 . 这 个 量 通 常 称 为 该 能 级 的 宽度 
全. 故 


r-r. (44.7) 
人 
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粒子 在 外 场 中 的 整个 势能 如 果 可 以 当 作 微 扰 来 处 理 , 这 种 情形 值得 专门 考 
虑 ,此 时 的 未 受 扰 薛 定 谓 方程 就 是 该 粒子 的 自由 运动 方程 : 


Ab + 有 2 =0, & = Ss (45.1) 


并 具有 平面 波 解 . 自由 运动 的 能 谱 是 连续 的 ,因此 我 们 现在 所 考虑 的 是 连续 谱 微 
扰 论 中 的 一 个 独特 情形 . 这 个 问题 的 直接 求解 ,要 比 应 用 普遍 公式 更 为 方便 . 
一 级 近似 的 波 函 数 修 正 yy 满足 下 列 方程 : 
AD + -yp (45.2) 
式 中 的 0 为 势能 . 根据 电动 力学 我 们 知道 ,上 式 的 解 可 以 写成 推迟 势 形式 , 即 下 
列 形式 @; 


pO (xys) = 一 7 U'sy' sa) er dv/r, (45.3) 
TT 


其 中 的 
dV’=dx’dy’dz’, r=(x x’)*:+(y —y’) +(z —z')". 
现在 来 阐明 势 场 辟 应 该 满足 什么 样 的 条 件 才能 看 作 微 扰 . 微 扰 论 的 适用 条 
件 已 经 包含 在 yw <<yw'* 这 个 要 求 内 . 设 a 为 该 势 场 显著 地 不 等 于 零 的 那个 区 
域 空间 尺度 的 数量 级 . 我 们 首先 假定 该 粒子 的 能 量 十 分 小 ,以 致 ka 的 数量 级 至 
多 等 于 1. 此 时 (45.3) 被 积 函 数 中 的 e”" 因子 在 数量 级 的 估计 中 并 不 重要 ,该 积 
分 的 数量 级 为 峭 1Ula? , 故 


Q@ 这 是 (45.2) 式 的 一 个 特 解 ,其 中 还 可 以 加 进 一 个 未 受 扰 方 程 (45.1) 式 的 任意 解 , 即 (45.2) 式 的 
右边 等 于 零 时 的 任意 解 . 、 
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PA ~ me Ul, 
# | 


我 们 就 得 下 列 条 件 
101 < 二 ， 当 iasl 时. (45.4) 
ma 


要 注意 的 是 ,此 式 右 边 具有 简单 的 物理 含义 ; 它 等 于 封闭 在 线 度 为 a 的 体积 内 的 
一 个 粒子 所 具有 的 动能 数量 级 ( 因为 根据 不 确定 度 关系 ,粒子 动量 的 数量 级 为 
/a ) . 

我 们 来 考虑 一 个 特殊 情形 , 设 有 一 个 十 分 浅 的 势 阱 ,满足 (45.4) 式 所 给 的 
条 件 . 容易 证 明 ,在 这 样 的 势 阱 中 并 不 存在 负 能 级 (R. Peierls 1929 ) ; 对 一 个 球 对 
称 的 势 阱 讲 来 ,这 种 特殊 情形 已 经 在 $ 33 的 例题 中 证 明 过 . 实际 上 , 当 E=0 时 ， 
未 受 扰 波 函数 变 成 一 个 常数 ,可 以 任意 选 定 这 个 常数 ,我 们 暂 定 它 等 于 1; = 
1. 由 于 yw <<y0 ,在 势 阱 中 运动 的 波 函 数 几 =1 +y 显然 到 处 不 等 于 零 ; 这 
个 本 征 函 数 是 无 节点 的 , 它 属于 基态 ,因此 E =0 仍 是 该 粒子 的 最 小 能 量 值 . 由 
此 可 见 , 如 果 势 阱 足够 浅 ,那么 该 粒子 只 能 作 无 限 运动 ;这 个 粒子 不 能 被 势 阱 所 
“俘获 ”. 必须 注意 到 ,这 是 量子 理论 所 特有 的 结果 ;经 典 力学 中 的 粒子 在 任意 势 
阱 中 都 能 作 有 限 运 动 . 

应 该 强调 指出 ,以 上 所 讲 的 只 是 针对 三 维 势 阱 而 言 的 . 在 一 维 或 两 维 势 阱 中 
( 即 在 这 样 的 势 阱 中 ,UV 只 是 一 个 或 两 个 坐标 变量 的 函数 ) ,总 可 以 存在 负 能 级 
( 见 本 节 之 末 的 例题 ). 原因 在 于 ,在 一 维 或 两 维 情形 中 ,目前 考虑 的 微 扰 论 当 能 
量 忆 等 于 零 (或 很 小 ) 时 不 再 适用 @. 

在 高 能 量 情形 下 ,此 时 有 ka >> 1, 被 积 函数 中 的 e# 因 子 起 着 重要 作用 ,并 
使 积分 值 显著 地 减 小 . 这 种 情形 下 (45.3) 式 之 解 可 以 变换 成 另 一 种 形式 ;为 了 
推导 这 种 形式 ,最 好 回 到 方程 (45.2) 直接 求解 . 我 们 把 微 扰 前 的 运动 方向 取 作 > 
轴 ; 则 未 受 扰 波 函数 的 形式 为 ”=e*( 常 数 因子 暂 定 为 1). 我 们 来 求 下 式 之 
解 : 


A 砂 0 + py = 各 ger， 


令 y=e™f; 鉴 于 所 假定 的 k 值 很 大 ,我 们 在 AW ”中 只 要 保留 e“ 因 子 经 过 一 
次 或 两 次 微 商 后 所 得 之 项 就 可 以 了 . 由 此 可 得 f 的 下 列 方程 式 : 


@ 在 两 维 情形 下 ,yo 可 表 为 (根据 二 维 波动 方程 的 理论 可 知 ) 类 似 于 (45.3) 的 一 个 积分 式 ,其 中 
的 e*… dx'dy'dz'/r 被 换 成 imH8Y (kr)dx'dy',H8 ， 为 零 阶 的 第 一 类 汉 克 尔 函 数 ,而 二 = (x 一 x')* +(y - 
7)2. 当 有 0 时 ,这 个 汉 克 尔 函 数 , 从 而 整个 积分 式 , 均 以 对 数 方式 趋向 无 穷 大 . 

同 理 , 在 一 维 情形 下 ,被 积 函数 中 含有 因子 2miet "rdqx'"/5 ,其 中 的 r= |x 一 x 1, 当 kx0 时 ,水 (中 按 1/k 
趋向 无 穷 大 . 
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pi 
0 大 
故 
J = et - -ew| Udx. (45.5) 
对 这 个 积分 进行 估计 ,得 1p1 ~ 2 -, 因 此 这 种 情形 下 的 微 扰 论 适 用 条 
件 为 
Ul << ka = Pka >>1, (45.6) 
ma QQ 


其 中 的 v=kii/m 是 该 粒子 的 速度 .我 们 注意 到 这 个 条 件 比 (45.4) 来 得 弱 . 因此 ， 
在 低能 粒子 情形 下 ,如 果 一 个 势 场 可 以 当 作 微 扰 来 处 理 ,那么 在 高 能 情形 下 ,这 
个 势 场 一 定 仍 能 当 作 微 扰 来 处 理 ,反之 就 不 一 定 正确 也 . 

这 里 所 讲 的 微 扰 论 的 适用 性 ,对 库仑 场 而 言 还 需 另 行 考 虑 .在 U =a/r 的 场 
中 ,不 可 能 分 出 一 个 有 限 空间 区 域 ,使 得 域外 的 U 比 域内 的 小 得 很 多 . 把 (45.6) 
式 中 的 参量 a 改写 成 距离 变量 7 ,就 得 欲求 的 适用 条 件 ; 从 而 导出 下 列 不 等 式 : 


Qa 
<< 1， (45.7) 


由 此 可 见 , 对 高 能 粒子 而 言 ,库仑 场 可 以 当 作 微 扰 @. 

最 后 ,我 们 来 推导 一 个 公式 , 它 能 近似 地 给 出 某 个 粒子 的 波 函 数 ,只 要 这 个 
粒子 的 能 量 互 到 处 都 远大 于 势能 了 (不 加 其 它 条 件 ) .在 一 级 近似 中 ,这 个 波 郴 
数 和 坐标 的 关系 ,与 自由 运动 (其 方向 取 作 % 轴 ) 的 情形 相同 .因此 我 们 可 设 乡 
时 由 =e*F 玉 形式 ,其 中 的 下 是 一 个 坐标 的 函数 , 它 与 e“ 相 比 变 化 得 较 慢 (但 是 
不 能 一 般 地 认为 它 接近 于 1). 把 它 代 和信 苹 定语 方程 中 ,可 得 FF 的 方程 式 

2ik 9 = UF, (45.8) 

由 此 得 
y= er 二 常数 x ee™ (Ve) fo (45.9) 
这 就 是 欲求 的 表 式 .但 需 注 意 , 此 式 在 远 距 离 处 并 不 适用 . 在 方程 (45.8) 中 ,我 
们 略 去 了 含有 正二 级 微 商 的 AF 项 . 在 远 距离 处 ,8° Pax 和 一 级 微 商 3F/9x 一 
起 趋 于 零 ,但 它 对 横 坐 标 y,z 的 偏 微 商 并 不 趋 于 零 , 只 有 满足 x << ka 条 件 时 ， 


QD 一 维 情形 下 , 微 扰 论 的 适用 条 件 (45.6) 式 对 所 有 的 ka 成 立 . 三 维 情形 下 推 得 的 (45.4) 式 对 一 维 
情形 并 不 适用 ,因为 所 得 的 多 4 函数 具有 发 散 性 ( 见 前 一 附注 ). 

@ ”必须 注意 ,对 0U =a/r 的 场 而 言 ,(45.5) 式 当 x/ VY(Y +#) 很 大 时 积分 是 发 散 的 (对 数 发 散 ). 因 
此 用 微 扰 论 求 出 的 库仑 场 中 的 波 函 数 ,在 绕 * 轴 的 狭 圆锥 内 不 能 适用 ， 
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它们 才能 被 忽略 掉 . 


1. 试 求 一 维 浅 势 阶 中 的 能 级 . 假定 它 已 满足 (45.4) 式 ,并 且 积 分 | Udx 


是 收敛 的 . 
解 :我 们 先 假定 能 级 1 巨 1 << 1U01, 这 个 假定 将 被 以 后 的 结果 所 证 实 . 那么 ,在 
下 列 巷 定语 方程 的 右边 
2 
[U(x) -Ely, 


dx 
我 们 可 以 略 去 势 阱 范围 内 的 瑟 , 并 把 由 看 作 常 数 ,不 失 其 普遍 性 ,可 令 峭 等 于 1: 
dy _2m 
dx 一 下 人 


此 式 对 dx 积分 ,积分 限 为 上 xi 两 点 ,并 且 a<<xi <<1K ,其 中 的 a 为 势 阱 宽度 ， 
而 K= M2m|lEl/#. 由 于 VGx) 的 积分 是 收 仇 的, 式 右 的 积分 可 延伸 到 从 - m 到 
+o 的 整个 值 域 : 

dy | 
dx 测 


在 远离 势 阱 处 , 波 函 数 旦 由 =e*“ 的 形式 .把 它 代 入 (1) 式 ,我 们 得 


2m f” 
一 2K = 一 一 Ud 
«= | 





_2m f° 
= 全 Udx. (1) 


m wm 2 
IE| = | | udx | 
由 此 可 见 ,能 级 是 一 个 很 小 的 量 , 比 阱 深 还 高 一 个 数量 级 (二 级 小 量 ) ,与 假设 相 
符 . 
2， 求 二 维 浅 势 阱 =V(r) 中 的 能 级 (r 为 平面 中 的 极 坐 标 ); 假 定 积 分 


上 rUdr 是 收敛 的 . 


解 : 和 上 题 一 样 做 法 ,我 们 得 到 阱 内 的 方程 为 


(0 


此 式 对 r+ 从 0 到 了 | 积分 (其 中 的 a <<r, <<1/k) ,结果 得 


dy 2m fr” 
dr Po er | rU(r)dr. | (1) 


在 远离 势 阱 处 ,两 维 自由 运动 的 方程 为 














$45 以 势能 作 微 扰 .151 . 
Taf ,此 ,2mpp - 
(| + 
它 有 (无 穷 远 处 为 零 的 ) 解 炎 = 常数 xHe"(ikr); 当 这 个 函数 的 宗 量 值 很 小 时 ， 
Hs 中 的 首 项 与 In kr 成 正比 . 记 住 这 一 点 ,我 们 在 r~a 处 ,把 阱 内 外 的 峭 的 对 
数 寻 数 等 同 起 来 [ 阱 内 的 钞 对 数 导 数 等 于 (1) 式 的 右边 ] ,得 

1 2 
下 U(r)rdr, 


一 一 一 人 
cln ka 


由 此 得 


"| 





2 7 | 5 
IE! ~—zerp{ -= | Urdr 


我 们 看 到 ,能 级 比 阱 深 (指数 式 地 ) 小 得 很 多 . 
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如 果 各 粒子 的 德 布 罗 意 波 长 在 所 给 问题 中 远 小 于 确定 该 问题 各 种 条 件 的 特 
征 斥 度 工 ,该 系统 就 接近 于 经 典 性 质 ,正如 波动 光学 当 波 长 趋 近 于 零 时 过 渡 到 几 
何 光 学 那样 . 

让 我 们 对 准 经 典 系统 的 性 质 作 进一步 的 研究 , 为 此 ,我 们 在 薛 定 雇 方 程 


> -Ay +(E-Uy=0 


中 作 下 列 蔡 换 : 
J =e. (46.1) 
对 函数 er 我们 得 到 以 下 方程 : 
> oe > LA = 已- 以 (46.2) 
由 于 该 系统 的 性 质 已 经 假定 是 准 经 典 的 ,o 就 可 展 成 声 的 寡 级 数 ， 
Or =00+(h/i)o, + (#/i) og, +…. (46.3) 
我 们 先 考虑 最 简单 的 情形 , 即 单 粒子 的 一 维 运动 .(46.2) 式 此 时 化 简 成 
5 -Fo"=E- Us), (46.4) 
其 中 的 撤 号 代表 对 坐标 x 的 微 商 . 
在 一 级 近似 中 ,可 令 o =o6 ,并 在 方程 中 略 去 含有 声 的 项 : 
5 =E-U(x). 
由 此 得 


9 | V2m[lE -U(x) |] dx. 
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这 个 被 积 函 数 正 好 就 是 用 坐标 函数 表 出 的 该 粒子 的 经 典 动量 p(x). 我 们 把 根 号 
前 带 有 + 号 的 定义 为 函数 p(x) , 则 有 


or = 上 土 | pax, p= Vm(E-U), (46.5) 


这 与 波 函 数 的 极限 表 式 (6.1) 所 预期 的 完全 一 致 由 . 只 有 (46.4) 式 左边 的 第 二 
项 远 小 于 第 一 项 时 ,这 样 的 近似 才 是 合理 的 ,也 就 是 必须 有 此 lo”/o” 1 <<1 或 

d / 
人 
在 一 级 近似 中 , 按 (46.5) 式 我 们 有 o'=p, 故 所 得 条 件 可 写成 


2 寺 )| < 6.0 
其 中 的 A(x) =2mji/p(x) 是 该 粒子 的 德 布 罗 意 波 长 , 它 通 过 经 典 函 数 p(x) 表 为 
% 的 函数 .因此 我 们 得 到 了 一 个 定量 的 准 经 典 条 件 : 该 粒子 的 波长 在 x~A 的 间 
距 内 必须 很 少 改 变 . 这 里 导出 的 公式 不 适用 于 不 满足 这 个 条 件 的 空间 区 域 . 
条 件 (46.6) 可 以 写成 男 一 种 形式 ,只 要 注意 到 
dp_d nrp-o : mV _mF 
2m(E U) 一 本 二 p 9 
其 中 的 下 = -dU/dzx 为 粒子 在 外 场 中 所 受 的 经 典 力 .用 此 力 表示 可 得 : 
mflFl 
一 <<1. (46.7) 


p’ 


由 此 式 可 知 , 如 果 粒 子 的 动量 太 小 , 准 经 典 近 似 就 不 适用 . 这 种 不 适用 性 ,特别 明 
显 地 表现 在 回 点 附近 ,所 谓 回 点 ,就 是 从 经 典 力 学 看 来 粒子 在 该 点 处 应 该 停止 前 
进 , 并 开始 反 向 运动 . 这 些 回 点 是 由 方程 式 p(x) =0 即 E= U(x) 确 定 的 . 当 p-*0 
时 , 德 布 罗 意 波长 趋向 无 穷 大 ,显然 不 能 再 假定 它 很 小 . 

但 是 必须 指出 , 准 经 典 近 似 的 成 立 只 靠 条 件 (46.6) 或 (46.7) 有 可 能 是 不 够 
的 . 原因 在 于 ,这 个 条 件 是 从 微分 方程 (46.4) 各 项 的 估计 中 导出 的 ,而 所 略 去 的 
那 项 含有 高 阶 导数 . 实际 上 ,我 们 在 估计 中 必须 规定 该 式 之 解 的 各 后 继 展开 项 都 
是 一 些小 量 ,但 这 个 要 求 并 不 能 用 略 去 一 项 小 量 来 保证 . 譬如 说 ,如 打 go (x) 之 
解 中 含有 一 项 ,该 项 大 体 上 随 坐 标 * 线性 地 增长 ,方程 中 的 二 次 导数 是 一 个 小 量 
并 不 能 防止 该 项 在 足够 远 处 变 成 很 大 . 当 势 场 能 够 延伸 到 远 超过 特征 长 度 上 的 
距离 处 ,并 在 该 处 具有 足够 明显 的 变化 时 ,就 有 可 能 发 生 上 述 情 瓷 ;* 见 后 面 对 
(46.11) 式 的 讨论 .因而 准 经 典 近 似 对 于 研究 波 函 数 在 远 距 离 处 的 行为 来 讲 , 并 
不 成 立 . 





) | <<l1. 








Q@ 大 家 知道 ，[ pdx 为 作用 量 的 不 含 时 部 分 .一 个 粒子 的 总 的 力学 作用 量 5 为 S$= -Ez [pdx. oo 
中 没有 - 王 这 一 项 ,因为 我 们 考虑 的 是 不 含 时 的 波 函数 4 
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我 们 来 计算 展 式 (46.3) 中 的 次 一 项 .由 (46.4) 式 中 所 的 一 级 项 给 出 


oo! + 本 on =0， 
改 
Sy Cr 。 p’ 
Se 20’; 2p 
积分 得 
Oil = -本 mp， (46.8 ) 
式 中 略 去 了 积分 常数 . 
将 上 式 代 人 (46.3) 和 (46. 1) 中 ,我 们 得 下 列 形式 的 波 函 数 : 
CO i C, i 
v= pop (Bj.) + pom -|pdx). (46.9) 


波 函 数 中 存在 的 1/Yp 因子 有 一 简单 的 解释 . 在 x 与 x+dx 坐标 范围 内 发 现 
粒子 的 概率 由 1yw1 所 给 出 , 它 基 本 上 和 1/p 成 正比 . 这 正 是 我 们 对 一 个 “ 准 经 
典 ” 粒 子 所 预期 的 结果 ,因为 在 经 典 运 动 中 ,一 个 粒子 在 dx 间隔 内 所 经 历 的 时 
间 ,与 该 粒子 的 速度 (或 动量 ) 成 反比 . 

在 “经 典 禁 区 ”内 ,该 处 的 E< U(x), 哺 数 p(x) 成 为 纯 虚 量 ,从 而 指数 上 的 
量 都 成 为 实 量 . 波 函 数 在 这 种 区 域内 的 一 般 形 式 为 

wl -二 | lpldx | + (| ipldx | (46. 10) 
但 应 记 住 , 准 经 典 近似 的 精确 度 ,并 不 允许 波 函 数 中 保留 一 个 小 的 指数 项 ,让 它 
和 大 的 指数 项 加 在 一 起 ;在 这 种 意义 下 ,通常 (46. 10) 式 中 的 两 项 不 允许 同时 都 
保留 . 

尽管 通常 用 不 到 波 函 数 中 的 高 次 项 ,但 为 了 说 明 准 经 典 近 似 精确 度 的 某 些 
特性 起 见 ,我 们 来 推导 展 式 (46.3) 中 的 再 下 一 项 . 

由 (46.4) 中 的 所 项 得 








| 
FIO? + 0 + F701 =0， 





之 
故 [o。 和 og, 用 (46.5) 和 (46.8) 代 入 j 
,_p” 3p” 
C2 4 8p5 


积分 之 (第 一 项 用 分 部 积分 ) ,并 引入 力 =pp'/m ,得 


lmF 1 fr 
m4 +g™ | 
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这 种 近似 下 的 波 函 数 具有 下 列 形式 : 


由 二 el De ef)roteif 1. i#g, ) 


Be i Lm Tihm mG]e (1/N) fpds 
了 


指数 前 的 系数 中 出 现 虚 修正 项 ,相当 于 波 函数 的 相位 中 亦 即 震 次 的 一 | pds 


上 添加 了 一 个 修正 项 . 这 个 修正 项 正比 于 所, 亦 即 数量 级 为 A/L. 

(46. 11 ) 式 括号 内 的 第 二 和 第 三 项 必须 远 小 于 1. 对 第 二 项 ,这 一 条 件 与 
(46.7) 式 相同 ;对 第 三 项 的 积分 进行 估计 后 可 以 知道 , 仅 当 正在 距离 ~L 处 足 
够 快 地 趋 于 零 时 ,才能 得 出 (46.7) 式 . 


$47 准 经 典 情形 中 的 边界 条 件 


设 x=a 为 一 回 点 , 故 U(a) =E, 并 假定 对 所 有 %* >a 均 有 UVU>E, 故 回 点 的 
右 侧 为 经 典 禁区 . 波 函 数 应 在 该 区 内 衰减 . 离 回 点 足够 远 处 , 它 具 有 下 列 形式 : 


t= 二 |[7|)， (x>a) (47.1) 


相当 于 (46. 10) 式 中 的 第 一 项 . 在 这 个 回 点 的 左 侧 , 波 函 数 可 用 (46. 9) 式 所 示 的 
薛 定 兽 方程 两 个 准 经 典 解 的 实 线性 组 合 描述 : 


L， i CG, i 
ye (| ) + er ( -| pdx)- (%<a) (47.2) 
为 了 求 出 这 个 实 线性 组 合 中 的 系数 ,有 必要 研究 x -a 之 值 从 正 [此 时 


(47.1) 式 成 立 ] 到 负 时 波 函 数 的 变化 .但 这 要 通过 回 点 的 邻 区 ,该 区 内 准 经 典 近 
似 不 再 成 立 ,需要 考虑 苹 定 记 方 程 的 精确 解 . 对 于 小 的 |x -a|, 我 们 有 


cd <0; (47.3) 


dx | .-。 

在 这 区 域内 ,这 是 一 个 均匀 场 中 的 运动 问题 . 这 个 问题 的 醉 定 证 方程 精确 解 已 见 
$ 24,(47.1) 和 (47.2) 式 中 的 系数 关系 ,可 以 通过 与 回 点 两 边 精 确 解 的 渐 近 式 
(24. 5) 和 (24. 6) 的 比较 导出 . 我 们 注意 到 ,由 (47.3) 可 得 p(x) = 


V2mgo(x -6) , 故 下 列 积分 
= 「 Pdx = /2mF, (x -a)’’ 
等 于 (24.5) 中 指数 函数 的 宗 量 ,或 (24.6) 中 正弦 函数 的 宗 量 . 在 这 一 讨论 中 十 


分 重要 的 是 , 展 式 (47.3) 的 成 立 区 和 准 经 典 区 部 分 重生 :如果 整个 势 场 中 的 运 
动 几乎 全 是 准 经 典 的 (正如 我 们 假设 的 那样 ), 则 可 找到 足够 小 的 |x -a| 值 ,使 





(46.11) 








E-U(x)~F(%-a), Fo= -— 
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得 展 式 (47.3) 得 以 成 立 , 同 时 此 值 又 足够 大 ,使 得 准 经 典 条 件 得 以 满足 ,从 而 可 
用 渐 近 式 (24.5) 和 (24. 6) 马 . 

但 是 ,还 存在 着 另 一 种 方法 ,更 具 方 法 论 上 的 意义 , 它 用 不 着 精确 解 . 为 此 ， 
我 们 要 把 (x) 形 式 地 看 作 是 复 变 量 % 的 函数 ,并 把 x -a 由 正 到 负 的 路 径 选 得 
离 x=a 点 足够 远 ,使 得 准 经 典 条 件 能 在 整个 路 径 上 形式 地 得 到 满足 (A. Zwaan， 
1929). 然后 我 们 再 来 考虑 也 能 满足 展 式 (47.3) 的 那些 jx -cl| 值 ,使 得 波 函 数 
(47. 1) 具有 下 列 形式 

] 


p(x) TE TP { -= DmilF T(x -a) 上 
(47.4) 
在 复 变 量 x 的 上 半 平 面 内 绕 x =a 点 作 半 径 为 p 的 半圆 ,我 们 来 考察 一 下 党 
此 半圆 自 右 到 左 运动 时 上 述 函 数 的 变化 . 在 此 半圆 上 有 


% 一 Q =pe", [ MX~adx -pr (e034 +isin 了 中) 
相位 四 从 0 变 到 r,(47.4) 式 指数 因子 的 模 先是 增 大 ( 当 0 < 四 < 子 "时 ) ,随后 
下 降 到 1. 到 达 半圆 的 终点 ,指数 矫 变 成 纯 虚 量 ,并 等 于 


-二 [ V2milF, 1(a — x) dx = -于 | p(s)dx. 
(47.4) 式 指数 前 的 系数 中 , 沿 此 半圆 的 变化 为 


) -1/4 -li/4 -in/4 


(%—a —{(a—x) e 


因此 ,(47.4) 式 整个 函数 变 成 (47.2) 式 中 的 第 二 项 , 且 有 系数 C = 本 Ce 


通过 上 半 面 只 能 定 出 (47. 2) 式 的 6, 系数 ,这 一 点 可 作 简 单 解释 . 如 果 我 们 
沿 上 述 半 圆 反 方向 ( 即 自 左 到 右 ) 追 踪 函 数 (47.2) 的 变化 ,就 会 发 现 第 一 项 与 第 
二 项 相 比 从 一 开始 就 指数 式 地 很 快 碱 小 . 可 是 准 经 典 近 似 不 允许 沙 中 包含 一 个 
指数 式 小 项 与 一 个 大 的 主 项 加 在 一 起 ,这 就 是 为 什么 沿 此 半圆 通过 时 “丢失 了 
(47.2) 中 的 第 一 项 . 

欲求 系数 C, ,我 们 必须 自 右 向 左 地 通过 复 变量 x 下 半 平 面 上 的 半圆. 用 同 
样 方法 ,我们 发 现 (47. 4) 式 现在 变 成 (47.2) 中 的 第 一 项 , 且 有 系数 C， = 


Co. 


个 展 式 (47.3) 对 |x-a|<< 工 成 立 , 上 为 场 U(x) 变化 的 特征 距离 . 准 经 典 条 件 (46. 7 ) 要 求 
|x -ep2 >> 有 YmTFT. 这 两 个 条 件 是 相 容 的 ,因为 准 经 典 运动 远离 回 点 ( 即 |x-c|~Z) ,使 得 >> 


A VmTET. 
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因此 x >a 的 波 沙 数 (47.1) 对 应 于 x*<a Mi 
b= oo (| pdt 


这 个 对 应 规则 可 写成 另 一 -Ah 与 经 典 禁 区 究竟 位 于 回 点 的 哪 一 侧 无 关 
( Kramers ,1926 ) : 


U(x) > 五 时 7 it -二 |f pdx | 


一 UV(x) < 天 时 eos{ 广 |[ pas -7}. (47.5) 








我 们 再 一 次 强调 ,从 证 明 中 显然 可 知 ,这 个 规则 是 和 加 在 回 点 一 侧 的 特殊 边 

界 条 件 有 关 的 ,在 这 个 意义 下 , 它 只 能 用 于 特定 的 方向 . 规则 (47.5) 是 根据 进入 

经 典 禁 区 时 一 0 这 个 边界 条 件 导出 的 ， 应 用 时 ， 必须 从 经 典 禁 区 出 发 过 渡 到 经 
典 通 区 ,如 式 中 箭头 所 示人 下. 

如 果 经 典 通 区 的 边界 (在 x =a 点 ) 有 一 无 穷 高 “ 势 壁 ”, 波 函数 在 x =a 点 的 

边界 条 件 为 凿 =0( 见 518). 此 时 准 经 典 近 似 直 到 势 壁 本 身 都 成 立 ,其 波 函 数 为 

hr ed (x < C) ， 


w=0 (x > a). 
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属于 离散 谱 且 量子 数值 很 高 的 态 全 都 是 准 经 典 态 , 因 为 n 是 态 的 编号 , 它 
给 出 了 本 征 函 数 的 节点 数 ( 见 $21) ,而 相 邻 节点 的 间距 具有 德 布 罗 意 波 波 长 的 
数量 级 . 大 时 ,这 个 间距 小 , 故 其 波长 远 小 于 运动 区 的 尺度 . 

我 们 来 推导 准 经 典 情形 中 确定 量子 能 级 的 一 个 条 件 . 为 此 ,我 们 考虑 下 列 一 
维 势 阱 中 粒子 的 有 限 运 动 ; 其 经 典 通 区 5b<%<a 界 于 两 个 回 点 之 间 %. 

按 规 则 (47.5) ,由 x =6 处 的 边界 条 件 给 出 (此 后 右边 的 ) 波 函数 


b= oo [Fr -4"] (48.1) 


(47.6) 


QD 反 向 过 小 是 没有 意义 的 ,因为 (47.5) 右 边 的 波 函 数 即使 作 很 小 的 改变 ,也 可 能 使 式 左 的 函数 产 
生 一 个 指数 式 增 大 的 项 . 
@@ 经典 力 学 中 ,粒子 在 这 样 的 场 内 将 作 周 期 运动 ,其 周期 (从 x = 运动 到 <*=a 再 折 回 到 》 点 所 需 


的 时 间 ) 为 
T= 2 笃 =2m 人 至 


v 是 粒子 速度 . 
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把 此 规则 用 于 * = 点 的 左边 ,得 同一 函数 ,但 具 下 列 形式 : 
CC 1 1 
b= 000 [| 74] , 
为 了 使 以 上 两 式 在 整个 区 内 相同 ,它们 的 相位 相 加 起 来 (是 一 个 常数 ) 必 须 等 于 
7 的 整 倍数 ， 
言 | paz -nn 


(这 时 C=( -1)"C'). 由 此 得 
1 
27h 

其 中 人 pdx =2 人 pdz 是 对 粒子 经 典 运动 的 整个 周期 积分 . 这 就 是 准 经 典 情形 中 

确定 粒子 的 各 个 定 态 的 条 件 ,相当 于 旧 量子 论 中 的 玻 尔 - 索 末 菲 量子 化 规则 . 

1= 元 fpdx 这 个 量 称 为 温 渐 不 变量 (参见 《力学 》,$ 49). 它 使 得 量子 化 条 


件 (48.2) 可 以 写成 


fpdz =n + (48.2) 


I(E) =ii(n +1/2) 
在 $41 已 经 提 到 过 , 当 足 够 慢 地 ， 浸 渐 地 "改变 参量 时 ,系统 留 在 给 定 的 ” 态 不 
变 . 我 们 看 到 ,在 准 经 典 极限 下 ,这 一 断言 同 经 典 理 论 中 当 缓 慢 改 变 参 量 时 浸 渐 
不 变量 保持 为 常量 这 一 点 是 一 致 的 . 
很 容易 看 出 ,整数 n 等 于 波 函 数 的 等 点 数 , 因 而 它 是 定 态 的 编号 . 波 函 数 


(48.1) 中 的 相位 从 x*=6 处 的 -地 增加 到 =a 处 的 (n+ 考 )", 从 而 使 这 个 


区 内 的 余弦 聘 数 共有 n 次 等 于 零 ( 在 区 域 b<x<a 以 外 , 波 函 数 递减 ,而 且 在 有 
限 的 距离 内 无 零点 ) 由 . 
如 前 所 述 , 准 经 典 情形 中 的 值 是 很 大 的 .但 应 强调 ,保留 (48.2) 中 n 上 所 


加 的 仍然 是 合理 的 : 计 及 波 函 数 相位 的 随后 几 个 修正 项 后 , (48. 2) 的 右边 只 


多 出 一 些 ~A 亿 的 项 ,它们 要 比 1 小 得 多 ; 见 $ 46 末尾 的 说 明 @. 
把 这 些 波 函数 归 一 化 时 ,1y1 的 积分 可 限制 在 区 域 b<x<a 内 ,因为 此 区 之 
外 的 少 是 指数 式 训 减 的 .由 于 (48. 1) 中 余弦 函数 的 宗 量 是 一 个 剧变 函数 ,我们 


QD ”严格 来 讲 , 零 点 数 要 用 回 点 附近 波 函 数 的 精确 形式 来 计算 . 这样 做 的 结果 ,肯定 了 此 处 的 结论 . 

多 ” 某 些 情形 下 ,由 精确 薛 定 谓 方 程 得 到 的 能 级 精确 表 式 下 (”)( 作 为 量子 数 半 的 函数 ) 当 mn 一 o 时 
仍 能 保持 其 形式 ;例如 库仑 场 中 的 能 级 和 谐振 子 的 能 级 ,对 于 这 些 情形 ,本 来 只 能 对 n 大 的 值 适 用 的 
(48.2) 式 ,能 够 给 出 函数 E(n) 的 精确 表 式 . 
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可 以 足够 精确 地 把 余弦 函数 的 平方 收成 它 的 平均 值 二. 这 就 得 出 
:dx le -dx -IC - 

J iw me | sc 2mw 

其 中 的 w =2m/7 为 经 典 周期 运动 的 频率 . 因此 归 一 化 的 准 经 典 函 数 为 


= [oos (| ma- 二) (48.3) 
应 该 注意 ,频率 @ 一 般 说 来 随 能 级 而 异 , 它 是 能 量 的 函数 . 
对 (48. 2) 式 还 可 作 另 一 种 解释 . 积分 值 有 pdx 等 于 该 粒子 的 经 典 封闭 相 迹 


所 包围 的 面积 ( 相 迹 是 该 粒子 的 相 空间 即 px 平面 中 的 一 条 曲线 ). 把 这 个 面积 
划分 成 若干 格 , 每 格 的 面积 为 25, 我 们 共 得 n 格 ;而 数值 n 就 等 于 能 量 不 超过 
所 给 值 ( 对 应 于 所 考虑 相 迹 的 那个 能 量 值 ) 的 量子 态 总 数 . 因此 我 们 可 以 这 样 
说 , 准 经 典 情形 下 每 一 个 量子 态 对 应 于 相 空 间 中 面积 为 2wi 的 一 个 相 格 . 换 名 
话说 , 相 空间 体积 元 ApAx 中 所 属 的 态 数 为 
ApAx 
2 
如 果 用 波 数 k=p/ii 代替 动量 ,这 个 态 数 可 写成 AkAx/2T. 这 个 式 子 ,正如 我 们 
所 预期 的 那样 ,与 波动 场 中 熟知 的 本 征 振动 数 的 表 式 完全 相同 ( 见 《 场 论 》， 
§ 52). 
从 量子 化 规则 (48.2) 式 出 发 ,可 以 阐明 能 谱 中 能 级 分 布 的 一 般 特 征 , 令 AE 
为 两 个 相 邻 能 级 的 间距 , 即 量子 数 n 相差 为 1 的 两 个 能 级 的 能 量 差 . 由 于 AE 比 
能 级 本 身 之 值 小 得 很 多 ( 当 很 大 时 ) , 故 按 (48.2) 式 可 写作 


dp, = 
AE SEds =2mh, 





» 


(48.4) 





但 9E/9p =v, 故 

ap [dx _ 

dx 本 } 0 6 
因此 得 

AE = = ji (48.5) 

由 此 可 见 两 个 相 邻 能 级 的 间距 等 于 hw. 对 一 些 相 邻 能 级 而 言 ( 这 些 能 级 的 

n 值 之 差 远 小 于 nn 值 本 身 ) ,频率 w 可 以 近似 地 看 作 常 数 . 因此 我 们 得 出 这 样 的 
结论 ,在 能 谱 准 经 典 部 分 的 任 一 小 段 内 ,能 级 是 等 距 分 布 的 ,其 间距 为 fw. 这 个 


结论 是 预料 中 的 事 ,因为 在 准 经 典 情形 下 ,不 同 能 级 间 的 唉 迁 频 率 应 该 是 经 典 频 
率 w 的 整数 倍 . 
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任 一 物理 量 的 矩阵 元 在 经 典 力学 极限 情形 下 变 成 什么 ,这 个 问题 值得 研 
究 .为 此 我 们 从 下 列 事实 出 发 , 任 一 量子 态 中 的 平均 值 f 在 极限 情形 下 应 该 变 
成 该 量 的 经 典 值 , 只 要 该 态 本 身 在 这 种 极限 情形 下 能 够 给 出 粒子 沿 一 定 轨道 的 
运动 . 和 这 种 状态 相对 应 的 波 包 是 由 能 量 相 近 的 一 组 定 态 全 加 而 成 的 ( 见 $6). 
这 种 态 的 波 函 数 呈 以 下 形式 : 

多 = > a.V,， 

其 中 的 a, 系数 ,只 有 在 量子 数 n 的 某 一 区 间 An 内 (1 << An <<n), 才 显著 地 不 
等 于 零 ;n 的 数值 假定 为 很 大 ,因为 定 态 是 准 经 典 的 . 按 f 的 平均 值 定义 有 


f= | Pear = >》 》 aa ev ， 
对 n,m 的 求 和 可 用 对 与 ;=m 一 n 的 求 和 来 代替 : 
Fe > > arvaf sne™, 
按 (48.5) 式 ,我 们 已 令 上 式 中 的 w,, = sw. 
用 准 经 典 波 函 数 算出 的 ,矩阵 元 ,其 数值 随 m -nn 的 增 大 而 剧 减 ,同时 它 又 
是 量子 数 的 一 个 缓 变 函 数 ( 当 m -n 给 定 后 ). 因 此 我 们 可 以 近似 地 写作 
f= DY otafe™”= >》 lo》 fo”, 
其 中 引进 了 下 列 记号 : 
=fi nr » 
为 量子 数 n 在 An 区 间 内 的 某 一 平均 值 . 但 是 》 |a,] =1; 故 


j= 5 fo”. 


所 得 的 求 和 式 呈 通常 的 健 里 叶 级 数 形式 . 由 于 下 在 极限 情形 下 应 与 经 典 量 f(1) 
完全 一 致 ,我 们 就 得 到 这 样 的 结论 :在 极限 情形 下 ,和 矩阵 元 f,, 变 成 经 典 函数 f(:) 
的 傅 里 时 展 式 中 的 请- ,分 量 . 

同 理 ,连续 谱 状 态 间 的 跃迁 矩阵 元 变 成 (i) 的 傅 里 叶 积 分 式 中 的 展开 式 分 
量 . 此 时 定 态 波 函数 应 按 能 量 除 以 二 的 6 函数 归 一 化 . 

以 上 所 述 的 所 有 结果 ,可 以 直接 推广 到 多 自由 度 的 系统 中 去 ,这 个 系统 作 着 
有 限 运动 ,并 在 (经 典 ) 力 学 中 能 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 完全 分 离 其 变量 (所 请 
条 件 周 期 运动 见 《力学 》, 552). 变量 分 离 以 后 ,每 一 个 自由 度 归 结 于 一 个 一 维 
运动 ,其 相应 的 量子 化 规则 呈 下 列 形式 : 


fpidg: =27(n, +7,), (48.6) 
其 中 的 积分 是 取 广 义 坐 标 q, 的 整个 变化 周期 ,~ 是 数量 级 为 1 的 一 个 数 , 其 值 依 
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赖 于 所 给 自由 度 的 边界 条 件 的 性 质 包 . 

在 任意 多 维 运动 (不 是 条 件 周 期 运动 ) 的 一 般 情形 下 , 准 经 典 量子 化 条 件 的 
表述 要 作 更 深远 的 考虑 包 . 但 是 相 空 间 中 的 “ 相 格 ”概念 仍然 适用 (在 准 经 典 近 
似 下 ). 根据 它 与 给 定 空间 体积 元 中 的 波动 场 本 征 振 动 数 的 前 述 关 系 , 这 一 点 是 
很 明显 的 . 在 一 般 情 形 下 ,具有 s 个 自由 度 的 系统 在 相 空 间 体积 元 中 具有 
Ag,'…Ag,Ap,*…Ap, 


(2m) (48.7) 


AN = 
个 量子 态 印 . 
习 题 


1. 一 个 粒子 运动 于 满足 准 经 典 条 件 的 ( 非 有 心力 ) 势 场 U(r) 中 , 求 其 分 立 
能 级 的 总 数 (近似 值 ). 

解 : 动 量 值 在 0 和 p<p,, 之 间 , 位 置 在 dV 之 内 的 一 个 相 空 间 体 积 元 中 “所 
属 " 的 态 数 等 于 


4 ; 
TPndY 


(2m#)? 
当 给 定 后 ,粒子 ( 作 经 典 运动 ) 所 能 具有 的 动量 满足 条 件 = 卫 -+ U(7) < 
0. 把 p= MV-2mU(r) 代 入 上 式 ,得 离散 谱 的 状态 总 数 为 
| -0)22dy， 
式 中 对 U <0 的 空间 区 域 进行 积分 . 如 果 也 在 无 穷 远 处 按 r !' 的 规律 衰减 而 < 
2, 按 818 的 结果 ,这 个 积分 是 发 散 的 (总 态 数 为 无 穷 多 ). 


2. 同上 题 ,但 在 准 经 典 有 心力 场 U(r) 中 (B. I. Tlokposckut). 
解 :由 于 有 心力 场 中 的 能 级 对 角 动 量 方向 而 言 是 简 并 的 , 态 数 不 等 于 能 级 


2 . 
数 . 对 给 定 的 角 动 量 值 用 而 言 ,显然 ,其 态 数 等 于 在 势 场 Dix = U(r) + 六 让 


电 ”例如 ,对 有 心力 场 中 的 运动 而 言 ,我 们 有 
forir=2nh (n+ 二 ] .fprd0 =2nh [1-m+3 | 


pwd =27hm. 
其 中 的 m =n -1-1 为 径 量 子 数 . 最 后 一 个 等 式 说 明 p, 为 角 动 量 的 z 分 量 , 即 等 于 im. 
® 见 Keller J B, Annals of Physics, 1958 ,4 :180， 
图 ”特别 是 对 一 个 粒子 ,dp/(2mj)3 就 是 单位 坐标 空间 体积 中 动量 值 介 于 d*p 内 的 状态 数 . 这 解释 
了 平面 波 (15.8) 的 两 种 归 一 化 方法 的 一 致 性 , 见 40 页 的 附注 ， 
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作 一 维 运动 的 (无 简 并 ) 能 级 数 . 当 7 给 定 且 能 量 E<0 时 ,动量 p 的 最 大 可 能 值 
为 pew = MV -2mUwn. 故 态 数 ( 即 能 级 数 ) 等 于 


drd 2 
Ym a 
27h 2 人 大 2mr 


对 dM/ 上 求 积 分 (代替 准 经 典 情形 中 对 1 求 和 ), 即 得 欲求 的 离散 谱 能 级 总 
数 , 它 等 于 








m 
| — Urdr., 
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我 们 知道 ,有 心力 场 中 运动 的 粒子 波 函 数 可 以 分 为 角 部 和 径 部 .我 们 先 考虑 
前 者 . 

角 部 波 函 数 和 9 角 的 关系 (由 量子 数 m 所 确定 ) 很 简单 ,不 发 生 寻 求 近似 表 
式 的 问题 . 至 于 和 极 角 9 的 关系 ,按照 一 般 规则 ,当量 子 数 1 很 大 时 就 变 成 准 经 
典 关系 ( 它 的 条 件 以 后 将 更 精确 地 表述 ). 

我 们 在 这 里 只 准备 推导 磁 量 子 数 等 于 零 ( 亚 =0) 时 的 角 函 数 准 经典 表 式 ( 在 
应 用 中 最 重要 ) 名 . 这 个 角 部 函数 和 勒 让 德 多 项 式 P,(cos 9)[ 见 (28.7) 式 ] 只 差 
一 个 常 因子 ,满足 下 列 微分 方程 


本 Tt 11+1)P, =0 49.1 
ob ( 1) 
作答 换 
Pp,( co0s 0) = X40) ， 49.2 
(cos 9) nD ( ) 
可 化 成 
1 1 
人 


这 个 式 子 不 含 一 次 微 商 ,并 和 一 维 薛 定 廖 方程 具有 相同 的 形式 . 
(49.3) 式 中 ,相应 的 德 布 罗 意 波长 为 


入 =27 | (5 二) + 


1 
mg 


@ 在 m=1 的 相反 情形 下 ,将 对 应 于 位 于 赤道 平面 9= 忆 -内 的 经 典 轨道 运动 ,这 是 因为 Pi( cos 6) = 


常数 x sin'9, 当 1-*o 时 ,这 个 函数 (因而 有 1y1?) 所 有 的 gz-5m 值 而 言 都 趋 于 夫 
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导数 d (六 ) /ax 必须 很 小 [条 件 (46. 6) ] ,这 一 要 求 给 出 下 列 不 等 式 


Ol >>1, (7™ -0)!>>1. (49.4) 
这 就 是 角 部 波 函 数 为 准 经 典 的 条 件 . 当 ! 很 大 时 ,这 些 条 件 对 所 有 的 6 值 差不多 
都 能 满足 ,只 有 十 分 接近 于 0 或 4 的 9 值 除 外 . 
当 (49.4) 式 的 条 件 满足 时 ,(49.3) 式 方 括号 中 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 以 
略 去 : 


这 个 方程 的 解 为 
X= Viin OP,(cos 9) =4sin| (1+3)0+a], (49.5) 


式 中 的 4 和 wa 是 常数 ， 
当 角 度 6 <<1 时 ,(49.1) 式 中 可 令 cot g=176; 同 时 把 LIL+1) 近 似 写 成 


(2+ 半 ) ,得 下 列 方程 : 








dP, 1 dP, IT: 
十 9 do + 和 P, =0， 
它 具 有 零 阶 贝 塞 尔 函 数 解 : 
Pp,( cos 9 =J[ (+ 本)9]， 9 <<1. (49.6) 


其 中 的 常 因子 已 令 等 于 1, 因 为 96=0 时 必须 有 P, =1.P, 的 近似 表 式 (49.6) 对 
9 <<1 的 所 有 角度 都 是 成 立 的 . 例如 , 它 也 可 以 应 用 到 1/1 << 9 <<1 的 角度 范围 
内 ,在 这 种 情形 下 , 它 和 (49.5) 式 应 该 完全 一 致 ,因为 (49.5) 式 对 6 >>1/1 的 所 
有 9 都 是 成 立 的 . 当 91 >>1 时 ,这 个 贝 塞 尔 函 数 可 以 用 宗 量 很 大 时 的 浙 近 表 式 
代替 ,我 们 得 


1 1 
Sn 1 + 一 10+ 一 
p ~ 1 [ ( 7 4" | 
nl VB 
(系数 中 的 地 与 1 相 比 可 以 略 去 ). 与 (49. 5) 式 比较 ,我 们 发 现 4 = [和 ,a = 


二. 因此 我 们 最 后 得 到 以 下 的 P,( cos 6) 表 式 ,适用 于 准 经 典 情形 


QD 注意 :Ll1+1) 换 成 (1+1/2)? 的 结果 ,使 所 得 的 表 式 中 ,在 9 换 成 nm-9 后 ,多 乘 一 个 ( -1) 因子 ， 
这 正 是 P,( cos 9) 孙 数 所 应 有 的 性 质 . 
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ep nl herd 3)+3 va | (49.7) 


Vsing 


由 此 得 妇 一 化 的 球 谐 随 数 Yl 参考 (28. 8) 式 ]: 
.ein | (5+ 二 )e+ 二 | 
T Vsin 0 l 
现在 来 讨论 波 函 数 的 径 部 . 在 $ 32 中 已 经 讲 过 ,x(r) =rR(r) 函数 满足 的 方 
程 ,等 同 于 具有 下 列 势 能 的 一 维 莅 定 计 方 程 ，; 
U(r) = U(r) + 


因此 ,只 要 把 势能 理解 成 为 此 处 的 U,(7) 函数 ,我 们 就 可 以 利用 前 几 节 所 得 的 结 
果 ， 

:=0 的 情形 最 简单 . 离心 能 等 于 零 , 如 果 U(r) 满 足 (46.6) 式 的 必要 条 件 ， 
径 部 波 函 数 将 在 整个 空间 成 为 准 经 典 的 . 由 于 r=0 时 必须 有 xX =0, 所 以 这 个 准 
经 上 典 函 数 x(r) 由 (47.6) 式 ( 式 中 的 a =0) 所 确定 . 

如 果 i 短 0, 离 心 能 也 必须 满足 (46.6) 式 的 条 件 .在 7 很 小 的 区 域内 ,该 处 的 
离心 能 与 总 能 量具 有 相同 的 数量 级 ,波长 A =2mfi/p ~ r/l, 则 条 件 (46. 6) 给 出 
1 >>1. 由 此 可 见 , 如 果 1 不 大 , 准 经 典 条 件 在 r 很 小 的 区 域内 被 离心 能 所 破坏 . 容 


易 证 明 ,如 果 把 势能 U(r) 中 的 系数 (1+1) 改 成 (2) 


Ur) =U(7) + 直 一 2 元 过) 


肯 按 一 维 运动 的 公式 计算 ,可 得 准 经 典 波 函 数 x(7) 的 正确 相位 值 @. 

准 经 典 近似 对 库仑 场 U0 = + a/r 是 否 适用 的 问题 需 作 特 殊 考 虞 . 在 整个 运 
动 区 域内 最 重要 的 部 分 相当 于 171 ~ 1E1 亦 即 距离 r ~ a/1E1 的 区 域 . 这 个 区 域 
内 的 准 经 典 运动 条 件 , 要 求 波 长 A ~2mji/ V2m1E1 远 小 于 该 区 域 的 线 度 a/1E1， 
由 此 得 


(49.8) 


(49.9) 





me， (49. 10 ) 
即 能 量 绝对 值 必 须 远 小 于 第 一 玻 尔 轨道 上 的 粒子 能 量 值 . (49. 10 ) 式 也 可 写成 
下 列 形 式 : 


Q@ 例如 在 自由 运动 (U =0) 的 最 简单 情形 下 ,采用 (49.9) 式 的 要, 当 > 很 大 时 ,根据 (48.1) 式 算出 
的 波 郴 数 相 位 的 确 和 (33.12) 式 的 相位 相同 ， 
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Qo 
pv >> ] ， (49.11) 


其 中 的 v~ Y1E1/m 为 粒子 速度 . 应 该 注意 ,这 个 条 件 与 库仑 场 的 微 扰 论 适用 条 
件 (45.7) 式 相反 . 
至 于 r 很 小 的 区 域 (1U(r)1 >>8) ,对 库仑 斥 力 场 而 言 并 不 值得 注意 ,因为 
U > 巨 时 , 准 经典 波 函数 是 指数 式 衰 减 的 .可 是 在 引力 场 中 , 当 ! 很 小 时 ,粒子 有 
可 能 穿 人 171 >> | 有 1 的 区 域内 ,这 就 产生 了 准 经 典 近 似 的 适用 界限 问题 .应 用 一 
般 条 件 (46.7) , 令 其 中 的 
dU - [ma 
Me 7 p~ V2mlUl ~ a 
结果 发 现 , 准 经 典 近 似 的 适用 区 域 局 限于 下 列 距 离 : 
> 二 (49. 12) 


也 就 是 远大 于 第 一 玻 尔 轨道 “半径 ”的 距离 . 
习 题 


如 果 7 一 0 时 , 势 场 按 寺 ar (s>2) 的 方式 趋向 无 穷 , 求 波 函数 在 原点 附近 
的 行为 . 
解 : 当 r 足够 小 时 ,波长 为 
上 jr 


mo 








所 以 





可 见 已 满足 准 经 典 条 件 .在 引力 场 中 ,rr 一 0 时 1V 一 -o. 此 时 原点 附近 的 区 域 为 
经 典 通 区 , 径 向 波 函 数 六 ~1/Yp , 故 
~ri-!. 
在 斥 力 场 中 ,r 很 小 的 区 域 为 经 典 禁 区 .此 时 波 辑 数 当 rr 一 0 时 指数 式 地 趋 于 
零 . 略 去 指数 函数 的 系数 ,我 们 有 


y -emp( - 广 |f pdr ) 考 y~exp| - _2 V2ma -#(- ls 


(s -2)# 
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我 们 来 考虑 一 个 粒子 在 图 13 所 示 的 场 中 运动 ,此 场 的 特点 是 存在 着 一 个 势 
从, 亦 即 存在 着 势能 U(%) 超 过 粒子 总 能 量 E 的 一 个 区 域 . 经 典 力学 中 , 势 允 对 


。166 ， 第 七 章 ” 准 经 典 情形 


粒子 讲 来 是 “不 可 穿 透 “的 ;但 是 在 量子 力 
学 中 ,一 个 粒子 可 以 " 穿 过 势 又 " :其 概率 不 
等 于 零 山 . 这 个 现象 也 称 为 隧道 效应 . 如 果 
势 场 V(x) 满足 准 经 典 条 件 ,该 势 垒 的 透射 
系数 可 以 表 成 一 般 形式 . 需要 指出 的 是 , 准 
经 典 条 件 会 得 出 势 垒 必须 是 很 “ 宽 ” 的 结 
论 ,因此 准 经 典 情形 下 的 透射 系数 是 很 小 
的 





图 13 


为 了 不 中 断后 面 的 计算 ,我 们 先 来 求解 下 列 问 题 . 假定 在 回 点 x = 右 侧 (该 
处 的 U(x) < 五 ) 的 准 经 典 波 函 数 呈 以 下 的 行 波形 式 : 
C i Ls 
ye [| Pe +4] (50.1) 


我 们 来 求 x <5 区 域内 这 个 态 的 波 函 数 . 这 可 和 8$47 中 的 步骤 一 样 ,采用 复 变 量 
x 的 平面 . 令 
E-U(x)~F (x-b), F,>0, 


可 把 (50.1) 式 写成 
C 1 1 114 f° 上 
V(x) -np mp {mFo) | VxX—bdx + iin} ? 

沿 上 半 平 面 的 下 列 半圆 自 右 至 左 地 通过 : 

x%*-b=pe’, 

Re 2 3 3 | 3 

i Vx*-bdx=3p ( -sin S$ +icos 9 ) 
相位 由 从 0 变 到 5. 风 (x*) 函数 的 模 先是 递减 ,随后 增 大 ,到 达 半 圆 末端 的 函数 值 
为 


C 1 1 rr 1/4 1 ， 
V(x) -mep {| (2mF.,) V(B-s) dx + in). 


我 们 就 得 到 下 列 对 应 规则 @: 


xx >p 时 emp[{ 方 ] eds + im ] 








一 x <b 时 exp {| pas 
5 


一 (50.2) 
V |P 


中 这 类 例子 已 见 $ 25 , 题 2. 

四 ” 沿 下 半 平 面 自 右 向 左 通过 时 ,(x) 函数 的 模 先 增 后 减 ,到 达 左 实 轴 上 (由 一 - 5) 变 成 一 个 指数 式 
小 量 , 把 它 始 终 加 到 (50.2) 指 数 式 大 的 项 上 将 是 不 合理 的 . 在 岁 (x) 为 指数 式 大 的 区 域内 ,由 于 准 经 典 近 
似 的 不 精确 性 ,会 丢掉 指数 式 小 的 修正 项 . 而 这 个 修正 项 当 由 -T 时 又 能 变 成 指数 式 大 项 ,因而 后 者 也 
就 会 被 丢掉 . 
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必须 强调 ,此 式 预 先 假定 了 经 典 通 区 内 波 函 数 的 特殊 形状 (向 右 运 动 的 行 波 )， 
应 用 时 只 能 从 通 区 过 渡 到 禁区 . 

现在 来 计算 穿 过 势 垒 的 透射 系数 . 设 粒 子 目 工区 由 左 向 右 射 向 势 盆 . 则 在 势 
垒 后 面 的 下 区 内 ,只 能 有 穿 过 势 垒 问 右 运动 的 波 ,此 区 内 的 波 郑 数 可 写成 


w= 二 exp | 二 | pdx tin) (50.3) 


式 中 的 v=p/m 是 粒子 速度 ,D 是 流 密度 . 应 用 规则 (50.2) ,可 以 求 出 势 人 垒 内 部 
IE 区 的 波 函 数 : 





exp | 只 1 pdx| ] 








上 | 「 pas ). (50.4) 








和 


最 后 ,应 用 规则 (47. 5) ,可 得 势 人 刍 前 面 1 区 的 波 沙 数 ; 


yz 人 (二 | lpldzjeos (二 | pdx -4m). 


如 果 我 们 令 
D =exp ( -二 | lpldz ) ， (50.5) 


「 pax 


上 式 变 成 
vy -i (元 | pes + = 


人 + im ) 十 


+ 二 ep -二 pdx — in }: 


Rd - % 时 变 成 平面 波 少 =e” ) ,第 二 项 代表 反射 
波 . 所 选 的 妇 一 化 已 使 人 射 波 具有 单位 流 密度 ,因此 透射 波 的 流 密度 D 就 等 于 
所 求 的 势 允 透射 系数 . 注意 此 公式 只 当 指 数 短 很 大 因而 D 本 身 很 小 时 才能 适 
用 . 中 

前 面 已 经 假定 了 场 0(%) 在 整个 势 侄 范围 内 满足 准 经 典 条 件 ( 只 有 在 回 点 
的 邻 区 除外 ). 但 在 实际 上 我 们 常常 遇 到 这 样 的 势 垒 , 它 的 势能 曲线 在 一 侧 降 藩 
得 极 快 ,使 得 准 经 典 近似 无 法 应 用 . 在 这 种 情况 下 ,(50.5) 式 D 中 的 指数 因子 仍 


QD 了 为 指数 式 小 量 , 这 与 工区 内 人 射 波 和 反射 波 的 振幅 相等 这 个 事实 有 关 #; 两 者 之 间 指 数 式 小 的 
差别 在 准 经 典 近 似 中 被 丢掉 . 
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保持 不 变 , 但 其 前 面 的 系数 [在 (50.5) 式 中 等 于 1] 有 所 不 同 . 要 算出 这 个 系数 ， 
我 们 必须 算出 非 准 经 典 区 内 的 精确 波 函 数 , 并 据 此 定 出 势 又 内 部 的 准 经 典 波 函 
数 . 


二 题 
1. 求 图 14 所 示 的 势 翁 的 透射 系数 :x<0 时 U(x) =0,x>0 时 U(x) =U,- 


Fx; 只 需 算 出 指数 因子 . 
解 ; 简 单 计算 后 给 出 下 列 结 果 ， 


4 v2 
D ~exp | 一 C0 -E)” |. 


2. 求 一 粒子 ( 角 动 量 等 于 零 ) 志 出 一 球 对 称 势 阱 的 概率 ,该 势 阱 当 r<ro 时 
U(r)= -UVU,r>ro 时 U(r) = 一 (图 15 ). 中 





Ur) 


2 Uv 





图 14 图 15 


解 : 球 对 称 问题 可 以 归结 为 一 维 问 题 ,因此 以 前 所 得 的 公式 可 以 直接 应 用 . 


我 们 有 
“op[ -全 三 fam (~E)ar]. 
算出 此 积分 ,最 后 得 
0 和 [ey 让} 
在 ro 一 0 的 极限 情形 下 ,此 式 变 成 


QD ”这 个 问题 首先 由 工 . DB. TaxosgzItM(1928) 以 及 由 R,W. Gumey 和 E.U. Condon( 1929 ) 在 关于 放射 
性 a 衰变 的 理论 中 讨论 过 . 
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oop{ -本堂 ] -op{ -2 
这 个 公式 , 当 指 数 需 很 大 即 a/ 加 >>1 时 可 以 适用 . 这 个 条 件 和 库仑 场 中 的 准 经 
典 运动 条 件 (49,11) 式 一 致 . 

3. 设 U(x) 由 两 个 对 称 的 势 阶 (图 16 中 的 I 生 ) 天 一 个 势 公 所 组 成 . 如 果 
该 势 刍 对 粒子 不 可 穿 透 , 则 其 能 级 对 两 个 势 阱 相同 ,相当 于 粒子 在 其 中 一 个 势 阱 
中 运动 时 所 具有 的 那些 能 级 . 势 又 的 可 穿 透 
这 一 事实 ,使 得 以 上 的 每 个 能 级 分 裂 成 两 个 
相 邻 能 级 ,对 应 于 粒子 同时 在 两 个 势 阱 中 运 
动 时 的 两 种 不 同 状态 . 试 求 分 裂 宽 度 [ 假 定 势 
场 U(x) 是 准 经 典 的 ]. 

解 : 略 去 穿 过 势 仅 的 概率 ,U(x) 场 中 的 
苇 定 请 方程 的 近似 解 可 以 采用 准 经 典 波 澡 数 
(x) ,这 个 波 函 数 描 述 在 一 个 势 阱 中 ( 壁 如 
阱 了) 以 某 个 能 量 Eo 运动 的 粒子 , 它 在 该 阶 i 
两 侧 指 数 式 衰减 ;W(x) 假 定 是 这 样 归 一 化 
的 ,使 得 对 阱 的 积分 等 于 1. 计 入 小 的 透射 概率 以 后 ,能 级 巨 ,分 裂 成 E, 和 E， 
两 能 级 ,对 应 于 这 两 个 能 级 的 正确 零 级 近似 波 函 数 , 是 (x) 和 由 (一 *) 的 对 称 
和 反对 称 组 合 : 

pix) - 启 [yo(z) thol -2)], yl) -EL -hl -1 0 
阱 工 中 ,Wo( -x%) 与 Wo(x) 相 比 小 至 可 略 ; 阱 开 中 则 反之 . 故 来 积 炊 (x)wWo( -x) 
处 处 都 小 至 可 略 . (1) 式 中 的 两 个 函数 可 这 样 归 一 化 ,使 它们 的 平方 值 对 阱 工 加 
阱 工 积分 后 都 等 于 1， 
薛 定 请 方程 为 


2 ， 2 
Wi + (Bo -Uo =0， y+Tz(E -Uy,=0, 





4 


第 一 式 乘 以 态 第 二 式 乘 以 几 后 ,两 式 相 减 ,然后 对 dx 从 0 到 o 积分 . 考虑 到 x = 
0 时 , 几 = 和 区 =0, 以 及 
人 wowiae> 厅 人 Was= 启 
我 们 得 
E, -E, = -Eyl0) yO0). 
同 理 , 我 们 发 现 EE, -具有 相同 的 表 式 ,但 差 一 负 号 , 故 
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E,-E, = y (0)y',0). 
根据 (47.1) 式 ,以 及 (48.3) 式 中 系数 C, 我 们 有 
dr EE exp ( - 广 | pldz)， yo(0) = 一 syu(0)， 


2TT20 





其 中 的 mw = V2(U 一 )/m. 故 
1 
E,—E, -oxp ( -| lpldx 上 
a 是 对 应 于 能 量 巴 ,的 回 点 , 见 图 16. 
4.， 粒子 穿 过 一 抛物 势 笃 U(x) = - 方 hx?, 试 求 适 射 系数 也 的 精确 值 (假定 


DD 不 是 很 小 ).(E.C.Kemble 1935 ) 出. 
解 :不 管 太 和 的 数值 如 何 , 在 足够 大 的 1x1 距 离 处 运动 是 准 经 典 的 ,该 处 的 


1 
p= fam (E+ 3h ) 一 和 % Vmk+E EN 
薛 定语 方程 之 解 的 渐 近 式 为 
由 = 常数 Xxe*2Et-12 


t=x (加) ， -又 ， 


我 们 只 对 这 样 的 解 感 兴趣 : 当 x 一 +ow 时 此 解 只 含 自 左 向 右 运动 (已 经 越过 
狼人 皇 ) 的 波 . 我 们 令 


其 中 引用 了 下 列 记号 ;: 


“wm 时 ,由 = Be 人 (1) 
PR 时 ,Wy =e -<2( Sty -ie-1/2 + Ae* 2( Ej (2) 
(2) 式 中 的 第 一 项 代表 入 射 波 ,第 二 项 为 反射 波 ( 波 的 行进 方向 是 它 的 相位 增加 
方向 ).4 和 下 之 间 的 关系 可 以 从 以 下 的 事实 出 发 求 出 , 即 纱 的 渐 近 表 式 在 壹 复 
变量 平面 上 的 足够 远 的 整个 区 域内 都 是 成 立 的 . 现在 来 考察 函数 (1) 沿 上 上 半 
平面 内 半径 p 很 大 的 一 个 半圆 周 上 的 变化 . 
t=pes, it? =p"( -sin2 由 +icos 2 中 )， 
由 从 0 变 到 T. 绕 此 半 略 的 结果 ,函数 (1) 变 成 (2) 中 的 第 二 项 ,具有 系数 
4=B(er) ”= -iBe ™. (3) 


在 路 径 的 (二 mr < 和 <) 段 内 , 模 1ee21 是 指数 式 大 量 ,此 时 (2) 中 第 一 项 的 指 


昌 此 题 之 解 也 可 应 用 到 任 一 势 又 U(%) 顶 点 附近 的 透射 ,只 要 U(x) 在 极 大 值 附近 依赖 于 x 的 平 
ns 
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数 式 小 量 被 丢掉 中 . 
按 (2) 中 入 射 波 所 选 的 归 一 化 ,粒子 教 守恒 条 件 为 
141l? + 18I?=1, (4) 

由 (3) 和 (4) 得 到 所 求 的 透射 系数 

D=IBIi =1《A(1+e 7)， 
此 式 对 任何 五 都 成 立 , 如 果 能 量 的 绝对 值 很 大 并 且 是 负 的 , 则 得 万 =~e- ,与 
(50.5) 式 一 致 . 对 巨 >0, 重 

R=1-D=1/(1 +e’™) 
是 势 又 之 上 的 反射 系数 . 
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要 直接 计算 任 一 物理 量 ,对 准 经 典 波 函数 而 言 的 矩阵 元 ,人 存在 着 很 大 的 困 
难 .我 们 假定 ,所 求 矩 阵 元 中 的 那 两 个 跃迁 态 的 能 量 值 并 不 十 分 靠近 ,使 得 该 矩 
阵 元 不 能 化 成 了 的 傅 里 叶 分 量 ( $48). 困难 的 产生 ,在 于 这 样 的 波 函 数 都 呈 指 数 
形式 (指数 备 是 一 个 很 大 的 虚 量 ) ,被 积 聘 数 呈 现 急 剧 的 振荡 . 

我 们 来 考虑 一 维 的 情形 [在 势 场 U(x) 中 运动 ] ,为 简单 计 , 假 定 该 物理 量 的 
算 符 只 是 一 个 坐标 函数 所 xz). 设 少 和 多 :为 对 应 于 粒 
子 能 量 值 E, 和 E,( 且 E, >E, 图 17) 的 两 个 波 函 数 ; 
我 们 假定 y, 和 yy, 都 取 为 实 函 数 . 现在 要 计算 下 列 积 
分 : 


= | yj (51.1) 
按 (47.5) ,在 回 点 * = ai 的 两 侧 区 域 ,但 不 在 a 
Wi 








%<a, Y= 9 pidx| | . 
(51.2) 
xX>a, Yi tal pidx — 
对 ,也 有 同样 的 式 子 (下 标 1 Re 2). 


可 是 ,如 果 把 波 函 数 的 这 些 渐 近 式 代 和 (51. 1) 式 中 进行 积分 计算 ,并 不 


@ 通过 下 半 平 面 求 4 是 不 恰当 的 ,因为 在 与 终端 [端点 处 的 少 值 由 (2) 式 给 出 ] 相 联 的 路 自 
OS -到 | 上 ,e# 4 项 与 e "4 项 相 比 是 一 个 指数 式 小 量 ， 
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能 得 到 正确 的 结果 . 我 们 将 在 下 面 看 到 ,原因 在 于 这 个 积分 是 一 个 指数 式 的 小 
量 , 而 被 积 函 数 本 身 却 并 不 很 小 . 因此 被 积 孙 数 只 要 相对 地 作出 很 小 的 改变 ， 
它 的 积分 值 一 般 讲 来 就 会 有 成 数量 级 的 变化 . 这 种 困难 可 以 用 以 下 的 方法 加 
以 避免 . 

我 们 把 yy 函数 表 成 y=; + ,也 就 是 把 余弦 函数 (在 x > az 的 区 域内 ) 
表 成 两 个 指数 式 之 和 . 按照 (50. 2) 式 ,我 们 有 


+ _ -iC, 1 
xX<a,, YY, -ep (三 Pa2dx 
2 2 


+ 
2VPa 

y; 函数 是 yx 的 共 印 复 函 数 [y。 = (yw ) “]. 

积分 式 (51.1) 也 被 分 为 两 个 复 共 恩 积分 之 和 .请 =fis +_fis ,这 是 我 们 想 要 计 
算 的 . 首先 ,我 们 注意 到 下 列 积分 是 收敛 的 : 

fiz = | fps dx, 

实际 上 ,尽管 y; 葡 数 在 x < a, 区 域内 指数 式 地 增长 ,但 是 yy 函数 在 x*<al 区 域内 
按 指数 形式 更 快 地 趋 于 零 ( 由 于 在 x <a, 区 域内 到 处 都 有 1p,1 > 1p,1). 

我 们 把 坐标 x 看 作 一 个 复 变 量 , 并 把 积分 路 线 从 实 轴 移 到 上 半 平 面 . 当 x 多 
出 一 个 正 的 虚 增 量 时 ,yw 函数 (在 x >al 区 域内 ) 中 出 现 一 个 递增 项 ,但 是 yy 函 
数 仍 递减 得 更 快 ,因为 在 x >a, 区 域内 到 处 都 有 p, >pi. 结果 使 被 积 旺 数 衰 减 . 

移动 后 的 积分 路 线 不 再 通过 实 轴 上 的 x =a, ,a 两 点 (这 两 点 附近 准 经 典 近 
似 不 能 适用 ). 因此 在 整个 积分 路 线 上 ,我 们 可 以 应 用 内 和 内 函数 在 上 半 平 面 
中 的 渐 近 式 ,这些 表 式 是 

C, 


-212m 0D- ep ( 放 | Vint b) ) as ) 

PTO fm UE 
多: 二 | 2m(U-E, ) dx ) ， (51.4) 

其 中 的 根 号 是 这 样 选取 的 ,使 得 x < a ,a, 时 它们 在 实 轴 上 取 正 值 . 
在 下 列 积分 式 中 : 
一 iiC， 


Ja -不 me 全 | Vim- E)dx- 


要 xzidz 
“| Vino Ey ds ) py AT TD 


我 们 希望 改变 积分 路 径 , 使 得 指数 因子 尽 可 能 减 小 . 上 式 中 的 指数 医 只 在 
U(x) = % 的 点 具有 一 个 极 值 (因为 EF, 关 E, 时 ,指数 军 对 x 的 微 商 在 其 它 点 都 不 





(51.3) 
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等 于 零 ). 因此 积分 路 径 改变 到 上 半 平 面 内 的 唯一 限制 

是 ,该 路 径 必 须 绕 过 U(x) 函数 的 奇 点 ;按照 线性 微分 方 

程 的 一 般 理论 ,这些 奇 点 也 就 是 峭 (*) 波 函数 的 奇 点 . 积 

分 路 径 的 具体 选择 依赖 于 U(x) 场 的 实际 形状 . 如 果 

U(%) 函数 在 上 半 平 面具 有 x =xo 的 一 个 奇 点 ,那么 该 积分 
可 取 图 18 所 示 的 那 种 路 径 进 行 . 这 个 奇 点 的 邻 域 在 该 积 

分 中 占有 重要 地 位 ,使 得 欲求 的 矩阵 元 f.。=2Ref 实 际 18 
上 和 下 列 指数 寡 很 小 的 表 式 成 正比 : 


fu ~exp ( -二 | | 3m( E. —U) dx - f° Vin(E -dx]|) (51.6) 
(A. LI. Jannay 1932 ) 中 . 
这 两 个 积分 式 的 积分 下 限 可 取经 典 通 区 中 的 任意 点 ;很 明显 ,积分 式 的 虚 部 
不 依赖 于 这 两 个 点 的 具体 选择 方式 . 如 果 V(x) 函数 在 上 半 平 面具 有 好 几 个 奇 
点 , 则 (51.6) 式 中 应 该 取 这 样 的 x。 点 ,使 得 式 中 的 指数 究 具 有 最 小 的 绝对 值 多 . 
当 两 个 能 量 E, 和 E, 相 差不多 的 时 候 , 公 式 (51.6) 可 以 简化 . 这 时 ,根据 
$ 48 的 结果 ,和 矩阵 元 简化 为 经 典 量 f[x(1t)] 对 时 间 的 健 里 叶 积 分 . 令 EE, = 


ww) 


E + 一 并 按 有 wsl 展 开 , 得 


fi2 ~exp | — Wa Im f° /了 dz = exp( — wlm 7). (51.6a) 
下 列 这 个 量 
| 


可 以 看 成 是 复 时 间 , 即 在 % 的 复 平面 上 粒子 到 x 点 所 用 的 时 间 ( 而 >(x) = 


V[【2(U-E(%x))]/m 是 相应 的 “ 复 速度 ” ). 不 难看 出 ,(51. 6a) 实 际 上 给 出 的 是 ， 
在 条 件 Im + >>1 之 下 [x(i)] 的 复 健 里 叶 展 开 的 拆迁 式 . 

用 同一 方法 ,可 计算 有 心力 场 运动 中 的 准 经 典 和 矩阵 元 . 但 是 U(7) 现 在 必须 
理解 成 为 有 效 势 能 (势能 与 离心 能 之 和 ) ,对 ?1 值 不 同 的 态 而 言 ,有 效 势 能 是 不 同 


Q@ 在 (51,5) 和 (51.6) 式 的 推导 中 ,我 们 把 波 函 数 改 成 了 它们 的 渐 近 式 , 由 于 采用 了 图 18 所 示 的 积 
分 路 径 ,这 个 积分 式 的 数量 级 就 决定 于 被 积 函数 的 数量 级 ;因此 被 积 郑 数 的 很 小 改变 对 积分 值 不 会 有 很 
大 影响 ， 

@ 我 们 已 经 假定 了 zx) 本 身 并 没有 奇 点 . 还 要 注意 ,估计 和 矩阵 元 数量 级 的 (51.6) 式 ,是 在 指数 式 前 
面 的 系数 具有 “正常 "数量 级 的 前 提 下 写 出 的 . 当然 ,可 能 存在 一 些 特殊 情况 使 得 这 一 系数 变 成 “ 非 正常 
地 ”小 ,一 个 最 简单 的 例子 是 f(x) = 常数 ,这 时 由 于 波 函 数 的 正 交 性 使 得 矩阵 元 成 为 零 . 这 种 情况 在 
(51,6) 式 上 看 不 出 来 . 
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的 .为 了 在 以 后 的 问题 中 进一步 应 用 这 个 方法 起 见 ,我 们 把 两 个 不 同 态 中 的 有 效 
势能 写成 U(r) 和 U0,(7) 的 一 般 形式 . 此 时 ,(51,5) 被 积 函数 中 的 指数 者 不 但 在 
U(r) 或 U,(r) 等 于 无 穷 大 那些 点 具有 极 值 ,并 且 还 在 满足 下 列 方程 那些 点 具有 
极 值 ; 


U,(r) -U(r) = 已 -已 . (51.7) 
因此 在 以 下 公式 内 
1 no 
fs ~exp ( -二 mm| | 3m( E, -UY dr - 
f 3m(E -Tdr| ) ， (51.8) 


mn 的 可 能 值 中 不 只 包括 U(r) 和 U0,(r) 的 各 个 奇 点 ,并 且 还 包括 (51.7) 式 的 各 个 
根 . 

有 心力 场 情 形 还 有 一 个 不 同 之 处 ,在 (51.1) 式 中 它 对 dr 的 积分 是 从 0( 不 
是 从 -om ) 到 ma 的 : 


j 2 = | Xifadr. 


这 里 有 两 种 情况 必须 区 别 , 如 果 被 积 函 数 是 7 的 偶 聘 数 ,那么 这 个 积分 式 可 以 在 
形式 上 延伸 到 从 -om 到 + 的 整个 区 间 , 从 而 和 以 前 的 情形 毫 无 区 别 . 如 果 
Ui(r) 和 U,(7) 都 是 7 的 偶 函 数 [U( -r) =V(r)] ,上 述 情况 就 有 可 能 发 生 . 此 时 
的 波 函 数 X,(r) 和 xX,(7) 或 者 是 偶 函 数 或 者 是 奇 函 数 D( 见 $21) ,假若 fr) 函数 
也 是 偶 的 或 奇 的 ,乘积 fX, 就 有 可 能 是 侦 函 数 . 

另 一 方面 ,如 果 被 积 函 数 不 是 偶 晒 数 [ 如果 U(r) 不 是 偶 函 数 ,就 有 这 种 情 
况 ] ,那么 积分 路 径 的 起 点 就 不 能 从 r=0 点 移 开 ,而 且 m =0 点 的 值 就 应 包含 在 
(51.8) 式 的 mm 的 各 种 可 能 值 中 . 


可 题 
1. 计算 U=Ue“ 场 中 的 准 经 典 矩 阵 元 (只 算 指 数 因子 ). 
解 :.U(x) 只 有 x%-> 一 % 时 变 成 无 穷 大 . 相应 地 可 令 (51.6) 中 的 2 = -oo. 这 


个 积分 可 以 延伸 到 %= +%. 方 括号 内 每 一 项 积分 时 ,都 在 其 下 限 - % 处 发 散 ， 
因此 我 们 先 计 算 从 -x 到 +% 的 积分 ,然后 再 取 极 限 x 一 %. 结果 得 


fi ~exp | -hm —) | » 
其 中 的 v= M2E1/m ,za = V2E2/m 为 无 穷 远 处 (x->% ) 的 粒子 速度 ,该 处 的 运 


@ VCr) 为 偶 函 数 时 , 径 向 波 函 数 R(r) 的 奇偶 决定 于 i 的 订 偶 . 这 可 从 ?很 小 时 的 R(r) 和 看 出 来 (此 
时 有 RR~r). 
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动 是 自由 运动 . 

2. 与 题 1 相同 ,但 在 库仑 场 U=a/r 中 , 求 1=0 的 两 个 坊间 的 准 经 典 跃迁 引 
阵 元 . 
解 :7(r) 函 数 的 唯一 奇 点 是 r=0. 相 应 的 积分 式 已 在 850 题 2 中 算 过 . 按 
(51.8) 式 , 结 果 得 

all 1 
| |. 

3. 同 第 一 题 , 求 非 谐振 子 的 跃迁 矩阵 元 ,其 执 能 为 

U(x) -zu + Bx 


在 下 列 条 件 下 计算 : 





2 4 
iw <<E,, E, << (1) 


解 :对 正文 中 所 讲 有 限 运 动 的 推广 表明 ,公式 (51.6) 仍 旧 成 立 ,应 当选 取 两 
个 点 x 一 土 w 作为 ei 都 带 来 一 个 数量 级 的 贡献 .我们 有 


fa~exp ( - ee Dm( UE,) ya 3m( U0-E)dx| ). 


在 (1) 式 条 件 之 下 ,给 出 主要 贡献 的 区 域 是 


2 
ma 
2 >>E,, E,, Bx’. 





其 中 


将 指数 展开 为 (Es/U) a 这 时 零 次 项 互相 抵消 ) 并 忽略 Bx ,得 


dxl Eb 5 
|x| “fw [x| 








fn ~ op ( - 中 


在 区 间 (2) 中 对 数 发 散 的 积分 应 予 舍 去 , 即 在 上 限 x ~ 人 时 和 在 下 限 


Xx~ay~ N/E/(mw )) 及 x~al ~ VE/(mw ) 时 , 结 
E, nm ow E, ni ow 
fa ~exp ( -二 ee 
引入 态 的 数目 ， 
n~E/ho, n,~k,/fw, 
可 将 答案 写成 
n2/2 


Nn Bi (no -ni1)/2 
fi n1/2 2 


3 
ni \mo 
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既然 在 解 题 过 程 中 存在 较 大 的 x 值 ,这 个 解答 在 F(x) 不 过 快 地 趋 近 无 穷 大 时 是 
成 立 的 . 如 果 将 扩 x) 展 开 成 为 多 项 式 , 那 么 它 的 震 次 应 该 比 (mm 一 ni) 小 。 


8$S2 准 经 典 情形 下 的 跃迁 概率 


势 人 又 贯穿 是 经 典 力学 中 完全 不 可 能 实现 的 一 个 例子 . 准 经 典 情 形 下 这 个 过 
程 的 概率 是 一 个 指数 式 的 小 量 . 它 的 有 关 指 数 寡 可 用 下 法 确定 . 

考虑 任 一 系统 从 一 态 到 男 一 态 的 跃迁 ,我 们 解 出 相应 的 经 典 运动 方程 , 求 出 
其 跃迁 “轨道 ”; 但 是 根据 经 典 力 学 中 并 不 出 现 这 种 过 程 的 事实 ,这 必然 是 复数 
解 . 例如 ,我 们 发 现 , 系 统 从 一 态 形 式 上 跃迁 到 另 一 态 的 那个 “跃迁 点 "9。 一 般 讲 
来 是 一 个 复数 点 ;该 点 的 位 置 由 经 典 守 恒 律 所 确定 . 然后 我 们 来 计算 系统 的 作用 
量 S,(gq1 ,qo) +S:(9o,9:) ,该 系统 在 第 一 个 态 中 从 某 个 初 位 置 9, 出 发 运动 到 " 脆 
迁 点 "9q。 ,再 在 第 二 个 态 中 从 go 点 出 发 到 达 最 后 的 g, 位 置 . 所 求 的 这 一 过 程 的 
概率 由 下 式 给 出 


w ~exp{ - 子 Im[Si(g ,go) +5,(90,92)] }. (52.1) 


如 果 “ 跃 迁 点 ”的 位 置 不 是 唯一 的 , 则 应 从 中 选取 这 样 的 点 ,使 得 (52. 1) 式 
中 的 指数 知 具 有 最 小 的 绝对 值 [ 当然 ,这 个 绝对 值 还 应 足够 的 大 ,使 得 (52. 1 ) 式 
仍 能 成 立 ]. 由 

(52. 1) 式 是 和 § 51 中 计算 准 经 典 矩 阵 元 时 导出 的 规则 一 致 的 ,但 应 指出 ， 
采用 矩阵 元 的 平方 去 计算 跃迁 概率 中 指数 前 的 系数 ,将 是 不 正确 的 . 

基于 (52. 1) 式 的 复 经 典 轨 道 法 是 一 个 普遍 方法 , 它 可 适用 于 具有 任意 多 自 
由 度 的 系统 中 的 跃迁 (I. AI. JIasnay,1932). 如 果 嫉 迁 点 是 实数 但 位 于 经 典 禁 区 
内 , 则 (在 一 维 运动 的 简单 情形 下 ) (52. 1) 式 与 势 垒 贯穿 的 概率 式 (50. 5) 相同. 


垒 项 之 上 的 反射 


让 我 们 把 (52. 1) 式 应 用 于 例 顶 反射 的 一 维 问题 ,所 谓 人 又 硕 之 上 的 反射 ,就 
是 指 粒 子 能 量 超过 势 人 又 高 度 时 发 生 的 反射 . 在 这 种 情形 下 ,go 就 取 粒 子 运动 反 
向 点 (“ 回 点 ” )xo 的 复 坐 标 ,也 就 是 方程 U(x) = 的 复 根 . 我 们 来 看 一 下 ,怎样 
能 更 精确 地 算出 包括 指数 前 系数 在 内 的 反射 系数 . 

我 们 必须 ( 像 8$ 50 那样 ) 再 一 次 建立 势 垒 远 右 侧 的 波状 数 (透射 波 ) 与 远 左 
侧 的 波 函 数 ( 入 射 和 反射 波 ) 间 的 关系 .采用 8$47 和 8$50 中 类 似 的 方法 ,把 y 看 , 
作 复 变量 x 的 函数 ,不 难 做 到 这 一 所， 

把 透射 波 写 成 下 列 形式 


@ 如果 该 系统 的 势能 本 身 具有 奇 点 ,那么 这 些 奇 点 也 应 算 人 go 的 可 能 值 中 . 
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1 i 
峭 ， -oP (| pds | 5 
式 中 的 x, 为 实 轴 上 的 任 一 点 ,我们 来 追究 它 沿 上 半 平 面 中 曲线 C 的 变化 ,C 围绕 
(在 足够 远 处 ) 回 点 x。( 图 19) ;这 条 曲线 的 整个 最 后 部 分 必须 位 于 很 远 的 左 区 ， 
使 得 人 射 波 的 近似 ( 准 经 典 ) 波 函数 中 的 误差 
远 小 于 和 欲求 的 小 量 多 . 绕 过 点 致使 
ME -U(x) 改变 符号 , 回 到 实 轴 后 峭 , 函数 就 
变 成 向 左 传播 的 反射 波 y_@. 由 于 入 射 波 和 
透射 波 的 振幅 可 以 看 作 是 相等 的 ,所 求 的 反 
射 系数 R 就 简单 地 等 于 由. 和光 ,的 模 量 平方 i 
之 比 : 





站 坟 一 | =exp{ -Fm | pd). (52.2) 


导出 此 式 后 ,指数 短 的 积分 路 线 就 可 以 任意 变形 ;如 果 变 换 到 图 19 所 示 的 
C' 曲 线 , 则 上 式 积分 化 成 从 x 到 ‰o 的 积分 的 两 倍 , 我 们 得 @ 


R = exp [os ,%) | » “(Xo) -Im { p(x)dx. (52.3) 


由 于 p(x) 在 整个 实 轴 上 都 是 实 量 ,x 点 的 选 法 无 关 紧 要 . @ 注 意 (52. 3) 中 指数 
前 的 系数 为 1(B. I. ITIlokposckni,C. K. CapBunH, .PP. ynuany. 1958).®@. 

如 前 所 述 ,在 x 的 所 有 可 能 值 中 ,我 们 应 选 这 样 一 个 值 ,使 得 (52. 3 ) 式 的 指 
数 稳 具 有 最 小 的 绝对 值 (并 且 此 值 必 须 远 大 于 1)@. 这 还 暗示 着 ,如 果 势 能 U(x) 
本 身 在 上 半 平 面具 有 奇 点 ,对 这 些 点 而 言 , 积 分 o (xi,xo) 具 有 较 大 的 值 @; 和 否则 
指数 大 将 由 这 些 奇 点 之 一 来 确定 ,而 指数 前 的 系数 将 不 会 像 (52. 3) 中 那样 等 于 
1. 如 果 U(x) 随 着 能 量 碧 的 增 大 在 上 半 平 面 某 处 变 成 元 穷 大 的 话 ,这 个 条 件 肯 
定 无 法 满足 :此 时 满足 UVU=E 的 %% 点 在 趋 于 极限 时 十 分 接近 于 满足 U=w% 的 x。 


QD 如 绕 xo 点 下 面 的 曲线 (例如 ,简单 地 没 实 轴 ) ,沙沙 数 就 转变 成 人 射 波 . 

@ 此 处 给 出 的 证 明 出 自 朗 道 (1961)， 

岛 。 在 某 些 情况 下 ,值得 注意 的 不 仅 是 人 射 波 和 反射 波 的 振幅 关系 ,还 有 它们 的 相位 关系 . 这 一 关系 
是 $25 中 所 述 的 系数 a 和 8B 所 反映 的 反射 波 的 振幅 所 决定 的 . 通过 上 面 的 讨论 不 难看 出 ,从 左边 射 来 的 


波 的 反射 振幅 是 
(EE) -ml¥ (ren) ] 


式 中 的 因子 ( -让 就 与 通过 回 点 时 指数 前 的 系数 的 相位 变化 有 关 ， 
@ ”正文 中 此 结果 的 推导 是 由 朗 道 作出 的 ， 
@@ ”当然 ,我 们 只 考虑 o>0 的 ‰ 点 ,即位 于 上 半 平 面 的 xo 点 ， 
@ 注意 这 时 图 19 中 的 积分 路 径 C 应 该 从 函数 U(x) 的 奇 点 下 方 通过 . 
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点 ,因而 这 两 个 点 对 反射 系数 作出 的 贡献 大 小 差不多 [积分 r(x。,xo) ~1], 公 
式 (52. 3) 不 再 成 立 . 在 极限 情形 下 , 当 E 大 到 使 得 积分 值 远 小 于 1 时 , 微 扰 论 开 
始 适 用 ( 见 题 2) 中 . 


习 题 


1. 采用 精确 到 指数 因子 的 准 经 典 近 似 , 求 一 气 核 和 一 重 核 ( 当 作 有 库仑 场 
的 固定 力 心 ) 碰 撞 时 氛 核 的 衰变 概率 (E.M. Ja 中 rrra ,1939). 

解 : 对 反应 概 牵 的 主要 贡献 来 自 零 轨道 角 动 量 的 碰撞 , 准 经 典 近 似 中 这 就 是 
对 头 撞 , 粒 子 的 运动 变 咸 一 维 运动 ， 

令 忆 为 气 核 能 量 ,以 € 为 单位 ,e 是 氛 核 的 质子 和 中 子 的 结合 能 ;E, 和 忆 , 为 
所 释放 中 子 和 质子 的 能 量 , 同 样 以 € 为 单位 . 我 们 还 采用 无 量 纲 坐 标 g = eVZe- 
(Ze 是 重 核 的 电荷 ), 并 用 go 代表 g 在 “跃迁 点 "的 值 (一 般 是 复 值 ) , 亦 即 气 核 
“衰变 时 刻 ” 的 值 . 我 们 可 写 出 


1 > 1 > 1 2 1 
二 1} 二 —V 一， 下 = 过 1 


其 中 加 ,ps 和 vs 是 衰变 时 刻 各 粒子 的 速度 ,以 We/mm 为 单位 ,mm 是 核子 质量 jg 是 
实 量 并 与 释 出 中 子 的 速度 相等 ,但 v, 和 v, 都 是 复 量 . 由 跃迁 点 处 的 能 量 和 动量 守 


恒 条 件 给 出 
E,+E,=E~1, v,+v,=2vV,. (2) 


故 有 


2 =21+V,, Vs =1+9,, = -2 -2iz . 
do 


跃迁 前 系统 的 作用 量 相当 于 氛 在 核 场 中 直到 衰变 点 为 止 的 运动 ; 它 的 虚 部 为 


ImS, = Ze’ 严 m 厂 |4 (BE-=) dg= 
€ 六 q 
’ -ee 
= Ze’ / 严 1 2gv, -全 cosh-1 /goE \. 3 
e nm{ dova 再 do } (3) 


跃迁 后 ,作用 量 相当 于 中 子 和 质子 离开 襄 变 点 的 运动 ; 


ImS, -ze 于 mn | vdg+ [ /2 (5, -二 ) az] = 
=20 /2mml 一 yugo — Vv,qo + /Eero VoE, 上 (4) 


据 (52, 1) ,此 过 程 的 概率 为 


QD ”中间 情 形 曾 由 B. I. IIokposckxuj 和 到 , M. XwmarHxKoa 研究 过 (XK3T0@ ,40 ,1713 ,1961 ) 
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w ~exp{ -二 fm [ /Baeosh VB 再 - 语 =eo 由 VE | | (5) 
与 两 个 反 双 曲 余弦 函数 来 自 (4) 和 (3) 式 的 事实 相 一 致 ,它们 的 虚 部 必须 分 别 与 
Imv, 和 Imvs 具 有 相同 的 符号 ,后 两 者 的 符号 在 (2) 式 之 解 中 已 经 这 样 选 定 : 使 得 
Im(S, + S$,) >0. 
由 于 2 与 鳌 , 成 指数 依赖 关系 , 表 变 (具有 任意 的 忆 , 和 已 , = 五 一 1- 互 , 值 ) 的 
总 概率 由 指数 震 ( 作 为 瓦 ,的 函数 ) 的 最 小 绝对 值 给 出 . 分 析 表 明 ,此 事 发 生 在 瑟 ， 
一 0 时 . 此 时 有 go =1/( 已 +1) ,从 (5) 式 得 


2Ze’ 器 | 2 oe /el |])} 
a € E-l1 E+l VE E+t+]l 
这 个 公式 的 成 立 条 件 是 指数 逢 必须 远大 于 1. 
对 ,的 非 零 值 算出 作用 量 S=S, +5S, 的 虚 部 后 ,我 们 可 以 求 出 所 释放 粒子 
的 能 量 分 布 . 在 邻近 EE, =0 处 ,我 们 有 中 


ImS( E,) -ImS(0) ~E, ( 








w ~ exp{ — 


ee 


计算 导 教 后 给 出 
dw 27Ze” fm 3-FE 
也 ~“p{- 上 ey 


0 ery | 
V2(E-1)’ E+l 
2. 如 粒子 能 量 满足 微 扰 论 条 件 , 求 择 顶 之 上 的 反射 系数 . 
解 : 采 用 (43.1) 式 , 初 态 和 末 态 波 函 数 是 活 相 反方 向 行进 的 两 个 平面 波 ,分 
别 按 单 位 流 密度 归 一 化 和 按 动 量 除 以 277 有 的 6 通 数 归 一 化 , 式 中 的 dy =dp' 
21mr 开 ,而 P 是 反射 后 动量 ,算出 对 P 的 积分 ( 计 及 6 函数) 后 得 


「 1(x)e dx (1) 








Rem 
ep” 
如 果 微 扰 论 的 适用 条 件 得 到 满足 ,此 式 即 成 立 , 这 个 条 件 为 Ua/fiv <<1,a 为 势 
笃 宽 度 ( 见 8$845 附注 3) ,同时 有 pa 产生 1. 后 一 条 件 保 证 了 R(p) 浮 数 的 非 指 数 

性 ;不 然 的 话 ,(1) 式 的 成 立 问题 尚 需 作 进一步 的 研究 . 
3. 当 7(x) 函数 在 x =xo 处 具有 一 个 饼 率 间断 点 时 , 试 求 在 准 经 典 势 符 健 顶 

之 上 的 反射 系数 . 

解 : 如 果 7(x) 函数 对 实 的 x 值 具有 某 种 奇 点 , 则 反射 系数 主要 由 该 点 附近 


@ EE, =0 时 ,函数 ImS( 已 ,) 有 一 个 尖 点 ,从 尖 点 出 发 不 管 对 正 的 和 负 的 瓦 ( 负 值 对 应 于 中 子 被 重 核 
俘获 ) ,函数 值 都 增长 ， 
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的 场所 决定 ,并 可 用 微 扰 论 形 式 地 加 以 计算 ,并 不 要 求 微 扰 论 对 所 有 的 x 都 成 
立 ; 准 经 典 条 件 的 满足 已 经 足够 , 我 们 就 得 到 题 2 的 (1) 式 ,唯一 差别 是 入 射 粒 
子 的 动量 必须 改 成 了 (%) 在 奇 点 处 的 值 . 
目前 情形 下 我 们 取 斜 率 间 断 点 为 =0 点 ,因此 在 这 点 附近 有 
x>0 时 U= -Fx; x<0 时 U= -FF,x. 
不 同 于 局 .对 x 进行 积分 时 ,可 和 在 被 积 函 数 中 引进 一 个 阻尼 因子 e*“, 积 分 做 
出 后 再 令 A 一 0. 结果 为 
mh 


R= 
16p? 


(F,-F,)’, 





式 中 的 pe =p(0). 
$53 浸 渐 微 扰 作用 下 的 跃迁 


”我 们 在 8$41 中 已 经 提 到 过 ,在 微 扰 随时 间 的 变化 十 分 缓慢 的 极限 情形 下 ， 
系统 自 一 态 到 另 一 态 的 跃迁 概率 趋 于 零 . 现在 来 定量 地 研究 这 个 问题 ,算出 在 组 
变 ( 漫 渐 ) 微 扰 作 用 下 的 跃迁 概率 (I. 1. JIannay ,1961). 

设 系 统 的 哈密 顿 量 为 时 间 的 缓 变 函 数 , 当 二 + % 时 趋向 一 定 的 极限 . 并 设 
y.(9,t) 和 EE,(t) 是 由 苹 定 计 方 程 (ti)y, =E,y, 解 出 的 本 征 函 数 和 能 量 本 征 值 
(依赖 于 时 间 参 量 ) ;由 于 五 的 时 间 变 化 具有 漫 渐 性 ,E, 和 ,的 时 间 变 化 也 是 组 
慢 的 . 我 们 面临 的 问题 是 ,如 果 二 - om 时 该 系统 处 于 小 , 态 , 求 一 + wm 时 系统 处 
于 某 一 小, 态 的 概率 Wl. 

微 扰 的 缓 变性 意味 着 “跃迁 过 程 " 具 有 很 长 的 持续 时 间 , 因 而 作用 量 的 改变 


(由 积分 式 - | E(:)di 给 出 ) 很 大 . 在 这 个 意义 上 所 设 问题 具有 准 经 典 性 ,所 求 


的 概率 主要 由 下 列 ;= 值 确 定 : 
E(t,) =E,(t,), (53.1) 
6 相当 于 经 典 力学 中 的 “跃迁 时 刻 ” (参考 §$52) ;实际 上 ,这 样 的 跃迁 在 经 典 力 
学 中 当然 是 不 可 能 的 , 它 表 现 于 方程 式 (53. 1) 具 有 复 根 . 与 此 有 关 , 就 有 必要 研 
究 1 为 复 参 量 时 在 1= 点 的 邻 域内 桩 定 证 方程 之 解 所 具有 的 特性 ,在 点 处 两 
个 能 量 本 征 值 变 成 相等 . 
我 们 将 看 到 ,在 该 点 附近 本 征 函 数 y,,, 将 随 i 强烈 变化 .为 了 求 出 其 关系 ， 
我 们 先 令 Vi ,Ye 的 线性 组 合 为 pl 92 ,并 满足 下 列 条 件 : 


| via = | ¢2dq =0， | weada =1. (53.2) 


只 要 适当 选择 复 组 合 系 数 侍 的 函数 ) ,总 能 做 到 这 一 后 . p11 和 2 在 上 = 加 处 没有 
奇 点 . 
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现在 把 本 征 函 数 写成 下 列 线性 组 合 形式 : 
= ap1 + 0292. (53.3) 


要 注意 的 是 , 当 “ 时 间 ”i 为 复 变 量 时 ,由 于 势能 U(1) 关 U(1)" ,H(i) 算 符 [ 呈 


(17.4) 形 式 ] 仍 等 于 它 的 转 置 算 符 (应 = 语 ) 但 不 再 厄 米 ( 序 赤 记 ' ). 
把 (53.3) 式 代入 薛 定 朝方 程 ,对 该 式 左 乘 p 或 mw ,然后 对 dg 积分 . 引入 下 
列 记号 


H, (1t) = | wasa， (53.4) 
考虑 到 哈密 顿 量 的 上 述 性 质 我 们 有 已，= 豆 , ,结果 得 下 列 方程 组 : 


Bai + Hi,a, = Ea,, 
(53.5) 
Hal + Ha, = Ea. 


这 个 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 为 (五 , -E) = Hi Hy ,此 式 之 根 给 出 了 能 量 本 征 
值 : 


EH a (53.6) 
把 它 代 入 (53.5) 式 中 ,得 
C2 na 
pi 圭 克 (53.7) 


由 (53.6) 式 可 知 ,为 使 在 上 =t 点 两 个 本 征 值 相等 ,其 中 的 Hi 或 H,, 在 该 点 
应 等 于 零 ;我 们 假定 它 是 甩 ,. 在 正则 点 ,一 个 函数 一 般 讲 来 随 i -4 而 趋 于 零 , 因 
此 有 


E(t) -k(to) = 土 弟 数 x 一 加 ， (53.8) 
即 E(2) 在 t= 处 具有 支点 . 我们 还 有 a, ~ Mt-io, 故 在 t= 点 只 有 一 个 本 征 


函数 由 

现在 我 们 看 到 ,所 设 问题 在 形式 上 完全 类 似 于 $ 52 中 讨论 过 的 鸡 顶 反射 问 
题 . 我 们 有 “对 时 间 为 准 经 典 的 ” 歼 (1) 波 函数 ,代替 了 $52 中 对 坐标 为 准 经 典 的 
函数 ,希望 求 出 :一 + % 时 波 函 数 中 的 cye ”项 ,而 当 i 一 - % 时 波 函 数 为 
术 (1) =yie .这 类 似 于 用 x 一 + % 的 透射 波 求 出 x 一 - % 的 反射 波 问 题 . 欲 


求 的 跃迁 概率 为 wa = 1cs1”. 作用 量 $= - | E(t) dt 是 由 具有 复 支点 的 E(1) 酉 


数 的 时 间 积分 给 出 [正如 积分 | pdx 中 的 p(*) 函数 具有 复 支点 那样 ] ,因此 ,所 


考虑 的 问题 ,可 以 通过 : 复 平面 上 从 很 大 负 值 到 很 大 正 值 的 一 个 积分 回路 加 以 
解决 ,正如 $52 中 对 x 复 平 面 所 作 的 那样 ,我 们 不 在 这 里 重复 这 种 推导 . 
我 们 假定 实 轴 上 有 E, > E,. 此 时 回路 必须 位 于 复 变量 上 的 上 半 平 面 (该 处 
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的 比值 ee”…"” 是 增长 的 ). 结果 得 下 列 公式 [类 似 于 (52.2) 式 ] 
202) =oxp (FIm | | E(t)d: | i (53.9) 


其 中 的 积分 沿 图 19 所 示 的 回路 ( 自 左 向 右 ) 进 行 . 
在 支点 之 左 的 回路 上 有 =E,, 文 点 之 右 的 回路 上 有 =,. 因此 可 把 
(53.9) 写 成 


Wy1 =exp | -2Im wa (t) dt | 有, (53.10) 
#1 


其 中 的 w,, = (, -EE )/,t 为 实 轴 上 上 的 任 一 点 it 点 应 选 (53. 1) 式 的 一 个 复 
根 ,此 根 位 于 上 半 平 面 内 ,并 使 (53. 10) 式 中 的 指数 寡 具 有 最 小 的 绝对 值 中 . 除了 
以 上 自 1 态 直接 蚂 迁 到 2 态 以 外 ,还 可 能 有 通过 几 个 中 间 态 的 “跃迁 方式 ”; 其 
概率 也 可 用 类 似 的 公式 表 出 . 例如 按 1 一 3 一 2 的 “方式 ”进行 跃迁 时 ,(53. 10) 式 
中 的 积分 应 改 成 以 下 两 个 积分 之 和 


#31) 23) 
人 vu)at 人 wnat) dt, 


式 中 的 两 个 积分 上 限 分 别 为 E(t) ,E(t) 以及,(i) ,E(t) 的 两 个 “交点” 以 
上 的 积分 式 , 是 采用 同时 围绕 这 两 个 复 交 点 的 一 个 回路 后 得 出 的 . @ 


习 题 


确定 服从 下 列 方 程 
5 到 +o(Dx=0 (1) 

的 经 典 振子 , 当 其 频率 w(ti) 由 i-%m 时 的 w 到 t+%m 时 的 w, 作 缓慢 变化 时 ， 
其 浸 渐 不 变量 的 变化 (A. M. JIprxne ,1960 ). 

解 : 方 程 (1) 是 由 薛 定 订 方 程 经 过 下 列 变换 而 来 : 

Vx, MX 一 8 p(x)/h=k(x) w(t) 

变换 后 ,这 个 问题 在 形式 上 等 价 于 在 8$825 中 讨论 过 的 势 笃 反射 问题 . 这 就 把 浸 
渐 不 变量 变化 的 计算 引 向 反射 振幅 的 计算 . 

将 i 一 干 w 时 (1) 式 的 解 写 成 


x%*=Ale"!'+Ar'e™.™!, 


X=Ae””* +Are “"*, xX—%. 


根据 (25.6) ,有 


QD to 的 可 能 信 中 尚 须 包 含 能 使 E(t) 成 为 无 穷 大 之 点 ;对 这 些 点 而 言 (53.9) 式 指数 前 的 系数 不 等 


1 
四 连续 谱 的 中 间 态 问题 需 另行 考虑 . 
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A, = ak +BA, . (2) 
振子 的 溪 渐 不 变量 等 于 E[o ,因此 
了 = mx =2mw 14.1 ,LL =2mw,|1A,!’, 
将 (2) 式 代入 ,得 
L=2mw,[ (lal’ +181"1A,l* +2Re( a8 41)]. 
利用 (25.7) 式 ,此 式 在 我 们 目前 的 情况 具有 下 列 形式 : 
lal =181 + w/w, ,得 
L -7 =4mo [18114,1 +Re(a8 A')]}. (3 ) 
我 们 在 这 里 讨论 的 w(t) 缓慢 变 化 的 情况 相当 于 上 一 节 中 势 鱼 反射 的 准 经 
典 情 况 . 在 这 种 情况 下 ,B 是 指数 式 的 小 量 , 而 ijal w/ws. (事先 假设 w(t) 在 
1 的 实 轴 上 没有 奇 点 和 零点 ). 上 一 节 中 讲 过 的 计算 反射 振幅 的 方法 给 出 1 -7 
的 估计 是 


AT=L, -1, ~18| ~exp | -2m | wl)d:), 


式 中 如 是 如 的 上 半 平 面 上 对 AT 给 出 最 大 贡献 的 一 个 特殊 点 . 这 个 公式 与 $51 
中 ( 见 卷 了 ) 中 所 讨论 的 简 谐振 子 情况 的 结果 一 致 . 当 w?( 引 在 上 半 平 面 有 简单 
零点 时 ,用 上 节 的 公式 还 可 以 求 出 指数 因子 前 面 的 系数 . (参见 177 页 的 脚注 ) 
注意 ,(3) 式 的 第 二 项 , 亦 即 主要 项 是 依赖 于 振动 的 初 相位 的 , 当 对 初 相 位 
平均 时 得 
AI~2RI1,, 


式 中 R~ 全 181? 是 “反射 系数 "， 
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经 典 力学 和 量子 力学 中 , 角 动 量 守恒 定律 都 是 封闭 系统 空间 各 向 同性 的 结 
果 ,这 一 点 ,早已 用 角 动 量 和 旋转 对 称 性 之 间 的 关系 论述 过 . 但 在 量子 力学 中 ,这 
个 关系 具有 特别 深远 的 意义 , 它 确定 了 和 角 动 量 这 个 概念 的 基本 内 容 , 特 别 是 由 于 
粒子 角 动 量 的 经 典 定 义 r xp 在 量子 力学 中 不 再 具有 直接 含义 ,因为 位 置 和 动量 
不 能 同时 测量 . 

我 们 在 $28 中 看 到 ,如 果 i 和 m 的 值 已 给 定 ,粒子 波 函 数 的 角 部 关系 就 被 
确定 ,从 而 它 在 旋转 下 的 所 有 对 称 性 质 也 被 确定 . 这 些 性 质 最 一 般 的 表述 可 归结 
为 波 函 数 在 坐标 系 转动 下 的 变换 规律 

多 粒子 系统 的 波 函 数 yn( 角 动量 L 及 其 分 量 M 的 值 业 已 给 定 ) 只 有 当 坐 
标 系 绕 z 轴 转 动 时 才能 保持 不 变 中 ,任何 改变 z 轴 方向 的 转动 ,结果 都 会 使 角 动 
量 :分 量 没有 定 值 . 这 意味 着 ,在 新 的 坐标 系 中 ,这 个 波 函 数 一 般 变 为 共有 给 定 
L 值 但 有 不 同 履 值 的 2L+1 个 孔 数 的 倒 加 ( 即 线 性 组 合 ). 我 们 可 以 说 ,坐标 系 
转动 后 ,2L +1 个 函数 Ziw 变 成 了 它们 相互 的 线性 组 合 @. 其 变换 规律 ( 即 组 合 系 
数 与 坐标 轴 转 动 角 之 间 的 函数 关系 ) 完 全 由 工 值 确定 , 因此 角 动 量 被 赋予 量子 
数 的 含义 , 它 能 对 一 个 系统 的 各 个 态 按照 坐标 系 转动 下 的 变换 性 质 加 以 分 类 . 角 
动量 概念 的 这 一 方面 ,在 量子 力学 中 特别 重要 ,因为 它 和 角 部 波 函 数 的 显示 式 没 
有 直接 的 联系 ;不 用 这 些 显示 式 也 能 表 出 这 组 函数 的 相互 变换 规律 . 

我 们 来 考虑 一 个 复合 粒子 ,例如 一 个 原子 核 , 它 整 个 地 静止 并 且 处 于 某 一 确 


QD 除了 一 个 不 重要 的 相位 因子 外 . 
四 ”用 数学 术语 来 说 ,这 组 函数 构成 了 旋转 群 的 一 个 不 可 约 表 示 . 得 以 进行 相互 线性 变换 的 这 组 函 
数 中 的 独立 函数 的 个 数 , 称 为 该 表示 的 维 数 ;并 且 这 个 数 在 函数 组 的 相互 线性 变换 中 不 可 能 再 少 . 
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定 内 部 状态 中 .除了 内 能 外 ,由 于 核 内 粒子 的 运动 , 它 还 具有 确定 的 角 动 量 值 L. 
这 个 角 动 量 可 以 有 2L+1 种 不 同 的 空间 取向 .因此 , 当 我 们 考虑 这 个 复合 粒子 的 
整体 运动 时 ,除了 坐标 外 ,还 必须 增加 一 个 离散 变量 : 它 的 内 部 角 动 量 在 空间 某 
一 选 定 方向 上 的 投影 . 

根据 我 们 对 角 动 量 概念 的 上 述 理解 ,有 关 它 的 起 源 问 题 显得 并 不 重要 . 我 们 
可 以 从 中 归结 出 “内 豪 " 角 动量 的 概念 ,用 以 描述 粒子 ,不 管 这 个 粒子 是 “复合 ” 
的 还 是 “基本 ”的 . 

因此 ,在 量子 力学 中 ,每 个 基本 粒子 必须 赋予 一 个 与 其 空间 运动 无 关 的 “内 
计 " 角 动量 . 基本 粒子 的 这 个 性 质 是 量子 理论 中 特有 的 (在 ji 一 0 的 极限 下 消 
失 ) ,因此 在 原则 上 不 存在 经 典 解 释 中 . 

一 个 粒子 的 内 豪 角 动 量 称 为 该 粒子 的 自 旋 , 以 便 区 别 于 粒子 空间 运动 所 产 
生 的 角 动 量 ,所谓 轨 道 角 动量 人 . 我 们 所 讲 的 粒子 可 以 是 一 个 基本 粒子 ,也 可 以 
是 某 些 方面 类 似 于 基本 粒子 的 一 个 复合 粒子 (例如 一 个 原子 核 ). 一 个 粒子 的 自 
旋 ( 和 轨道 角 动量 一 样 ,以 上 为 量度 单位 ) 用 s 来 代表 . 

对 于 有 自 旋 的 粒子 ,用 波 函 数 描述 其 状态 时 ,这 个 波 函 数 必须 不 但 能 确定 该 
粒子 处 于 不 同 空间 位 置 的 概率 ,而 且 也 能 确定 其 自 旋 具有 各 种 可 能 取向 的 概率 . 
因此 ,这 个 波 函 数 不 但 依赖 于 三 个 连续 变量 , 即 粒 子 的 三 个 坐标 ,而且 还 依赖 于 
一 个 离散 的 自 旋 变 量 , 它 给 出 自 旋 在 空间 某 一 指定 方向 (z 轴 ) 的 投影 并 取 为 数 
有 限 的 离散 值 ,我 们 用 o 代表 这 个 自 旋 变量 . 

令 W(x,y,z3) 为 这 样 的 波 函 数 . 实质 上 它 代 表 了 对 应 于 不 同 o 值 的 一 组 
不 同 的 坐标 函数 ;这 些 函 数 称 为 波 晤 数 的 各 个 自 旋 分 量 . 

下 列 积分 
wssyso)lar 
确定 了 粒子 具有 某 个 o 值 的 概率 , 粒子 具有 任意 的 o 值 并 处 于 dy 体积 元 内 的 
概率 为 
dy > [w(x,y,z;0) | 

量子 力学 的 自 旋 算 符 , 作 用 于 波 函 数 的 自 旋 变 量 r 上 . 换 名 话说 , 它 以 某 种 
方式 把 波 函 数 的 各 个 分 量 进行 相互 线性 变换 . 这 个 算 符 的 形状 将 在 以 后 建立 .但 
从 最 一 般 的 考虑 很 易 知 道 , 算 符 ,2 ,5 应 该 满足 和 轨道 角 动量 一 样 的 对 易 
关系 . 


WD 例如 ,把 基本 粒子 的 内 京 角 动 量 想 象 为 “ 绕 自 身 轴 ”旋转 的 结果 ,这 是 完全 没有 意义 的 . 
@ 电子 具有 内 惠 角 动 景 的 物理 概念 是 由 G. 乌 伦 贝克 (Uhlenbeck) 和 S. 高 兹 米 特 ( Goudsmit) 于 
1925 年 提出 的 . 1927 年 W. 泡 利 (Pauli) 把 自 旋 引 人 重子 力学 中 . 
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角 动量 算 符 和 无 限 小 旋转 算 符 基 本 上 相同 . 在 $ 26 中 推导 轨道 角 动量 算 符 
的 具体 表 式 时 ,我 们 考虑 了 旋转 算 符 作用 在 一 个 坐标 函数 上 所 得 的 结果 . 在 自 旋 
的 情形 下 ,这 一 推导 失去 意义 ,因为 自 旋 算 符 不 是 作用 在 坐标 上 ,而 是 作用 在 自 
旋 变 量 上 的 . 因此 ,为 了 求 得 对 易 关系 式 , 我 们 必须 把 一 般 形 式 的 无 限 小 旋转 操 
作 看 作 一 般 的 坐标 系 旋 转 . 如 果 我 们 先 绕 x 轴 再 绕 y 轴 连 接 进 行 两 次 无 限 小 旋 
转 ,或 者 把 次 序 倒 过 来 , 先 绕 y 轴 再 绕 x 轴 , 经 过 直接 计算 后 很 易 证 明 , 以 上 两 种 
操作 结果 的 差别 等 于 绕 z 轴 的 一 个 无 限 小 旋转 ( 转 过 的 角度 等 于 绕 x 轴 和 y 轴 
的 两 个 转角 的 乘积 ) .我 们 不 准备 进行 这 种 简单 的 计算 , 它 的 结果 仍 得 通常 的 角 
动量 分 量 算 符 之 间 的 对 易 关 系 式 ;由 此 可 见 ,这 一 对 易 关 系 式 对 自 旋 算 符 讲 来 也 
必 成 立 : 
[3 2] = 这 ，[2 2] = 论 ， [名 ,入 ] = 这. (54.1) 
由 这 个 关系 式 导 出 的 所 有 物理 结论 也 都 应 成 立 . 
对 易 关 系 式 (54. 1) 能 使 我 们 求 出 所 有 可 能 的 自 旋 绝 对 值 和 所 有 可 能 的 自 
旋 分 量 值 . 8 27 中 导出 的 所 有 结果 [ (27.7) 一 (27.9) 式 ] 仅 仅 应 用 了 对 易 关 系 
式 , 因 此 这 些 结 果 在 这 里 也 能 全 部 适用 ,只 要 把 上 述 各 式 中 的 工 换 成 s 就 可 以 
了 . 根据 (27.7) 式 , 自 旋 z 分 量 的 本 征 值 是 递 差 数 为 1 的 一 组 数值 . 但 是 我 们 不 
能 像 轨 道 角 动 量 的 二 分 量 那样 断定 这 些 数值 一 定 都 是 整数 [| 8 27 之 初 给 出 的 推 


导 在 这 里 不 能 成 立 ,因为 它 是 以 (26. 14) 式 的 1 算 符 为 基础 的 ,这 个 表 式 只 对 轨 
道 角 动 量 成 立 ]. 

其 次 ,s, 这 套 本 征 值 具 有 上 下 限 ,这 两 个 上 下 限 的 绝对 值 相 等 而 符号 相反 ， 
我 们 用 +s 表示 之 .s, 的 最 大 值 和 最 小 值 之 差 2; 必须 是 一 个 整数 或 零 . 因此 * 可 


到 0, 二 ,1 ,本 ，…… 值 
于 是 , 自 旋 平方 的 本 征 值 等 于 
5 =s(s+1), (54.2) 
其 中 的 s 可 以 是 一 个 整数 (包括 零 ) 也 可 以 是 一 个 半 整 数 .s 给 定 后 , 自 旋 的 s, 分 
量 可 取 s,s ~1,…, --s, 等 2s +1 个 不 同 的 数值 . 因此 , 自 旋 为 :的 粒子 波 函 数 具 
有 2s +1 个 分 量 儿 . 
实验 表明 ,大 多 数 的 基本 粒子 [电子 , 正 电子 ,质子 ,中 子 ,p 了 半 和 所 有 的 超 子 


(A,Y, 吕 )] 具 有 -的 自 旋 . 此 外 ,也 有 些 基本 粒子 ("介子 和 介子) 的 自 施 等 


@ 由 于 每 类 粒子 的 :是 一 个 给 定 值 , 故 在 经 典 力学 极限 情形 下 (上 ->0) 自 旋 角 动 量 后 : 趋 于 零 . 对 轨 
道 角 动 量 讲 来 由 于 i1 可 取 任 意 值 ,这 样 的 论证 就 失去 意义 . 过 渡 到 经 典 力学 时 ,上 趋 于 零 同 时 1 趋向 无 穷 
大 ,可 是 乘积 凡 仍 为 有 限 值 . 
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于 零 . 
一 个 粒子 的 总 角 动 量 等 于 它 的 轨道 角 动 量 1 加 上 自 旋 s. 这 两 个 算 符 作用 


于 是 数 的 不 同 变量 上 ,当然 是 彼此 对 易 的 . 总 角 动 量 
j=1+s (54.3) 


的 本 征 值 ,与 两 个 不 同 粒 子 的 轨道 角 动 量 之 和 一 样 ,取决 于 “矢量 模型 "的 相 加 
法 则 ( §31). 这 就 是 说 ,给 定 了 i 和 s 以 后 ,总 角 动 量 可 取 lts,i+s-1,…， 


1 -sl1 等 值 . 因此 ,轨道 角 动 量 ! 不 等 于 零 的 一 个 电子 ( 自 旋 为 了) 具有 总 角 动 量 
j=1+ 广 ;1 =0 时 才 只 有 一 个 值 j= 


多 粒子 系统 的 总 角 动量 算 符 J 等 于 每 个 粒子 的 角 动 量 算 符 博之 和 , 它 的 本 
征 值 仍 用 矢量 模型 法 则 加 以 确定 . 角 动 量 了 可 以 表 成 下 列 形状 : 
J=L+S，L= > 1，S= >》5。， (54.4) 
其 中 的 5S 可 称 为 该 系统 的 总 自 旋 ,L 可 称 为 该 系统 的 总 轨道 角 动 量 . 我 们 注意 
到 ,如 果 该 系统 的 总 自 旋 为 半 整 数 ( 整 数 ) , 则 总 角 动 量 也 是 半 整 数 (整数 ) ,因为 
轨道 角 动 量 水 远 是 整数 . 特别 是 ,如 果 该 系统 是 由 偶数 个 同类 粒子 组 成 的 , 它 的 
总 自 旋 永远 是 整数 ,从 而 它 的 总 角 动 量 也 是 整数 . 


一 个 粒子 的 总 角 动 量 算 符 坟 (或 一 个 多 粒子 系统 的 了 ) ,和 轨道 角 动 量 算 符 
或 自 旋 算 符 满足 同样 的 对 易 关 系 , 这 个 关系 是 任意 角 动 量 所 应 满足 的 普遍 的 对 
易 关 系 . 由 这 个 对 易 关 系 所 导出 的 角 动 量 和 矩阵 元 公式 (27. 13 ) ,对 任意 的 角 动 量 
讲 来 也 都 成 立 ,只 要 这 些 矩 阵 元 是 由 该 角 动 量 的 本 征 态 所 定义 的 . 对 任意 矢量 的 
矩阵 元 ,公式 (29.7 ~ 10) 也 同样 成 立 (改变 相应 的 记号 ). 


习 起 
自 族 为 广 的 粒子 处 于 s, = 二 的 态 中 , 求 该 自 旋 在 z' 轴 上 的 投影 取 各 可 能 值 
的 概率 , 设 z' 轴 和 z 轴 的 夹 角 为 0. 
解 :平均 后 的 自 旋 欠 量 s 显然 沿 z 轴 , 且 其 数值 等 于 二. 把 它 投影 到 z' 轴 上 ， 
求 得 自 旋 沿 z' 轴 的 平均 值 为 5 = 本 cos 0. 男 一 方面 ,我 们 又 有 5， = 
(vw, ~w_), 其 中 的 ww, 为 s, = + 二 的 概 来 考虑 到 w+w. =1, 我 们 得 


w, = cos (0/2), w._ =sin (0/2). 
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$55 自 旋 算 符 


在 本 章 以 后 各 节 中 ,我 们 不 想 讨论 波 函 数 与 坐标 的 关系 . 例如 , 当 我 们 讲 到 
坐标 系 旋转 后 函数 水 (ce ) 的 行为 时 ,我 们 可 以 假定 该 粒子 处 于 原点 ,使 得 它 的 坐 
标 在 旋转 中 保持 不 变 ,这样 得 到 的 结果 将 标志 出 水 (c) 函数 对 自 旋 变 量 o 而 言 
的 行为 . 

变量 oc 和 普通 变量 (坐标 变量 ) 的 区 别 在 于 它 的 离散 性 . 一 个 线性 算 符 作用 
在 离散 变量 e 的 函数 上 ,所 得 的 最 普遍 形式 为 


fp) (0) = 5 fp"), (55.1) 


其 中 的 f,,. 是 一 些 常 数 . 我 们 把 fy 放 在 括号 内 是 为 了 强调 在 它 后 面 所 跟 的 自 旋 


宗 量 不 是 属于 原 函 数 消 ,而 是 属于 用 算 符 六 作用 后 所 得 的 那个 函数 . 容易 证 明 ， 
太 ,是 和 按 通常 规则 (11. 5) 所 定义 的 算 符 矩阵 元 一 致 的 @ 
(11.5) 中 对 坐标 的 积分 现在 换 成 对 离散 变量 求 和 ,所 以 矩阵 元 的 定义 为 
fo = 5 Yeo) fy (oo)]. (55.2) 


其 中 (oo) 和 。,(o) 是 算 符 $, 的 本 征 函 数 ,属于 本 征 值 s, =o, 和 o,; 每 个 函数 
对 应 于 一 个 态 , 粒 子 处 于 此 态 时 具有 确定 的 s, 值 , 亦 即 此 时 波 函 数 只 有 一 个 分 量 
不 等 于 零 @， 
yn (0) =6,,,, Yj, 0) =660,， (55.3) 
根据 (55. 1) ， 
Jp) 0) = DD forpolo') = fondro =foor 
把 上 式 及 y。,(o) 的 表 式 代 人 (55.2) ,该 式 恒 得 到 满足 ;证 毕 . 
由 此 可 见 ,作用 于 o 的 函数 上 的 算 符 可 以 表 成 一 个 (2s +1) 行 (2s +1) 列 的 
矩阵 . 特别 是 自 旋 算 符 本 身 , 作 用 在 波 函数 上 后 , 按 (55.1) 有 
(Sp)(0) = >, so lo'). (55.4) 


按照 $ 54 末 段 所 述 ,矩阵 和 ,5,,5, 与 $27 所 得 的 矩阵 上 ,L,, 上 ,相同 ,只 是 把 字母 
L 和 M 改 成 S 和 Oo: 


QD 注意 (55.1) 式 右边 矩阵 元 的 下 标 次 序 与 (11.11) 式 中 的 通常 次 序 相 反 . 
多 更 明确 地 说 ,我 们 应 写成 
Wo (0) =W(x,7,7) 00. 
《55.3) 中 略 去 了 坐标 因子 ,在 那里 并 不 重要 ， 
我 们 必须 再 一 次 强调 s, 的 特定 本 征 值 mw 或 ez 有 别 于 独立 变量 o. 
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(6) =(s,),-1o -元 (s+o)(s-o+1), 
(5,) 0.01 = (8,) oie = -7 (s+o)(s-o+1), (553) 


(Bs 一 和 
这 就 确定 了 自 旋 算 符 . 
在 自 旋 为 了 (s= 广 ,9 = 上 J ) 的 重要 情形 下 ,这 些 矩阵 是 两 行 两 列 的 , 具 
有 下 列 形式 


A 


8 = 了 人， (55.6) 


、 0 1 a 0 -iy . 
0, = ，0,=|., ,OO 
1 上 1 站 


这 些 矩 阵 称 为 泡 利 矩 阵 . 矩阵 8 = 本, 确 是 对 角 的 ,因为 它 是 用 s, 本 身 的 本 征 函 


数组 来 定义 的 @. 
下 面 是 泡 利 矩阵 的 一 些 特殊 性 质 . 把 (55.7) 中 的 矩阵 直接 相 乘 ,得 下 列 方 


其 中 四 


-[。 小 (55.7) 


程 : 
6 =0, =6,=1, 
0 | (55.8) 
OO0,.=10,, OO0,. =10,, OO.0, =10:， 
由 上 式 及 一 般 对 易 关 系 (54. 1 ) ,得 
OO +O0, =26,, (55.9) 
亦 即 泡 利和 矩阵 彼此 反对 易 . 根据 以 上 诸 式 ,不 难 验证 下 列 有 用 的 公式 : 
0 =3, (Oa)(G:b)=a:b+io .axb. (55.10) 


式 中 的 a 和 是 任意 矢量 @. 按照 上 列 诸 式 ,由 和 矩阵 5; 组 成 的 任意 标量 多 项 式 ， 


@ (55.7) 中 所 列 的 矩阵 , 行 和 列 都 按 o 的 值 编号 , 行 数 对 应 于 和 矩阵 元 的 第 一 个 脚 标 , 列 数 则 对 应 于 
第 二 个 脚 标 . 目前 情形 下 ,这些 编号 数 为 二 和 - 二 . (55.4) 式 所 示 的 算 符 , 其 作用 是 把 矩阵 的 第 o 行 科 
以 由 波 函 数 各 个 分 量 组 成 的 一 个 列 矩阵 


| | 
“人 -去 ] 

@ 吧 ”用 同一 字母 代表 自 旋 分 量 和 泡 利和 矩阵 ,不 会 发 生 混 清 . 因为 后 者 总 是 带 有 ““” 符 号. 

加 (55.8) 一 (55.10) 右 边 与 9 无 关 之 项 ,当然 应 该 理解 成 为 腾 有 一 个 两 行 两 列 单位 和 矩阵. 
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都 可 以 化 简 成 一 个 与 6 无 关 的 项 以 及 六 的 线性 项 ;因此 ,5 算 符 的 任意 标量 隐 
数 都 可 化 成 一 个 线性 函数 ( 见 题 1). 最 后 , 泡 利 矩阵 及 其 乘积 的 迹 ( 对 角 元 之 
和 ) 为 
tro, =0, tro,o, =26,. (55.11) 
本 章 的 以 后 几 节 ,将 对 波 函 数 的 自 旋 性 质 ,包括 在 坐标 系 任 意 旋 转 下 的 行 
为 ,进行 详细 的 讨论 ,但 是 我 们 可 以 立刻 看 出 波 函 数 的 一 种 重要 性 质 , 即 绕 z 轴 
转动 下 它们 的 行为 . 
假定 绕 z 轴 转 动 无 限 小 角 8. 这 种 转动 的 算 符 ,可 通过 角 动 量 算 符 (目前 情 
形 下 是 自 旋 算 符 ) 表 成 1 + is ' 3,. 因此 ,作为 转动 的 结果 ,函数 组 yy(o ) 变 成 
yy(o) +6y(oa) ,其 中 
By(0) =i8g * Sy(o) =ioy(o)69g, 
把 上 式 写 成 dy/d$ = ioy (oa ) 形 式 ,并 进行 积分 ,我 们 发 现 转 过 有 限 角 由 时 
(oo ) 变 成 
J'(o) =y(o)e™. (55. 12) 
特别 是 转 过 2m 角 后 ,wy(o) 要 乘 以 因子 e" ,这 个 因子 对 所 有 的 o 而 言 都 
是 一 样 的 , 它 等 于 ( -1)”(2c 和 2s 的 宇 称 永远 相同 ). 由 此 可 见 , 当 坐标 系 绕 轴 
旋转 一 整 周 以 后 , 自 旋 为 整数 的 粒子 波 函 数 回 到 原 值 ,而 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 波 
函数 要 变 一 符号 . 


习 是 


1. 试 把 标量 a +b' 人 6 的 任意 壤 数 化 成 对 泡 利和 矩阵 为 线性 的 另 一 个 函数. 

解 :为 了 确定 所 求 公式 f(a+b .个 ) =A+B' 广 中 的 系数 ,我 们 注意 到 , 当 取 
z 轴 漆 的 方向 时 , 算 符 ag+b :分 的 本 征 值 为 a+tb, 算 符 f(a+b' 侣 ) 的 相应 本 
征 值 为 Fatpb). 从 而 求 出 


A=3[f(a+b) tfla-b)], B=(b/2b) [f(a+b) -f(a-b)]. 


2. 自 放 为 二 的 两 个 粒子 处 于 S =s,， +5, 具有 定 值 (0 或 1) 的 态 中 , 求 标 积 


$，*。 8§, 的 数值 . 
解 : 按 一 般 公式 (31.3)( 这 个 公式 对 任意 两 个 角 动 量 的 相 加 都 成 立 ) ,我 们 
得 
1 3 
S=1 时 5s, "52 = S=0 时 $s, "8s,= - 玫 : 
3. 8 算 符 ( 自 旋 值 * 为 任意 ) 的 各 次 轿 中 哪些 是 线性 独立 的 ? 


解 :由 3 及 其 所 有 可 能 本 征 值 之 差 组 成 的 下 列 莫 符 
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(3, -5)(3 -5+1)…(3 +5) 
作用 于 任 一 波 函 数 上 等 于 零 , 故 这 个 算 符 本 身 等 于 零 . 由 此 可 见 , (3 )2 全 可 以 通 
过 s, 算 符 的 较 低 次 的 乘 需 表 出 ,因此 只 有 1 到 2s 的 夹 吉 是 线性 独立 的 ， 
§56 旋 量 


自 旋 为 零 时 , 波 函 数 只 有 一 个 分 量 岁 (0). 用 自 旋 算 符 作用 后 变 成 零 :sy = 
0. s 和 无 限 小 旋转 算 符 之 间 的 关系 说 明 , 自 旋 为 零 的 粒子 波 函 数 在 坐标 系 转动 
下 是 不 变 的 ,也 就 是 说 它 是 一 个 标量 . 


自 旋 为 了 的 粒 于 波 函 数 具有 两 个 分 量 ,y ( 广 ) 和 风 ( -元 为 进一步 推广 
方便 计 , 我 们 分 别 用 上 指标 1 和 2 来 区 别 这 两 个 分 量 . 这 个 具有 两 个 分 量 的 量 





vy (过) 
| (56.1) 
V( -五 
称 为 一 个 旋 量 . 
坐标 系 的 任意 转动 中 , 旋 量 的 分 量 作 线性 变换 : 
jy! =ay +by, vy =ey! + dy’. (56.2) 
上 式 可 写成 
5 a b 
=) 0-=( 中 (56.3) 


其 中 心 是 变换 矩阵 @. 它 的 矩阵 元 一 般 是 坐标 轴 转 角 的 复 函 数 . 这 些 矩 阵 元 之 间 
存在 着 一 些 关 系 ,这 些 关系 直 接 来 自 旋 量 作为 粒子 波 函 数 的 物理 条 件 . 
我 们 来 考虑 双 线性 型 

yh -yy9, (56.4) 

其 中 少 和 由 是 两 个 旋 量 . 经 简单 计算 后 ,得 
Vo =(ad -bo) (yb -9 ), 
亦 即 坐标 系 转动 后 , (56.4) 式 变 成 它 自身 . 但 如 只 有 一 个 函数 变 成 自身 ,这 个 函 
数 就 可 看 作 自 旋 为 零 ,因而 它 必 是 一 个 标量 ;也 就 是 说 ,不 管 坐标 系 怎样 转动 ,这 
个 函数 必须 保持 不 变 . 从 而 有 
ad -bc =1, (56.5) 

即 变换 矩阵 的 行列 式 等 于 1. @ 


@ 记号 如 表明 和 矩阵 了 的 行 乘 以 列 少 
@ ”这样 两 个 量 的 变换 称 为 二 元 变换 . 
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进一步 的 关系 来 自 对 下 式 的 要 求 : 
yy + wy. (56.6) 
此 式 确定 了 空间 某 一 给 定点 找到 粒子 的 概率 , 它 应 是 一 个 标量 , 凡 使 一 组 量 的 模 
量 平方 之 和 保持 不 变 的 变换 ,是 一 个 么 正 变换 ,因此 必 有 了 + =U-!'( 见 §12). 按 
条 件 (56.5) , 道 矩 阵 为 
1 dd -6b 
ss 


把 它 和 下 列 厄 米 共 轿 矩阵 等 同 起 来 ， 


得 到 
a=d" ,b= -ec'". (56.7) 

鉴于 关系 式 (56.5) 和 (56.7) ,a,b,c,d 四 个 复 量 中 实际 上 只 含 三 个 独立 的 
实 参量 ,对 应 于 定义 三 维 坐标 系 转动 所 需 的 三 个 角度 . 

比较 (56.4) 和 (56.6) 两 个 标量 式 , 可 知 小 "和风" 必须 分 别 地 按 好 和 - 力 
的 规律 变换 . 应 用 (56.5) 和 (56.7) 很 易 验 证 这 一 点 0. 

旋 量 代数 可 以 表 成 类 似 于 张 量 代数 的 形式 . 为 此 ,除了 逆 变 分 量 六 ,六 外 
(具有 上 指标 ) ,还 引入 下 式 定义 的 协 变 分 量 ( 具 有 下 指标 ): 


y= =- (56. 8) 
两 个 旋 量 的 不 变量 组 合式 (56.4) 还 可 以 写成 标 积 形式 ; 
pb = b+ 由 = 太太 由 (56.9) 


和 张 量 代数 一 样 , 今 后 凡 在 同一 项 中 重复 出 现 同一 指标 者 ,就 意味 着 对 该 指标 
( 登 标 ) 求 和 . 在 旋 量 代数 中 ,我 们 应 该 记 住 下 列 规则 . 根据 
内 中 = bt = -pb -db = -yp 


所 以 
峭 中 = -yb,- (56. 10) 
由 此 可 知 任 一 旋 量 和 它 自己 的 标 积 等 于 零 : 
yyw, =0. (56.11) 


根据 前 面 的 讨论 ,y 和风 像 y “和 "那样 变换 , 即 


@ 这 个 性 质 与 时 间 反 演 对 称 性 密切 相 联 .后 者 ( 见 $ 18) 包括 把 波 函 数 改 成 它 的 复 共 辐 . 时 间 反 演 
下 , 角 动 量 分 量 也 变 号 . 因此 Wi = 去 ] 和 好 =y( -本 ) 的 复 共 亏 函 数 必 然 具有 自 施 投 影 分 别 为 


- 元 和 -的 那些 分 量 的 性 质 . 
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多 = (UY),. (56. 12) 
乘积 书 "y 也 可 写作 带 有 转 轩 矩阵 "的 yDD* ,由 于 广 为 么 正 ,我 们 有 UV* = 癌 -!， 
故 风 = (wyU"), ,或 名 

Jy, = (yy'U),. (56. 13) 

仿照 通常 张 量 代数 中 从 矢量 过 滤 到 张 量 的 情形 ,我 们 也 可 以 引进 高 秩 旋 最 
的 概念 . 如 果 一 量 % “具有 四 个 分 量 ,它们 按 两 个 一 秩 旋 量 的 分 量 乘积 由 的 规 
律 变换 , 则 这 个 量 称 为 二 秩 旋 量 . 除了 道 变 分 量 # ”外 ,还 可 以 考虑 协 变 分 量 水。 
和 混合 分 量 几 ,它们 分 别 按 乘 积 败 由 和 办 入 的 变换 规律 变换 . 任意 秩 旋 量 都 可 
用 同 法 定义 . 

旋 量 的 闭 变 分 量 和 协 变 分 量 的 相互 变换 可 写成 

y=gu ,Y= Y,, (56. 14) 

其 中 


(ge) = (8™) -| | (56. 15) 


1 0 
为 二 维 矢 量 空间 中 的 度 规 旋 量 . 例如 ,我 们 有 
V8, Wr = ewe) , 

因此 有 yi, = -i -yy ;Wp = = 等 等 . 

8 本 身 构成 一 个 二 秩 反 对 称 单位 旋 量 . 容易 看 出 它 的 各 分 量 值 在 坐标 系 变 
换 下 保持 不 变 , 且 有 

BB =6, (56.16) 

其 中 68! =82 =1,6! =6? =0. 

和 通常 的 张 量 代数 一 样 , 旋 量 代数 中 也 有 两 种 基本 运算 法 则 :乘法 ,以 及 对 
一 对 指标 的 缩 并 . 两 个 旋 量 相 滋 给 出 一 个 更 高 秩 的 旋 量 :例如 由 二 秩 旋 量 y ,和 
三 秩 旋 量 “可 以 组 成 一 个 五 秩 旋 量 yp”. 一 对 指标 的 缩 并 ( 即 对 一 个 协 变 
指标 和 一 个 逆 变 指标 的 各 个 分 量 求 和 ) 使 一 个 旋 量 降低 两 秩 . 例如 旋 量 y,,” 对 
指标 jw 和 vw 的 缩 并 给 出 三 秩 旋 量 风 us” ; 改 的 缩 并 给 出 标量 几 . 这 里 有 一 条 规则 
和 (56. 10) 式 表明 的 规则 相似 :如 果 我 们 把 被 缩 并 的 两 个 指标 上 下 对 调 一 下 ,该 
旋 量 就 改变 符号 ( 即 % = -办 iD). 根据 这 一 规则 ,如 有 一 旋 量 对 某 两 个 指标 是 对 
称 的 ,对 这 两 个 指标 缩 并 的 结果 就 等 于 零 , 因 此 ,对 一 个 两 秩 对 称 旋 量 y,, 讲 来 ， 
我 们 有 =0. 

一 个 n 秩 旋 量 如 果 对 它 的 所 有 指标 都 是 对 称 的 , 则 称 为 对 称 旋 量 . 从 非 对称 


@ 记号 ywU(Y 在 坪 的 左 侧 ) 代 表 分 量 (yi ,yy ) 作为 一 行 乘 以 矩阵 立 的 列 . 
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旋 量 出 发 ,可 以 通过 对 称 化 手续 造 出 一 个 对 称 旋 量 ,这 种 对 称 化 手续 ,就 是 把 所 
有 指标 进行 各 种 可 能 的 对 换 , 然 后 把 所 得 的 分 量 全 部 相 加 起 来 . 如 上 所 述 ,从 一 
个 对 称 旋 量 的 分 量 出 发 ,不 可 能 (通过 缩 并 ) 造 出 更 低 秩 的 旋 量 . 

只 有 二 秩 旋 量 可 以 对 它 的 所 有 指标 反对 称 . 因为 每 一 个 指标 只 能 取 两 个 值 ， 
在 三 个 或 更 多 个 指标 中 ,最少 有 两 个 指标 必然 会 取 相 同 的 数值 ,从 而 使 该 (全 反 
对 称 ) 旋 量 的 各 个 分 量 都 恒 等 于 零 . 任意 一 个 二 秩 反 对 称 旋 量 等 于 一 个 单位 旋 
量 gx 和 滋 以 一 个 标量 . 根据 上 述 理由 ,我们 可 得 下 列 关 系 式 : 

Bd, + Bb + ga, =0， (56.17) 

(其 中 的 ,是 任 一 旋 量 ) ,这 是 因为 式 左 的 表 式 是 一 个 三 秩 反 对 称 旋 量 ( 我 们 很 
易 验 证 ). 

如 果 把 一 个 旋 量 乘 以 其 自身 ,并 对 其 中 的 一 对 指标 缩 并 , 就 成 为 一 个 对 为 一 
对 指标 为 反对 称 的 旋 量 : 

ps 到 — 

如 上 所 述 ,这 个 旋 量 应 该 等 于 旋 量 gw 乘 以 一 个 标量 . 这 个 标量 因子 应 该 这 样 来 
确定 ,使 得 对 另 一 对 指标 再 缩 并 后 能 够 得 到 正确 的 结果 , 据 此 有 : 


UPN 一 Fo go (56. 18) 


旋 量 多 w… 的 各 个 分 量 是 沙 六 的 复 共 恩 量 , 它 按 逆 变 旋 量 几 ″ 的 各 个 分 量变 
换 , 反 之 亦 然 . 因此 , 任 一 旋 量 的 各 个 分 量 的 模 量 平方 之 和 是 一 个 不 变量 . 


$57 具有 任意 自 旋 的 粒子 波 函 数 


纯 形式 地 讲 过 任意 秩 的 旋 量 代数 以 后 ,现在 可 以 转 人 下 一 个 问题 :研究 具有 
任意 自 旋 的 粒子 波 函 数 的 性 质 . 


这 个 问题 最 好 通过 自 旋 为 村 的 一 组 粒子 来 考虑 . 总 自 旋 :分 量 的 最 大 可 能 


值 是 二 mn, 这 是 由 于 对 每 个 粒子 都 有 5, = 广 而 得 的 结果 ( 亦 即 所 有 粒子 的 自 施 者 
取 同 一 方向 , 沿 : 轴 ). 在 这 种 情形 下 ,我们 可 以 明确 地 说 该 系统 的 总 自 旋 $ 也 等 
于 

这 时 ,这 个 多 粒子 系统 的 波 函 数 (ol rs，…,as) ,除了 由 ( 方 , 坟 ,…, 方 】 


分 量 外 ,其 它 的 分 量 都 等 于 零 . 如 果 把 这 个 波 函 数 写 成 ”个 旋 量 的 乘积 形式 
yp*…, 式 中 的 每 个 旋 量 隶属 于 其 中 的 一 个 粒子 ,那么 ,每 个 旋 量 中 只 有 A 和 ,pn,… 
=1 的 分 量 不 等 于 零 . 因此 只 有 pg … 不 等 于 零 . 所 有 这 些 乘积 的 集合 组 成 一 个 
n 秩 旋 量 ,并 且 对 所 有 的 指标 对 称 . 如 果 变 换 坐 标 系 (使 得 各 个 粒子 的 自 旋 不 再 
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沿 z 轴 ) ,我 们 就 可 以 得 到 一 个 对 称 性 与 以 前 相同 但 具有 普遍 形式 的 n 秩 旋 量 . 
波 函 数 的 ”和 目 旋 “ 性 质 ,实质 上 就 是 这 组 波 函 数 对 坐标 系 的 旋转 而 言 所 具有 


的 性 质 ,这 种 性 质 对 于 自 旋 为 :的 一 个 粒子 ,以 及 对 n=2s 个 自 旋 为 二 的 粒子 所 


组 成 的 总 自 旋 为 :的 一 个 多 粒子 系统 ,都 是 一 样 的 . 因此 得 出 结论 , 自 旋 为 * 的 
一 个 粒子 , 它 的 波 函 数 是 一 个 n =2s 秩 的 对 称 旋 量 . 

容易 证 明 ,一 个 2s 秩 对 称 旋 量 的 独立 分 量 数 确 是 等 于 2s +1. 因为 2; 个 指 
标 为 1, 零 个 指标 为 2 的 那些 分 量 是 相同 的 ;2s -1 个 指标 为 1 有 一 个 指标 为 2 
的 那些 分 量 也 是 相同 的 ,以 此 类 推 直到 有 零 个 指标 为 1 有 2s 个 指标 为 2 为 止 . 

从 数学 上 讲 ,各 种 对 称 旋 量 提供 了 一 种 分 类 方案 ,用 以 区 分 坐标 系 旋转 时 一 
组 量 可 能 具有 的 各 种 变换 方式 . 如果 有 2s +1 个 不 同 的 量 ,变换 成 为 它们 之 间 的 
线性 组 合 (同时 这 组 量 不 管 怎样 地 进行 线性 组 合 ,其 总 数 不 能 减少 ) , 则 可 断言 ， 
它们 的 变换 规律 等 同 于 一 个 2s 秩 对 称 旋 量 的 分 量 的 变换 规律 .任意 一 组 任意 
数目 的 函数 , 当 坐 标 系 旋转 后 如 果 变 换 成 为 它们 之 间 的 线性 组 合 , 这 组 函数 就 可 
化 成 (经 过 适当 的 线性 变换 后 ) 一 个 或 几 个 对 称 旋 量 . 

因此 一 个 n 秩 任意 旋 量 站,…' 可 以 化 成 nn 秩 、n -2 秩 、n -4 秩 … 的 对 称 旋 
量 ,其 实际 步骤 如 下 . 把 旋 量 y,,,… 对 所 有 的 指标 对 称 化 ,可 以 组 成 一 个 n 秩 对 
称 旋 量 . 其 次 ,原来 的 旋 量 多 … 中 任 选 一 对 指标 加 以 缩 并 ,可 得 具有 wy,… 等 形 
式 的 各 种 n -2 秩 旋 量 ,再 把 这 些 旋 量 分 别 对 称 化 后 ,得 到 许多 n -2 秩 对 称 旋 
量 .在 由 ,,… 中 把 两 对 指标 缩 并 后 ,再 把 所 得 旋 量 对 称 化 , 即 得 各 种 =-4 秩 对 称 
旋 量 ,如 此 类 推 . 

我 们 再 来 确立 2s 秩 对 称 旋 量 的 各 个 分 量 与 2s + 1 个 函数 y(o) 之 间 的 关系 
(其 中 的 go=s,s -1,…，-3). 下 列 分 量 
中 ,有 s+e 个 指标 为 1, 有 ss-e 个 指标 为 2, 它 所 对 应 的 目 旋 沿 z 轴 的 投影 人 为 


0. 实际 上 ,如 果 我 们 再 考虑 n = 2。 个 自 施 为 的 粒子 所 组 成 的 一 个 系统 ,来 代替 
自 旋 为 :的 一 个 粒子 , 则 上 述 分 量 相 当 于 下 列 乘积 : 


to | 


1 1 2 2 
9 “op ss 


这 个 乘积 隶属 于 这 样 的 一 个 态 ,其 中 有 s+o 个 粒子 具有 自 旋 投 影 坟 ,有 s-o 个 
粒子 具有 自 旋 投 影 - 了, 故 其 总 投影 为 了 (s+o) - 广 (s -0) =o. 最 后 ,选择 上 


(D 换 句 话说 ,各 种 对 称 旋 量 构 成 了 旋转 群 的 各 种 不 可 约 表 示 ( 见 $98) 


。196 ， 第 八 童 自 旋 


述 旋 量 分 量 和 yw(o) 也 数 的 比例 系数 ,使 得 下 式 能 够 成 立 : 


> vn 2 yh (57.1) 


这 个 和 应 是 一 个 标量 ,因为 它 等 于 粒子 在 空间 茶 一 给 定点 的 概率 . 在 上 式 右 边 的 
求 和 中 ,(s+o) 个 指标 都 等 于 1 的 分 量 共 有 
(2s) ! 
(st+o)! (IJ 


个 .由 此 可 见 , 号 数 y(o) 和 旋 量 分 量 间 的 关系 为 


kzs)! J 
A (s+o)! (so (57.2) 


(57.2) 式 不 但 保证 满足 条 件 (57. 1) ,而 且 容 易 证 明 还 满足 下 列 更 普遍 的 条 
件 : 
py p= > (-1)’"y(o)¢( -0o), (57.3) 


其 中 的 yy” 和 gp. 是 两 个 不 同 的 同 秩 旋 量 ,而 (ao) ,gp(o) 是 按 (57.2) 式 由 这 
些 旋 量 所 导出 的 函数 ,( -1)*“ 因 子 的 来 源 是 由 于 当 我 们 把 上 述 旋 量 分 量 的 指 
标 全 部 上 升 后 ,符号 的 变更 次 数 等 于 其 中 取 值 为 2 的 指标 数 . 

(55. 5) 式 确定 了 自 旋 算 符 作用 于 波 函 数 东 (ec) 上 所 得 的 结果 . 不 难 求 出 这 


些 算 符 作用 于 具有 2 秩 旋 量 形式 的 一 个 波 函 数 上 所 得 的 结果 . 对 自 旋 为 的 情 


形 讲 来 ,函数 (二) ,y ( -二 ) 等 于 旋 量 的 分 量 电 , 归 . 根据 (55. 6) 和 (55.7) 
式 , 自 旋 算 符 作 用 在 这 些 分 量 上 的 结果 为 
(Ep) = (HD) = -iy (Fp) =, 
, i (57.4) 
(Sp) = 5p) = 万 过 (Sp) = -5 


为 了 过 滤 到 任意 自 旋 的 一 般 情 形 ,我 们 再 考虑 2* 个 自 旋 为 了 的 粒子 所 组 成 


的 一 个 系统 ,并 把 它 的 波 函 数 写成 2* 个 旋 量 的 乘积 , 该 系统 的 自 旋 算 符 等 于 每 
个 粒子 的 自 旋 算 符 之 和 ,每 个 粒子 的 自 旋 算 符 只 作用 于 该 粒子 的 旋 量 上 ,作用 的 
结果 由 (57.4) 式 给 出 . 经 过 以 上 的 考虑 后 ,我 们 再 回 到 任意 对 称 旋 量 的 情形 , 即 
回 到 自 旋 为 * 的 一 个 粒子 的 波 函 数 情形 ,就 可 得 下 列 公式 : 


so” oe s+o-ls-o+ teri+is-o-l 





f+-0 
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省 中 


(= (57.5) 
到 目前 为 止 ,我们 把 基本 粒子 内 豪 角 动量 的 波 函数 称 为 旋 量 . 但 从 纯 形式 的 
观点 看 来 ,一 个 单 粒子 的 自 旋 角 动量 ,和 忽略 内 部 结构 的 任 一 系统 作为 一 个 整体 
所 具有 的 总 角 动 量 ,两 者 没有 什么 区 别 . 因此 很 明显 ,空间 旋转 下 旋 量 的 变换 性 
质 对 总 角 动 量 为 j 的 一 个 粒子 或 粒子 系统 的 波 函 数 同样 适用 ,与 所 考虑 的 是 
自 旋 还 是 轨道 角 动 量 无 关 , 本 征 函数 yi 在 坐标 系 转动 下 的 变换 规律 与 2 秩 对 
称 旋 量 的 分 量变 换 规 律 之 间 ,必然 存在 着 一 定 的 关系 . 
建立 这 种 关系 时 ,应 该 明确 地 区 别 波 函数 依赖 于 角 动 量 投影 m 的 两 个 不 同 
方面 ( 当 j 值 为 给 定时 ). 可 以 把 波 函 数 看 作 各 种 不 同 m 值 的 概率 振幅 ,也 可 以 
把 它 看 作 具有 给 定 m 值 的 本 征 函 数 ， 
以 上 两 个 方面 我 们 已 在 §55 之 初 提 过 ,在 那里 研究 了 与 纪 . 算 符 的 本 征 值 
;, =06 相 对 应 的 “本 征 函数 "5,。,. 两 者 的 数学 区 别 特别 明显 地 表现 在 自 旋 为 := 


二 的 粒子 的 例子 中 这 种 情形 下 的 自 旋 函数 对 变量 o 而 言 是 一 个 一 秩 逆 变 旋 


量 ,也 就 是 应 该 用 旋 量 记号 写成 5%,. 因而 对 co 而 言 它 是 一 个 协 变 旋 量 . 
这 种 情况 显然 具有 普遍 性 :仿效 (57.2) 式 ,本 征 函 数 如 可 化 成 2 秩 协 变 对 
称 旋 量 的 有 关 分 量 〇 : 


a (27)! 
Pm TN OFm! (i -而 


角 动 量 j 为 整数 的 本 征 函 数 就 是 球 谐 聘 数 7. 特别 是 j=1 的 重要 情形 ,三 


. /3 . /3 
Yo=1 Pp 0=1 pr 
Y, .1 =Fi sin ge*?*= 干 i / 东 (m in,), 


这 里 为 径 矢 方向 的 单位 矢量 . 上 式 表明 ,以 上 三 个 函数 就 其 变换 性 质 讲 来 ,和 
一 个 矢量 a 的 下 列 三 个 分 量 相当 : 
Vio =ia:， Vi = -二 (a + ic) 办 -1 = 一 (a， - ia,) (57.7) 


2 2 


QD 这 一 结果 也 可 用 另 一 方式 导出 . 如 果 把 角 动 量 为 了 的 粒子 态 的 波 函 数 几 对 本 征 函 数组 yi 展开 : 
六 = 》 amim; 则 系数 a 为 不 同 m 值 的 概率 幅 , 在 这 个 意义 下 ,它们 对 应 于 自 旋 波 函 数 的 "分量"w(m)， 


从 而 给 出 其 变换 规律 . 另 一 方面 消 在 空间 某 点 之 值 与 所 选 的 坐标 系 无 关 , 亦 即 gyin 是 一 个 标量 . 与 
(57.3) 式 的 标量 相 比 . 我 们 看 到 o。 应 按 ( - 1) 六 " 几 -变换 . 
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将 此 式 与 (57.6) 式 比较 ,可 知 一 个 二 秩 对 称 旋 量 的 各 个 分 量 可 按 下 式 表 为 某 一 
天 量 的 分 量 


V1 - Wi = -让 + cy) ,2 i CQ。 - la,) ? 《57. 8 ) 
或 
ee ee a,. 一 1 2-_ ra ic _) . $7.9 
y 订 Vy 所 (4 a,),y 万 ( * + ia,) ( ) 
反之 ,有 
12 1 22 上 1 1 11 22 
=iV2 二 三 一 一 ， 4 = 一 37. 10 
a,=iV2y 人 wy ) cae ( ) 
很 易 验 证 ,在 这 样 的 定义 下 我 们 有 下 列 等 式 : 


Jupp =a.b, (57.11) 
其 中 的 a 和 5b 为 对 应 于 对 称 旋 量 y* 和 p* 的 矢量 . 不 难 验证 下 列 旋 量 对 应 于 下 
列 矢量 多: 


Vio” + 和 V20 xb. (57. 12 ) 

(57. 10) 式 可 用 泡 利和 矩阵 缩写 成 
2 57.13 
a 万 ooy 峭 这 ( ) 


式 中 6 的 矩阵 指标 写成 上 指标 与 下 指标 的 形式 ,与 几 的 旋 量 指标 位 置 相对 应 
上 式 的 来 源 容 易 通 过 一 个 特例 来 理解 , 即 把 二 秩 旋 量 几 取 作 一 秩 旋 量 和 复 共 


匈 旋 量 Ww*" 的 乘积 . 于 是 了 y'“. oz 就 是 ( 波 函 数 为 米 的 粒子 的 ) 自 旋 平均 值 ， 


它 显 然 是 一 个 天 量 . 

(57.8) 或 (57.9) 式 是 下 列 普遍 规则 的 一 个 特殊 情形 :一 切 为 偶 秩 对 称 旋 
量 , 当 7 为 整数 时 可 以 化 成 一 个 7 秩 对 称 张 量 ,并 且 该 张 量 在 任意 两 个 指标 缩 并 
后 等 于 零 ; 这 种 张 量 我 们 称 为 不 可 约 张 量 . 

这 一 结论 也 可 以 从 下 列 事实 看 出 ,我们 通过 简单 的 验算 ,不 难 证 明 这 样 的 旋 
量 和 张 量 具有 同样 的 独立 分 量 数 (等 于 3+1) 包 .如 果 把 所 研究 的 旋 量 看 作 某 些 
二 秩 旋 量 的 乘积 ,并 把 所 研究 的 张 量 看 作 某 些 矢 量 的 乘积 , 则 旋 量 与 张 量 之 间 的 
分 量 关 系 式 就 可 通过 (57.8) 到 (57.10) 式 导出 . 


@ 个 对 称 旋 量 的 混合 分 量 可 以 写成 炎 形 式 , 不 必 区 分 交 *, 和光,*. 
加 ”从 数学 方面 讲 来 ,一 个 j 秩 不 可 约 张 量 (j 为 整数 ) 的 27+1 个 分 量 ,27+1 个 Y;, 球 谐 函 数 ;以 及 2 
秩 对 称 旋 量 的 和 +1 个 分 量 ,都 给 出 旋转 群 的 同一 个 不 可 约 表示 . 
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习 题 


1. 改写 (57.4) 式 ,把 其 中 自 旋 172 的 算 符 用 矢量 $ 的 旋 量 分 量 表 出 . 
解 :根据 (57.9) 式 ,可 以 建立 矢量 $S 和 旋 量 六 间 的 关系 .定义 (57.4) 可 改 
写成 
sy BE tyes ). 
2. 求 自 旋 算 符 作用 于 自 旋 为 1 的 粒子 和 失 量 波 测 数 上 所 得 的 公式 . 
解 :和 关 量 函数 倪 的 分 量 与 旋 量 分 量 WW* 间 的 关系 已 由 (57.9) 式 给 出 ， 
按 (57.5) 式 得 


(其 中 站。 = 小, 土 访 ,) 或 
sp = -iy,, sb, = iy,, sp, =0. 
其 余 的 公式 可 把 上 式 中 的 x,y,z 诸 指 标 循环 置换 后 得 到 . 这 些 公式 可 合并 成 下 
列 形式 
sf = ~ lien 

复 矢量 狗 可 写成 轨 =e*(u+iv ) 形 式 , 其 中 的 u 和 9 为 实 矢量 ,适当 选择 相 
位 a 可 使 它们 相互 正 交 .& 和 9 所 确定 的 平面 具有 这 样 的 性 质 , 使 得 自 旋 沿 该 平 
面 法 线 方向 的 投影 值 只 能 等 于 土 1. 
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现在 回 到 旋 量 的 变换 问题 ,说 明 怎 样 用 坐标 轴 的 转角 具体 表 出 它 的 变换 
系数 . 
根据 角 动 量 算 符 (目前 情形 下 是 自 旋 算 符 ) 的 定义 ,1 + i6pn:s 就 是 绕 指定 


方向 n( 单 位 矢量 ) 转 动 sp 角 的 算 符 . 把 它 应 用 到 自 旋 为 了 的 粒子 波 函数 亦 即 一 
秩 旋 量 时 ,该 算 符 中 必须 令 8 = 人 绕 同一 方向 转动 有 限 角 9 的 转动 算 符 相应 


地 由 下 式 给 出 [参考 (15. 13) 式 ] 


六 = exp (Fipn 6); (58.1) 
和 泡 利 矩 阵 的 任意 函数 一 样 ( 见 §55 例题 1) ,上 式 可 化 成 泡 利和 矩阵 的 线性 式 : 
U, = cos Fp + im 。 Osin p> (58.2) 


例如 , 绕 z 和 轴 转 动 时 ， 
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区 1 1 e 0 
U (wp) eo 29+iG,sin 30=| | (58.3) 


0 - ig/2 


这 意味 着 旋 量 的 两 个 分 量 在 这 样 的 转动 下 按 下 式 变 换 : 
a = 省 en ， p” =We.*?, 
特别 是 ,转动 25 角 , 旋 量 的 分 量 都 变 号 ;任意 奇数 秩 的 旋 量 因而 也 有 这 个 性 质 
(参考 8$ 55 末尾 ). 
同样 ,我们 也 能 求 出 绕 x 轴 或 y 轴 转 动 角 的 变换 矩阵 : 


COs Ll isin 1 
5 9 9 


2 
(Pp) = 1 1 » 
isin Fp cosF9 
; (58.4) 
cos79 sin79 
U,(9) = 1 1 
— sin 9 csF9 
我 们 可 注意 绕 y 轴 转 4 角 的 特例 ,对 此 ,有 
y =,, = 
即 
py =Wi， yp = WW,. (58.5) 


现在 不 难 写 出 坐标 轴 任 意 转 动 的 变换 矩阵 ,把 它 表 为 确定 转动 的 欧 拉 角 的 
函数 . 

一 个 由 欧 拉 角 a,B,y 定义 的 坐标 轴 的 转动 ,可 
分 三 步 完 成 (1) 先 绕 z 轴 转 w 角 (0 近 a 和 过 2m,)(2) 再 
绕 新 位 置 的 y 轴 (图 20 中 的 ON 线 , 称 为 节 线 ) 转 B 
角 (0<B<7T),(3) 最 后 绕 z' 轴 (z 轴 的 最 终 位 置 ) 转 
y 角 (0<y<27) 呈 . 

显然 ,a 和 6 角 就 是 新 z' 轴 相对 于 %,y,z 三 轴 的 
球 极 角 wg 和 0b:a=p,B=0. 

与 坐标 轴 的 上 述 转动 相应 ,整个 变换 矩阵 等 于 
(58.3) 和 (58.4) 式 的 三 个 矩阵 的 乘积 : ED 


Ga 2 





中 xyz 和 %'y'z' 系 永远 为 右手 坐标 系 , 正 角 和 转轴 方向 旦 右手 螺旋 关系 . 
此 处 的 欧 拉 角 (量子 力学 中 常用 ) 与 第 一 卷 《 力 学 》§ 35 定义 的 不 同 之 处 ,在 于 第 二 次 转动 现在 不 是 
绕 * 轴 ,而 是 绕 y 轴 .a,B6,y 角 和 第 一 卷 4 力学 ?中 采用 的 g,0,y 角 (qg,9 不 代表 球 极 角 ) 间 的 关系 为 p = 
1 


1 
i A 
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U(a,B,y) =U,(y) UV,(B) UV.(a), 
这 些 和 矩阵 相 乘 后 ,我 们 最 后 得 
A “e700 sin 人 Re 

4 - sin 三 RE cos 号 二 
根据 定义 ,高 秩 旋 量 可 按 一 秩 旋 量 的 分 量 乘 积 进行 变换 . 但 是 在 物理 应 用 

中 ,我 们 感 兴趣 的 不 是 旋 量 本 身 的 变换 规律 ,而 是 波 函 数 网- 
令 函 数组 Win (mm =j,j 一 1,…, -站 描述 角 动 量具 有 定 值 7 的 一 个 态 ,用 的 是 
xyz 坐标 系 ,并 令 yi 描述 同一 个 态 但 用 x'y'z' 轴 ;前 者 的 m 是 j. 的 值 ,后 者 的 m' 

是 ji 的 值 . 这 两 组 函数 呈 线 性 关系 ,我 们 把 它 写成 下 列 形 式 : 
Yin = 2, Duna,B,y) Ym (58.7) 


系数 D 中 对 m' 和 m 而 言 组 成 一 个 丸 +1 维 矩 阵 , 称 为 有 限 转动 矩 阵 户 ?, 它 的 条 
阵 元 是 x'y'z' 轴 相对 于 xyz 轴 转 动 的 欧 拉 角 a,B,y 的 函数 . 


有 限 转动 矩阵 可 以 通过 函数 yn 的 旋 量 表示 构造 出 来 .) = 方 时 ,两 个 函数 
yj (m= + 上 元) 构成 一 秩 协 变 旋 量 . 按 (56. 13) ,从 xy'z 到 myz 的 变换 是 由 
(58. 6) 式 的 矩阵 亡 实 现 , 故 亡 (:) = 立 9 其 矩阵 元 可 写成 


万 (2 去 BIO (B)e™ 


其 中 do2)(B) 的 值 见 下 表 : 


do 和 (B) = (58. 8) 





对 任意 的 j 值 ,函数 组 少 ,与 2 秩 对 称 协 变 旋 量 分 量 的 关系 见 (57.6) 式 . 2) 


秩 旋 量 分 量 的 变换 和 矩阵 就 是 2 个 总 算 阵 的 乘积 ,其 中 的 每 个 矩阵 作用 在 一 
个 旋 量 指标 上 . 把 这 个 乘积 乘 出 来 ,并 写 回 到 少 。, 得 到 下 列 变换 矩阵 : 


QD 注意 (58.7) 中 的 矩阵 指标 , 它 相当 于 用 yn 排 成 的 行 去 乘 矩 阵 DO 的 列 (58.7) 可 写成 yn = 
(yD )。, 与 (56. 13 ) 式 一 致 
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DN (a,B,y) =e™’d0 (B)e™, (58.9) 
函数 do (B) 为 人 
j+m’ ! (j-m’)! 立 出 十 中 
dn.(p) = [|] (esf) x 


(J+m)! (I-m)! 
x (sin 5) PT (cos B) ， (58.10) 


其 中 





P‘'“Y (cos B) = ‘(1 -cos B) (1 +cos B) x 
X (ee ie -cos B) (1 +cos B)'*"] 
(58.11) 
称 为 雅 可 比 多 项 式 %. 我 们 注意 到 
Pl ( -cos B) =( -1)"P("® (cos B)， (58.12) 
函数 d@, 具 有 一 系列 对 称 性 质 ,这 可 从 (58. 11) 和 (58. 12) 式 导出 ,但 直接 
从 转动 变换 系数 的 定义 出 发 去 求 ,比较 简单 . 
矩阵 DZ 是 么 正 的 , 它 是 转动 变换 矩阵 ,由 于 (a,B,y ) 转动 的 逆 变 换 是 
( -y, -B, -a) ,对 实 和 矩阵 d% 就 有 下 列 关系 :; 


d4( -B) =d4.(B)， (58. 13) 
下 列 各 式 也 都 成 立 : 
do (B) =dW, (8), (58. 14) 
dD (mm) =( 1) "8, 
dm (7) =( -1) "0, .,. (58. 15 ) 


du (0) = Cnm， 
j = 二 时 ,由 (58. 8) 式 可 知 以 上 诸 式 显然 成 立 ;推广 到 任意 的 时 ,根据 变换 矩阵 


的 上 述 构 造 方法 ,可 知 以 上 诸 式 成 立 . 
转动 -8B 角 ,可 用 普 角 和 -ApB 角 两 个 相继 转动 来 完成 : 
d? (Tm -BpB) = 2, di mds.( 一 B) = 


( = "ad -BpB) > 
WW A,R., Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics Princeton, 5 
@ 计算 见 A.R. Edmonds, Angular M in Q Mech Pri 1957. (58.9) 的 DW 


定义 和 Edmonds 书 上 采用 的 不 同 之 处 ,在 于 对 换 了 a 和 . 本 书 的 定义 在 处 理 过 程 中 显得 更 自然 一 些 . 
四 关于 这 种 多 项 式 和 超 几 何 级 数 的 关系 . 见 数学 附录 $e 的 (e. 11) 式 . 
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或 利用 (58. 13 ) 式 可 得 
dn (mT -BpB)=( -1 "dd.,.,(p). (58.16) 
绕 同一 轴 转 动 两 次 ,与 转角 的 先后 次 序 无 关 . 先 转 - 8 角 再 转 75 角 , 将 得 同一 结 
果 . 把 此 结果 与 (58. 16) 式 比较 ,得 到 
dW (B) =( -1)" "dr, (DB). (58.17) 
由 (58.17),(58.14) 和 (58.13) 可 得 
do.(B) =(-1)” "dn (B) =( -1)" "du,( -B). (58. 18) 
应 用 (58. 13) ,到 (58. 18 ) 诸 式 , 我 们 可 以 导出 全 矩阵 元 D% 的 各 种 对 称 性 
质 . 特别 是 ,对 复 巷 函数 有 
Do (a,B,y) =DU4w( -a,B, -7y) =( -1)" "DD, ,(a,B,y). 
(58.19) 


从 数学 上 讲 ,矩阵 Do 给 出 了 旋转 群 的 2 +1 维 不 可 约 么 正 表示 ( 见 后 面 
§ 98). 因此 有 正 交 关系 : 


| DU (a,B,y) Dr (a By) 区 = 1m jia (58.20) 
其 中 dw = sin BdadBdYy. 
函数 组 对 下 标 m 和 m' 的 正 交 性 为 因子 e “和 "2 所 保证 ;对 指标 了 的 正 交 性 
来 自 d 必 对 此 ,有 
「 di (Bp) db (8B) 。 sin Bdp = 元 7 i (58.21) 


最 后 ,为 参考 计 , 我 们 给 出 参量 具有 特殊 值 的 几 个 ds。 函数 的 表 式 . 对 j=1， 
我 们 有 





' 
1 本 1 + eos 8) J B 7( 1 -~ cos 有) 
dsm.(B) = 1 
人 0 本 B COS B a B 
1 1, 1 
-1 |F(1-co0sp) B 3(1l+eosp) 
(58.22) 


对 整数 j=1 和 m’=0, 由 (58.10) 和 (58.11) 式 得 
dD (8) = -1)"dd (Bp) =( -1D)" /Pr (eos B). (58.23) 
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此 式 的 推导 容易 从 原 定义 (58.7) 式 看 出 . 我 们 把 (58.7) 右 边 的 yw, 的 值 指定 给 
z 轴 , 此 轴 上 有 (对 j=7) 


lt+l 
个 人 


式 左 的 ,就 是 球 谐 阴 数 Yw(B,a) ,其 球 极 角 wo=a,g=B 给 出 x* 轴 的 方向 ,将 
(58.24) 代 人 (58.7) 式 ,得 


YY, (B,a) = DY (a,B,Yy), (58.25) 


上 式 等 同 于 (58. 23 ) 式 . 
最 后 , 列 出 m 或 m' 具 有 最 大 可 能 值 时 的 函数 表 式 : 
ds (B) =( -1) "dy = 


(和 六 (多 Geo 
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Yo ( nn, ) 四 i 





B60. (58.24) 


适当 地 选择 > 轴 的 方向 总 能 使 所 给 旋 量 yw* ( 自 旋 为 地 的 粒子 波 函数 ) 的 一 


个 分 量 ( 例 如 少 ) 等 于 零 . 这 是 因为 空间 方向 由 两 个 参量 (两 个 角度 ) 所 确定 ,这 
就 是 说 ,可 供 我 们 使 用 的 参量 数 ,正好 等 于 欲 使 一 个 分 量 为 零 ( 复 分 量 消 的 实 部 
和 虚 部 都 等 于 零 ) 的 条 件数 . 


从 物理 上 讲 来 ,这 表明 自 旋 为 的 粒子 (为 明确 起 见 ,我 们 把 它 说 成 是 电 
子 ) 如 果 处 于 某 一 自 旋 波 函 数 所 描述 的 态 中 , 那 就 存在 一 个 空间 方向 ,该 粒子 沿 
此 方向 的 自 旋 投 影 具 有 o = 廊 的 定 值 . 处 于 这 样 的 态 中 的 电子 可 称 为 完全 极 


化 的 . 
` 但 是 也 存在 着 另 一 种 电子 态 , 称 为 部 分 极 化 态 . 这 种 态 是 一 个 混合 态 ( 对 自 
旋 而 言 的 混合 态 ) ,不 能 用 波 函 数 描述 ,只 能 用 密度 矩阵 加 以 描述 (参考 8 14). 
电子 的 自 旋 密 度 矩 阵 或 极 化 密度 矩阵 是 一 个 二 秩 旋 量 p* ,满足 以 下 归 一 化 
条 件 : 
p™ =p +p 2 =1， ($59.1) 
并 满足 “ 厄 米 ”条件 : 
(p%)" =ph,. (59.2) 
在 纯 自 旋 态 ( 即 完全 极 化 态 ) 情 形 下 ,p* 可 以 化 成 波 函数 由 的 分 量 乘积 : 
p= (Wr)". (59.3) 
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密度 矩阵 的 “对 角 " 分 量 p', 和 PP 确定 了 电子 自 旋 的 = 分 量 值 为 + 二 和 


-过 的 概率 ,因此 该 分 量 的 平均 值 为 


由 (59.1) 式 得 
p+ (59.4) 
在 纯 态 情形 下 ,s。=s, + is 的 平均 值 由 下 式 算出 : 


5 
5 
按 (55.6) 和 (55.7) 式 , 算 符 $。 由 下 列 矩阵 给 出 : 


0 1 0 0 
S. 一 3 S_ 二 多 
le , [i 上 


我 们 得 


与 此 相应 ,在 混合 态 中 有 


pi=3., p=5,. (59.5) 
采用 泡 利 矩阵 ,可 把 (59.4),(59.5) 合 并 成 
ph = 本 (8 +20 “ 有). (59.6) 


由 此 可 见 ,电子 极 化 密度 矩阵 的 所 有 分 量 可 以 通过 自 旋 矢量 的 分 量 平均 值 
表 出 . 换 句 话说, 实 矢量 s 完全 确定 了 自 旋 为 了 的 粒子 的 极 化 性 质 . 在 完全 极 化 


的 情形 下 ,这 个 矢量 的 一 个 分 量 (适当 选择 z 轴 方 向 后 ) 等 于 本 , 另 两 个 分 量 等 于 


零 . 在 非 极 化 态 的 相反 情形 下 ,三 个 分 量 都 等 于 零 . 在 任意 部 分 极 化 和 任意 坐标 
系 的 一 般 情形 下 ,我 们 有 不 等 式 0<p<<1, 其 中 的 
pp=2(5:+5y+5s)”， 
称 为 电子 的 极 化 度 . 
自 旋 值 为 ， 的 粒子 ,密度 矩阵 是 一 个 4s 秩 旋 量 p“ ,,.. ,对 前 2s 个 指标 和 后 
2s 个 指标 都 是 对 称 的 ,并 满足 下 列 条 件 : 
pe =1, (59.7) 
a = he (59.8) 
计算 这 个 密度 和 矩阵 的 独立 分 量 数 时 ,我们 注意 到 指标 入 ,pp…( 或 p,o,…) 的 
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各 组 可 能 值 中 ,实际 上 只 可 能 有 2s +1 组 不 同 的 值 ,再 考虑 到 p“ 。… 诸 分 量 间 存 
在 着 (59.7) 式 的 关系 ,因此 不 同 分 量 数 等 于 (2s+1) -1=4s(*+1). 这 些 分 量 
虽然 都 是 复 量 ,但 (59.8) 式 表明 并 不 因此 而 增加 部 分 极 化 粒子 态 的 独立 分 量 
数 , 它 仍 等 于 加 4s(s +1). 为 比较 起 见 ,我 们 指出 ,粒子 的 完全 极 化 态 是 由 4s 个 
量 确定 的 (2s +1 个 波 函 数 的 复 分 量 多 ,加 上 一 个 归 一 化 条 件 和 一 个 对 描述 状 
态 而 言 并 不 重要 的 公共 相 因 子 ). 

旋 量 p*.. 和 一 切 4s 秩 旋 量 一 样 ,等 同 于 一 组 4s,4s -2,…,0 秩 不 可 约 张 
量 .在 目前 情形 下 ,对 每 一 个 秩 数 讲 来 ,只 有 一 个 不 可 约 张 量 , 这 是 由 于 旋 量 
po… 的 对 称 性 ,每 次 缩 并 时 只 能 有 一 种 缩 并 方法 :从 和 ,pn,… 中 ( 任 ) 选 一 个 指 
标 并 从 p,c ,… 中 选 一 个 指标 相 缩 并 . 除 此 以 外 ,标量 (0 秩 张 量 ) 一 般 不 存在 , 它 
由 于 条 件 (59. 7) 而 变 为 1. 
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量子 力学 中 对 时 间 变 号 所 具 的 对 称 性 ,反映 为 下 列 事实 ,如 果 汪 是 该 系统 
的 某 一 定 态 波 函 数 , 则 “时 间 反 演 ” 后 的 波 函 数 ( 记 作 Ww) 可 以 描述 同一 能 量 的 
某 一 可 能 态 . 在 $ 18 末 曾 经 指出 ,小 ' 等 同 于 复 共 思 函 数 y*. 这 一 简单 结论 ,是 对 
不 考虑 自 旋 的 粒子 波 函 数 而 言 的 . 当 有 自 旋 时 , 尚 需 作 进一步 的 修改 . 
我 们 把 自 旋 为 :的 粒子 波 函 数 写成 逆 变 旋 量 yw*“ (2s 秩 ) 形 式 . 但 当 变 成 复 
共 恩 函数 ws” 后 ,这 个 函数 却 按 协 变 旋 量 的 分 量变 换 . 因此 时 间 反 演变 换 相当 
于 把 波 函 数 y*”“ 变 成 这 样 一 组 新 的 波 函 数 , 它 的 协 变 分 量 按 下 式 确定 : 
ye = . (60.1) 
给 定 了 一 组 指标 值 A,w,… 后 ,一 个 旋 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 , 相 当 于 不 
同 符 号 的 角 动 量 投影 值 . 因此 用 函数 ,表示 时 ,时 间 反 演 相当 于 把 水- 变 成 
少 ，_。, 这 正 是 我 们 预料 的 结果 ,因为 时 间 变 号 时 要 改变 角 动 量 的 方向 . 由 (60. 1) 
式 给 出 的 精确 关系 为 
po = (一 1) 和 7 (60.2) 
可 见 , 时 间 反 演 操作 所 需 的 销 。 一 几 变换 意味 着 下 列 变换 @: 
几 一 一 沙 ,一 1) 
重复 操作 一 次 后 ,得 
pp, 1 p11) 1) =Y,,( -1)”. (60.3) 
可 见 只 有 当 自 旋 为 整数 时 ,两 次 时 间 反 演 使 波 函 数 回 到 原 值 :如 果 自 旋 为 半 整 


@ 给 出 了 这 些 量 等 于 同时 给 出 了 矢量 s 诸 分量 及 其 所 有 的 2,3,…:,2s, 次 乘客 和 乘积 的 诸 平均 值 ， 
这 些 量 不 能 化 成 较 低 次 的 乘 袁 (参考 8$ 55 例题 3). 
@@ 注意 球 谐 函数 的 复 共 罗 规 则 , 按 (28.9) 式 , 它 与 (60,3) 的 一 般 规则 相 一 致 . 
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数 , 则 波 函 数 变 号 . 

现在 来 研究 任 一 多 粒子 系统 , 设 粒子 间 具 有 相互 作用 . 考虑 了 相对 论 性 的 相 
互 作用 以 后 ,一 般 地 说 ,这 个 系统 的 轨道 角 动 量 和 自 旋 角 动量 不 再 分 别 守 恒 . 只 
有 总 角 动 量 J 是 守恒 量 . 如 果 没 有 外 场 存在 ,该 系统 的 每 个 能 级 具有 +1 重 简 
并 . 加 入 外 场 后 简 并 有 所 解除 . 产生 的 问题 是 能 否 把 简 并 完全 解除 ,使 该 系统 只 
有 非 简 并 能 级 . 这 个 问题 与 时 间 反 演 对 称 性 密切 相关 . 

在 经 典 电 动力 学 中 ,如 果 时 间 变 号 时 电场 不 变 号 而 磁场 变 号 , 则 方程 具有 不 
变性 . 由 运动 的 这 一 基本 性 质 ,应 该 在 量子 力学 中 得 到 保持 . 因此 ,不 但 在 封闭 系 
统 中 ,而且 在 任意 外 电场 中 ( 当 磁 场 不 存在 时 ) ,都 应 具有 时 间 反 演 对 称 性 . 


系统 波 函 数 是 一 些 n 秩 旋 量 yw ,nm 两 倍 于 所 有 粒子 自 旋 之 和 { "=2Zs。 ) ; 


这 个 和 不 一 定 等 于 该 系统 的 总 自 旋 5. 

如 前 所 述 ,我 们 可 以 肯定 ,在 任意 电场 中 , 波 函 数 及 其 时 间 反 演 函 数 必 须 对 
应 于 具有 相同 能 量 的 态 . 如 果 这 个 能 级 是 非 简 并 的 ,这 两 个 态 必 须 相 同 , 即 其 波 
函数 只 能 相差 一 个 常 因子 [ 当然 ,两 者 都 必须 用 同型 的 ( 协 变 或 道 变 的 ) 旋 量 表 
出 ]. 

令 yy. = Cy ,或 用 (60. 1) 式 写作 


Jb” = Cs (60.4) 
其 中 C 是 一 常数 . 上 式 两 边 都 取 复 共 录 ,得 
J C* yr. 


把 式 左 的 指标 下 降 ,同时 把 式 右 的 指标 上 升 . 这 相当 于 上 式 两 边 习 以 g,, ga,…， 
并 对 和 ,人 ,… 等 指标 求 和 ;同时 在 式 右 应 用 下 列 公式 : 
gagBm =( -1)"e ae.. 
结果 得 
pi = CC” ( -1)7 
把 (60.4) 式 的 ww*“ 代 人 上 式 , 我 们 得 
pi = 一 1) CC yo..: 
此 式 应 该 恒 等 地 得 到 满足 , 即 必须 有 ( -1) "CC”=1. 但 由 于 1C1 永远 是 正 的 , 显 
然 ,只 有 nn 是 偶数 时 ( 即 和 式 卫 s, 为 整数 时 ) 才 有 可 能 . n 为 奇数 时 (二 s。 为 半 整 数 
时 ) 条 件 (60.4) 不 能 满足 . @ 
由 此 得 出 结论 ,只 有 对 粒子 自 旋 之 和 为 整数 值 的 一 个 系统 ,电场 才 有 可 能 完 
全 解除 简 并 . 对 于 自 旋 之 和 为 半 整 数 的 系统 ,在 任意 电场 中 所 有 的 能 级 都 必然 是 


Q@ 参考 第 二 卷 ,《 场 论 》§ 17. 尚 可 参考 后 面 $111 之 末 . 
加” 当 和 式 s, 是 整数 ( 半 整 数 ) 时 ,系统 总 自 旋 5 的 所 有 可 能 值 也 都 是 整数 ( 半 整 数 ). 
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双重 简 并 的 由 ,两 个 复 共 轿 旋 量 对 应 于 具有 同一 能 量 的 两 个 不 同 态 %. 

再 作 一 点 数学 方面 的 注释 . 具有 实 常 数 C 的 (60.4) 式 ,在 数学 上 相当 于 旋 
量 的 诸 分 量 能 够 对 应 于 一 组 实 量 的 条 件 , 可 以 称 作 使 旋 量 为 “ 实 ” 的 条 件 急 . 奇数 
的 n 不 能 满足 条 件 (60.4) ,意味 着 没有 一 个 实 量 能 够 对 应 于 一 个 奇数 秩 的 旋 
量 .反之 ,对 偶数 的 m, 条 件 (60.4) 可 以 满足 ,C 可 以 是 实数 . 特别 是 ,一 个 实 矢 量 
可 以 对 应 于 一 个 二 秩 对 称 旋 量 ,只 要 C =1 时 (60.4) 得 到 满足 : 

几 = 

[这 不 难 从 (57.8) 和 (57.9) 看 出 ].C=1 的 (60.4) 式 实际 上 是 任意 偶数 秩 的 对 
称 旋 量 成 为 “ 实 " 量 的 条 件 . 


QD 如果 该 电场 具有 高 度 的 对 称 性 (立方 对 称 性 ) , 尚 有 可 能 存在 四 重 简 并 (参考 8 99 及 其 习题 ). 
©®@ H.A.Kramers 1930. 


”从 字面 上 讲 , 把 旋 量 称 为 实 旋 量 的 是 没有 意义 的 ,因为 它 的 复 共 轿 旋 量 具有 不 同 的 变换 规律 . 





第 九 章 
粒子 的 全 同性 


$61 同类 粒子 的 不 可 分 辨 性 原理 


经 典 力 学 中 ,全 同 粒 子 ( 璧 如 说 一 组 电子 ) 尽 管 其 物理 性 质 全 同 ,但 并 不 失 
去 它们 的 “个 别 性 ”. 我们 可 以 设想 这 些 粒 子 已 在 某 一 时 刻 “ 编 号 ”, 随 后 跟踪 它 
们 在 各 自 轨 道上 的 运动 ;因而 这 些 粒 子 可 以 在 任 一 时 刻 加 以 鉴别 . 

量子 力学 中 的 情况 则 完全 不 同 . 我 们 早已 多 次 指出 ,由 于 不 确定 性 原理 , 电 
子 的 轨道 概念 不 再 具有 任何 意义 . 如 在 某 一 时 刻 精确 地 知道 了 一 个 电子 的 位 置 ， 
即使 在 无 限 接近 的 随后 时 刻 , 它 的 坐标 不 再 具有 定 值 .因此 ,在 某 一 时 刻 把 这 些 
电子 加 以 定位 和 编号 ,对 以 后 时 刻 的 鉴别 工作 毫 无 帮助 ;如 果 我 们 定位 了 其 中 一 
个 电子 , 则 在 另 一 时 刻 的 空间 某 点 ,我 们 无 法 说 出 这 些 电子 中 究 况 哪 一 个 电子 到 
达 了 该 点 ， 

由 此 可 见 ,在 量子 力学 中 ,我 们 在 原则 上 不 可 能 对 一 组 同类 粒子 进行 个 别 追 
踪 从 而 鉴别 它们 . 我 们 可 以 这 样 说 ,量子 力学 中 的 全 同 粒子 完全 失去 了 它们 的 
“个 别 性 ”. 同类 粒子 在 物理 性 质 方面 的 全 同性 在 这 里 具有 十 分 深远 的 意义 ; 它 
导致 了 同类 粒子 的 完全 不 可 分 辨 性 . 

这 个 所 谓 同 类 粒子 的 不 可 分 辨 性 原理 ,在 研究 同类 粒子 所 组 成 的 量子 力学 
系统 时 具有 根本 的 意义 .我 们 先 考虑 只 含 两 个 同类 粒子 的 系统 . 由 于 粒子 的 全 同 
性 ,这 两 个 粒子 相互 对 换 后 所 得 的 态 ,必须 在 物理 上 与 原 态 完全 相同 , 这 就 是 说 ， 
对 换 的 结果 ,该 系统 的 波 函 数 只 能 改变 一 个 不 重要 的 相 因 子 . 令 (E11 ,6,) 为 该 
系统 的 波 函 数 , 和 和 名 分 别 代表 每 个 粒子 的 三 个 坐标 和 一 个 自 旋 投影 量 的 集合 . 
那么 我 们 必须 有 

v(é ,62) =e"y(é,,é) ; 
其 中 的 a 是 某 一 实 常数 . 再 把 它 对 换 一 次 ,就 回 到 原 态 ,同时 y 函数 被 乘 以 e“. 
因此 得 e =1, 或 e" = 上 + 上 1. 故 
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内 名) = + (é,,€). 

由 此 得 出 结论 , 波 函 数 只 有 两 种 可 能 性 :或 者 是 对 称 的 (粒子 对 换 后 保持 不 
变 ) ,或 者 是 反对 称 的 (对 换 后 变 一 符号 ). 十 分 明显 ,一 个 给 定 系统 的 所 有 各 态 
的 波 函 数 必 须 具 有 相同 的 对 称 性 ;要 不 然 , 由 不 同 对 称 性 的 态 委 加 而 成 的 一 个 状 
态 波 函 数 ,将 会 既 不 对 称 又 不 反对 称 . 

这 个 结论 ,可 以 立刻 推广 到 任意 多 个 同类 粒子 所 组 成 的 系统 中 去 . 这 是 很 明 
显 的 ,由 于 粒子 的 全 同性 ,如 果 其 中 的 任意 一 对 粒子 具有 如 上 所 述 的 某 一 种 性 
质 ,譬如 说 ,具有 对 称 的 波 函 数 , 则 对 这 类 粒子 中 的 任意 其 它 一 对 粒子 而 言 ,也 应 
具有 同样 的 对 称 性 . 因此 , 当 我 们 对 换 其 中 的 任意 一 对 粒子 后 ,同类 粒子 的 波 沙 
数 或 者 保持 不 变 ( 因 此 也 可 以 说 把 其 中 的 粒子 进行 任意 置换 后 ,该 波 函 数 保持 
不 变 ) ,或 者 每 对 换 一 次 变 一 次 符号 . 前 一 种 情形 称 为 对 称 的 波 函 数 , 后 一 种 情 
形 称 为 反对 称 的 波 函 数 . 

粒子 的 性 质 是 由 对 称 的 还 是 由 反对 称 的 波 函 数 来 描写 ,这 取决 于 该 类 粒子 
的 本 质 , 由 反对 称 函 数 描述 的 粒子 称 为 遵循 费 米 - 狄 拉克 统计 的 粒子 (简称 费 
米子 ) ,由 对 称 郴 数 描述 的 粒子 称 为 遵循 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 的 粒子 (简称 玻 色 
子 ) 中 . 

根据 相对 论 量 子 力学 的 规律 ,可 证 ( 见 第 四 卷 , 8 25) 粒子 所 遵循 的 统计 法 
则 和 其 自 旋 具 有 单 值 关系 : 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 都 是 费 米子 , 自 旋 为 整数 的 粒子 
都 是 玻 色 子 . 

复合 粒子 的 统计 ,是 由 该 粒子 中 所 含 的 费 米 基本 粒子 的 奇偶 数 确定 的 , 因为 
对 换 两 个 全 同 的 复合 粒子 相当 于 同时 对 换 几 对 全 同 的 基本 粒子 . 玻 色 粒子 的 对 
换 不 改变 波 函 数 , 费 米 粒子 的 对 换 改 变 波 函 数 的 符号 . 因此 ,含有 奇数 个 费 米 基 
本 粒子 的 复合 粒子 遵循 费 米 统计 ,含有 偶数 个 费 米 基本 粒子 的 复合 粒子 遵循 玻 
色 统 计 . 这 个 结论 当然 和 上 上段 所 述 的 一 般 规 则 是 一 致 的 ,因为 一 个 复合 粒子 的 目 
旋 是 整数 还 是 半 整 数 ,决定 于 它 的 组 成 中 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 共有 偶数 个 还 是 
奇数 个 . 

例如 ,原子量 为 奇数 的 ( 即 中 子 和 质子 的 总 数 为 育 数 的 ) 原子 核 遵循 费 米 统 
计 , 而 原子 量 为 偶数 的 原子 核 遵循 玻 色 统计 . 对 原子 讲 来 ,除了 原子 核 外 还 有 电 
子 , 它 的 统计 显然 由 原子 量 和 原子 序数 之 和 的 奇偶 来 确定 . 

我 们 来 考虑 一 个 由 w 个 全 同 粒子 所 组 成 的 系统 . 粒子 间 的 相互 作用 可 以 略 


QD 这 个 术语 ,原先 是 对 同类 粒子 所 组 成 的 理想 气体 所 应 遵循 哪 种 统计 法 则 而 言 的 ,其 中 的 粒子 具 
有 反对 称 的 或 对 称 的 波 函 数 .我 们 这 里 所 考虑 的 ,实际 上 不 仅 是 不 同 的 统计 规律 问题 ,而 且 主 要 是 不 同 的 
力学 规律 问题 . 费 米 统计 是 由 费 米 于 1926 年 针对 电子 提出 的 , 它 与 量子 力学 的 关系 则 由 犹 拉 克 所 闸 明 
《1926) . 玻 色 统计 是 由 玻 色 针对 光量 子 提出 的 ,并 被 爱 因 斯 坦 (1924) 所 推广 . 
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去 不 计 . 令 内 ,如 ,为 每 个 粒子 可 能 单独 具有 的 各 种 定 态 波 函数 . 给 出 了 各 个 
粒子 所 占 的 各 种 状态 数 以 后 ,该 系统 的 整个 状态 就 被 确定 . 产生 的 问题 是 怎样 用 
yi ,加 ，… 波 函数 构成 整个 系统 的 波 函 数 少 
令 pi,ps，…,pn 为 N 个 单个 粒子 所 占 态 的 各 种 编号 (其 中 有 些 编号 可 能 相 
同 ). 对 于 一 个 玻 色 子 系 统 , 波 函数 yy(&1 ,6，，,…én) 是 由 下 列 乘积 对 不 同 下 标 p ， 
ps，… 加 以 所 有 可 能 的 置换 后 求 和 给 出 的 : 
po (EY, (Fa), (én). (61.1) 
这 个 求 和 式 显然 具有 所 需 的 对 称 性 . 例如 ,对 两 个 处 于 不 同 态 的 粒子 (p, zp, ) 所 
组 成 的 系统 ,有 
1 


A 江 2) 六 


引入 1 人 2 是 为 了 归 一 化 ;所 有 的 y,W,,… 函数 都 是 正 交 的 ,并 且 假 定 是 归 一 化 
的 . 


[Ws (1) py Cb2) + Wh, (ba) Ys (é1)] (61.2) 


一 般 情形 下 ,对 于 粒子 数 NN 为 任意 值 的 一 个 系统 , 归 一 化 波 函 数 为 
Nl NI 全 
= (一 一】 Ey, (bw, (6), (én), (61.3) 
式 中 对 不 同 下 标 PisP2,""" ,Py 的 所 有 置换 求 和 ,NN, 为 数值 都 等 于 t 的 下 标 个 数 
(有 ZN,=N). 上 式 的 Ily1 对 ,Et,,… ,én 积分 时 ,除了 每 项 的 模 量 平方 值 以 外 
所 有 的 交叉 项 都 等 于 零 由 ;由 于 (61.3) 式 一 共有 NI /A(NV! NI NI! …) 项 ,从 
而 得 到 (61.3) 式 中 的 归 一 化 因子 . 
对 于 费 米 子 系统 , 波 函 数 峭 是 乘积 (61. 1) 的 反对 称 组 合 . 对 双 粒 子 系统 有 
1 
627 二 LY, 1/Wp 2/ Vp 2/+p 1/4° 61.4 
VE ,é) ln St) VW, (é ) ys (61)1 ( ) 
对 WV 个 粒子 的 一 般 情形 , 波 函 数 可 以 写成 一 个 行列 式 : 
py (全 ) Wa) (Ey) 
1 Wo (é1) Ws (é2) SC bo (én) 


而 


(61.5) 
po (在 ) Wo (ba) Ws (by) 


交换 两 个 粒子 相当 于 行列 式 中 两 列 对 换 , 使 上 式 变 号 . 
由 (61.5) 式 可 得 下 列 重要 结论 . 如 果 在 p, ,p,，… 中 有 两 个 数值 相同 ,行列 
式 中 就 有 两 行 相同 ,这 个 行列 式 等 于 零 . 只 有 当 pi ,p,,… 之 值 全 部 不 同时 ,这 个 


中 在 863~ 8$65 中 ,对 的 积分 暂时 理解 为 包括 对 坐标 的 积分 以 及 对 o 的 求 和 ， 
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行列 式 才 不 等 于 零 ., 由 此 可 见 , 由 遵循 费 米 统计 的 同类 粒子 所 组 成 的 系统 中 ,不 
可 能 有 两 个 (或 更 多 个 ) 粒 子 在 同一 时 刻 处 于 同一 态 . 这 就 是 泡 利 原理 (1925 ). 


$62 交换 作用 


不 考虑 粒子 自 旋 的 薛 定 户 方 程 以 及 由 它 求 出 的 结果 并 不 是 上 毫 无 用 处 的 . 因 
为 粒子 之 间 的 电 作 用 与 粒子 的 自 旋 无 关中 . 从 数学 上 讲 来 ,这 就 是 说 具有 电 作 用 
的 多 粒子 系统 (没有 磁场 ) 的 哈密 顿 量 不 含 自 旋 算 符 ,把 它 作 用 在 波 函 数 上 不 影 
响 自 旋 变 量 . 由 于 这 一 点 , 波 函 数 的 每 一 个 分 量 ,实际 上 都 能 满足 这 个 薛 定 刘 方 
程 ; 换 句 话说 ,这 个 多 粒子 系统 的 波 函 数 可 以 写成 下 列 乘 积 形式 : 

内 (各 和 ) =)DCmra 1) 

其 中 的 9 函数 只 依赖 于 粒子 的 坐标 ,而 yx 函数 只 依赖 于 粒子 的 自 旋 . 我 们 把 前 者 
称 为 坐标 波 函 数 或 轨道 波 函 数 , 把 后 者 称 为 自 旋 波 机 数 . 薛 定 刘 方 程 实质 上 只 确 
定 坐 标 函 数 p, 留 下 一 个 未 定 的 y 函数 . 在 某 些 场合 , 当 我 们 不 需要 考虑 粒子 自 
旋 的 时 候 ,我 们 就 可 以 应 用 薛 定 兽 方程 并 把 波 画 数 看 作 仅 是 坐标 的 函数 , 正 像 我 
们 迄今 为 止 所 做 的 那样 . 

但 应 指出 ,尽管 粒子 间 的 电 作 用 与 自 旋 无 关 ,该 系统 的 能 量 却 与 总 自 旋 存在 
着 一 定 的 特殊 关系 ,这 种 关系 最 终 讲 来 是 由 同类 粒子 的 不 可 分 辨 性 原理 产生 的 . 

我 们 来 考虑 一 个 只 含 两 个 全 同 粒 子 的 系统 . 求解 薛 定 谓 方 程 可 得 一 系列 能 
级 ,每 一 能 级 有 一 个 确定 的 坐标 波 函 数 g(r ,r,) 与 之 对 应 ,这 些 波 函 数 必须 是 
对 称 的 或 反对 称 的 . 因为 ,粒子 的 全 同性 使 得 该 系统 的 哈密 顿 量 (从 而 还 有 它 的 
薛 定 刘 方 程 ) 对 粒子 的 对 换 保持 不 变 . 如 果 能 级 都 是 无 简 并 的 , 则 坐标 m 和 普 对 
换 后 g(r ,) 函数 只 能 改变 一 个 常 因子 ;再 把 它 对 换 一 次 ,我 们 就 可 以 证 明 这 
个 常 因子 只 能 等 于 土 1. % 

先 设 粒子 的 自 旋 等 于 零 . 这 样 的 粒子 根本 不 存在 自 旋 因子 ,因而 波 函 数 化 为 
一 个 坐标 函数 g(r ,r,) ,这 个 函数 必须 是 对 称 的 (由 于 自 旋 为 零 的 粒子 服从 玻 
色 统 计 ). 这 样 一 来 ,由 苦 定 请 方 程 解 得 的 能 级 实际 上 不 能 全 部 存在 , 亦 即 其 中 
对 应 于 反对 称 函 数 gp 的 能 级 对 这 个 系统 是 不 存在 的 . 

两 个 全 同 粒子 的 对 换 , 相 当 于 坐标 系 ( 以 这 两 个 粒子 的 联 线 中 点 为 原点 ) 的 
反 演 变换 . 另 一 方面 , 反 演 的 结果 是 p 函数 多 出 一 个 ( -1) 因子 ,! 为 这 两 个 粒 
子 相 对 运动 的 轨道 角 动 量 ( 见 830). 这 一 考虑 和 上 段 所 得 的 结论 比较 ,我 们 可 
以 肯定 ,两 个 自 旋 为 零 的 同类 粒子 所 组 成 的 系统 只 能 具有 偶数 值 的 轨道 角 动 量 . 


QD 这 只 在 非 相 对 论 近 似 中 才 是 正确 的 .考虑 了 相对 论 效 应 后 ,带电 粒子 间 的 作用 与 自 旋 有 关 . 
@ 有 简 并 时 ,我 们 可 以 把 属于 同一 能 级 的 那些 简 并 波 函 数 适当 地 线性 组 合 起 来 ,使 得 这 个 条 件 仍 
被 满足 . 
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其 次 ,假定 该 系统 是 由 自 旋 为 村 的 两 个 粒子 (譬如 说 电子 ) 组 成 的 . 那么 ,该 


系统 的 完整 波 函 数 [ 即 g(r , 亚 ) 函 数 和 自 旋 函 数 y(cl,cs ) 的 乘积 ] 对 这 两 个 粒 
子 的 对 换 必 须 反对 称 . 如 果 坐 标 函 数 是 对 称 的 , 自 旋 函数 就 必须 反对 称 ,或 则 反 
之 . 我 们 把 自 旋 函数 写成 旋 量 形式 , 它 是 一 个 两 秩 旋 量 z ,其 中 的 每 个 指标 对 应 
于 一 个 粒子 的 自 旋 . 对 称 旋 量 (x% =X*) 对 应 于 这 两 个 粒子 自 旋 的 对 称 渔 数 , 反 
对 称 旋 量 (x* = -i) 对 应 于 反对 称 函 数 . 但 是 我 们 知道 ,一 个 二 秩 对 称 旋 量 描 
述 总 自 旋 为 1 的 系统 ,反对 称 旋 量 则 可 化 成 一 个 标量 , 它 所 对 应 的 总 自 旋 等 
于 零 . 

由 此 可 得 下 列 结论 . 与 薛 定 谓 方 程 的 对 称 解 g(r, ,r,) 相 对 应 的 能 级 ,只 有 
该 系统 的 总 自 旋 等 于 零 的 时 候 , 亦 即 这 两 个 电子 的 自 旋 彼此 “ 反 平 行 "使 得 总 自 
旋 等 于 零 的 时 候 , 才 能 存在 . 另 一 方面 ,反对 称 函 数 g(r ,r,) 所 对 应 的 那些 能 
级 ,要求 总 自 旋 值 等 于 1 ,也 就 是 这 两 个 电子 的 自 旋 必须 彼此 “平行 "”， 

换 句 话说 ,多 电子 系统 的 那些 能 量 允 许 值 依赖 于 该 系统 的 总 自 旋 . 由 于 这 个 
原因 ,我 们 可 以 把 这 种 依赖 关系 说 成 是 粒子 间 的 一 种 特殊 作用 的 结果 . 这 种 作用 
称 为 “交换 作用 ”. 它 是 一 种 纯粹 的 量子 效应 ,过渡 到 经 典 力学 极限 情形 时 就 (和 
自 旋 一 样 ) 全 部 消失 . 

下 列 情 况 是 我 们 所 讨论 的 双 电子 系统 所 特有 的 . 每 一 个 能 级 对 应 于 一 个 确 
定 的 自 旋 值 :0 或 1. 以 后 将 会 看 到 ( 8$63 ) , 自 旋 值 与 能 级 之 间 的 这 种 单 值 对 应 


关系 ,在 任意 数目 的 多 电子 系统 中 仍然 成 立 . 但 是 , 自 施 大 于 的 粒子 所 组 成 的 


系统 并 不 具有 这 样 的 性 质 . 
我 们 来 考虑 一 个 双 粒 子 系统 ,每 个 粒子 的 自 旋 为 s. 这 个 系统 的 自 旋 波 函数 
是 一 个 4s 秩 旋 量 : 


其 中 的 一 半 (2s 个 ) 指 标 对 应 于 一 个 粒子 的 自 旋 ， 另 一 半 指 标 对 应 于 另 一 个 粒子 
的 自 旋 . 这 个 旋 量 对 每 一 组 指标 而 言 是 分 别 对 称 的 . 两 个 粒子 的 对 换 , 相 当 于 把 
第 一 组 的 所 有 指标 入 ,Kk,… 和 和 第 二 组 的 所 有 指标 p,o,… 相 对 换 . 为 了 求 得 总 日 
旋 为 5 的 自 旋 函 数 , 上 述 旋 量 必须 缩 并 掉 2s - S 对 指标 (每 对 指标 中 含有 ^， 
4，,… 中 的 一 个 指标 和 p,o,… 中 的 一 个 指标 ) ,并 且 对 其 余 的 指标 对 称 化 , 结 宁 得 
到 一 个 25 秩 对 称 旋 量 . 我 们 知道 , 旋 量 对 一 对 指标 的 缩 并 ,意味 着 对 这 些 指 标 进 
行 反对 称 组 合 . 因此 当 粒 子 对 换 以 后 , 自 旋 波 函 数 将 乘 以 ( -1)” . 

另 一 方面 , 当 粒 子 对 换 以 后 , 双 粒 子 系统 的 完整 波 函 数 必须 乘 以 ( -1)“( 即 
s 为 整数 时 乘 以 +1,s 为 半 整 数 时 乘 以 -1). 根 据 这 一 点 ,坐标 波 函 数 的 对 换 对 
称 性 由 ( - 1) 因子 所 给 出 , 它 只 和 $ 有 关 . 由 此 得 出 结论 ,由 两 个 全 同 粒 子 所 组 
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成 的 一 个 系统 的 坐标 波 函 数 , 当 总 目 旋 为 偶数 时 是 对 称 的 ,奇数 时 是 反对 称 的 . 

回忆 前 述 粒 子 对 换 和 坐标 系 反 演 间 的 关系 ,我 们 还 可 以 肯定 , 当 系 统 的 自 旋 
5 为 偶 ( 奇 ) 数 时 ,该 系统 只 能 具有 偶 ( 奇 ) 数 的 轨道 角 动 量 . 

在 这 里 还 可 以 看 出 ,该 系统 的 能 量 允 许 值 和 总 自 旋 之 间 也 存在 着 一 定 的 关 
系 , 但 是 这 种 关系 不 一 定 是 单 值 的 . 对 应 于 对 称 ( 反 对 称 ) 坐标 波 函 数 的 各 种 能 
级 中 ,5 可 以 等 于 任 一 偶 ( 奇 ) 数 值 . 

现在 来 计算 一 下 ,该 系统 中 具有 偶数 或 奇数 $ 值 的 不 同 状态 各 有 和 多少 个 .5 
可 取 2s +1 个 不同 值 ;:2s ,2s -1,…,0. 任 一 给 定 的 5, 又 有 25S+1 个 自 旋 z 分 量 值 
不 同 的 态 [因此 一 起 有 (2s +1) 个 不 同 态 ]. 设 :为 整数 , 则 在 2s +1 个 不 同 的 5 
值 中 ,有 s+1 个 是 偶数 ,有 * 个 是 奇数 . 具有 偶数 $ 值 的 总 态 数 共计 为 

> (25+1)=(2s +1)(s+1); 


剩 下 的 s(2s +1) 个 态 具 有 奇数 的 5 值 . 同 理 , 当 s 为 半 整 数 时 ,我 们 发 现 共有 
;(2s +1) 个 态 具 有 偶数 的 S 值 ,(s +1) (2s +1) 个 态 具 有 奇数 的 $ 值 . 
习 是 

1. 把 电子 间 的 作用 看 作 微 扰 , 求 双 电 子 系 统 的 能 级 的 交换 分 裂 . 

解 : 设 粒 子 分 别 ( 不 考虑 它们 间 的 相互 作用 ) 处 于 轨道 波 函 数 为 wj(r) 和 
p, (7) 的 态 中 . 它们 的 对 称 乘 积 和 反对 称 乘积 ,分 别 对 应 于 系统 总 自 旋 S=0 和 
S=1 的 情形 ; 

?= 廊 [ 9 (7 ) p27) + 91(r,) 9 (7,)]. 

粒子 相互 作用 算 符 U(r, -ri) 在 这 两 种 态 中 的 平均 值 分 别 等 于 4+tJ, 其 中 的 


4= | vlp Cn) |* | g(r,) |*dVidV,, 


= | vg Cr ) pr (rm ) par,) 92 《rm )dP dm ， 


(J 称 为 变换 积分 ). 由 此 可 见 ,除了 不 具备 交换 性 质 的 附加 常数 4 以 外 ,能 级 位 
移 分 别 为 AE, = J ,AR -= -J( 下 标 表示 8 的 值 ). 这 些 数值 可 以 看 作 下 列 自 旋 交 
换算 符 @ 的 本 征 值 ， 
多 = -7J(1+48 名) (1) 
(Ss,， "5S, 的 本 征 值 见 $55 题 2). 
例如 ,如 果 这 两 个 电子 属于 不 同 的 原子 , 则 原子 间距 及 增 大 时 交换 积分 指 


QD 狄 拉克 最 先 使 用 这 个 算 符 . 
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数 式 地 衰减 . 由 J 的 被 积 函 数 的 结构 显然 可 以 看 出 ,这 个 积分 式 取决 于 pi(Cm ) 
和 pz(r) 波 函数 的 “重合 程度 " ;根据 离散 谱 状态 波 函 数 的 渐 近 式 [ 见 (21.6) 
式 ] ,可 得 


-( )R 
J~e “2 , Ki = 一 Im E, K, = 


a 
E 和 上 ,分别 为 这 两 个 原子 中 的 电子 能 级 . 
2. 与 上 题 同 ,但 系统 为 三 个 电子 . 
解 :根据 题 1 中 的 (1) 式 ,三 电子 系统 的 “成 对 作用 "交换 算 符 可 写成 下 列 形 
+) (1) 
式 中 按 粒子 对 12,13,23 求 和 . 5。 名 算 符 对 自 旋 值 9.,0, 不 同 的 态 而 言 的 矩阵 
元 可 用 (55.6) 式 确定 ,并 等 于 
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先 求 总 自 族 投 影 if. =o, +0,+0; 具 有 最 大 允许 值 即 MM， = 地 时 的 能 量 ,也 


就 是 总 自 旋 3 = 时 的 能 量 , 由 算 符 (1) 的 对 角 乔 阵 元 算出 ; 
AE,,, = 一 (Ja + J + J,3). 
其 次 ,来 计算 M， = 二 的 态 . 这 个 必 , 值 可 以 用 三 种 不 同方 式 实现 , 即 0 ,0， 


or, 中 的 一 个 可 以 分 别 等 于 -元 (其余 两 个 为 了 )， 因此 ,对 这 些 态 讲 来 ,我 们 得 
到 一 个 三 次 久 期 方程 . 如 果 注 意 到 这 个 方程 的 一 个 根 应 该 等 于 我 们 已 经 求 出 的 
S = 本 坊 的 能 量 , 则 方程 的 求解 可 以 大 大 简化 ,这 个 入 期 方程 可 以 被 AE -~ AE, , 


所 除 尽 ;根据 这 一 点 ,我 们 可 以 不 必 算 出 三 次 方程 中 的 常数 项 中 . 
从 久 期 方程 式 算 得 
(AE)’” + (J + +Js)(AE) + 


(DD 对 粒子 数 较 多 的 系统 进行 类 似 的 计算 时 ,这 一 方法 特别 有 用 . 
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十 EC + J isd +Ji3J2a — (7 + J + J23) | AE +.… =0, 


此 式 除 以 AE +J ,+J,,+J,, 后 , 即 可 求 得 5 = 地 态 的 两 个 能 级 ， 


AE} 和 [C7 + Jo + J») - Ja - JisJ» ~ 113/23 | 让 


因此 一 起 有 三 个 能 级 ,与 $63 题 1 中 算得 的 能 级 数 一 致 . 

3. Be 核 在 什么 状态 下 可 以 衰变 成 为 两 个 a 粒子 ? 

解 :由 于 a 粒子 不 存在 自 旋 ,两 个 a 粒子 所 组 成 的 系统 只 能 具有 偶 轨 道 角 
动量 ( 即 该 系统 的 总 角 动 量 ) , 它 的 状态 为 偶 态 . 因此 Bes 核 只 有 取 总 角 动 量 为 偶 
数 的 偶 态 时 ,上 述说 变 才 有 可 能 实现 . 
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根据 只 含 两 个 粒子 的 系统 的 考虑 ,我 们 已 经 证 明定 态 的 坐标 波 函 数 p(m， 
r, ) 必须 是 对 称 的 或 反对 称 的 . 在 一 般 情形 下 ,系统 由 任意 多 个 全 同 粒 子 所 组 成 ， 
薛 定 谓 方 程 之 解 (坐标 波 函 数 ) 对 任意 两 个 粒子 的 对 换 而 言 不 一 定 对 称 或 反对 
称 ,不 像 完 整 波 函 数 ( 它 包含 了 自 旋 因子 ) 那 样 必须 具有 对 称 或 反对 称 性 . 这 是 
因为 ,只 对 换 这 两 个 粒子 的 坐标 ,并 不 等 于 这 两 个 粒子 的 物理 对 换 . 粒子 的 物理 
全 同性 ,在 这 里 只 能 导出 哈密 顿 量 对 粒子 对 换 的 不 变性 ,因此 如 有 某 一 函数 为 薛 
定 谓 方程 之 解 , 则 该 函数 中 的 各 种 变量 进行 任意 置换 后 ,所 得 的 各 种 函数 也 都 是 
该 方程 之 解 . 

我 们 先 对 一 般 的 对 换 问 题 作 几 点 说 明 . 在 NN 个 粒子 所 组 成 的 系统 中 ,一 共 
有 NN! 种 不 同 的 置换 方式 . 假想 所 有 的 粒子 都 编 上 了 号 码 ,每 一 种 置换 ,就 可 以 
用 1,2,… 等 号 码 的 一 个 固定 序列 表示 出 来 . 从 号 码 的 自然 序列 1,2,… 出 发 , 通 
过 粒子 对 的 一 系列 对 换 可 以 得 到 各 种 序列 . 按照 对 换 的 总 次 数 是 偶数 次 还 是 奇 
数 次 ,我 们 把 对 换 完毕 后 所 得 的 置换 分 别称 为 偶 置 换 或 奇 置换 . 令 已 为 W 个 粒 
子 的 置换 算 符 ,并 引进 5,, 当 P 为 偶 置 换 时 5, 等 于 1,P 为 奇 置 换 时 6。= -1. 如 
果 函 数 p 对 所 有 粒子 全 都 对 称 ,我 们 有 

Pp=9, 
如 果 gp 对 所 有 粒子 全 反对 称 , 则 有 
Po =6p9. 

从 任 一 函数 g(ri,r,，… ,rn) 出 发 ,通过 对 称 化 运算 可 以 给 出 一 个 对 称 函 数 ， 

这 个 函数 可 写成 
wm = 常数 x > Py, (63.1) 
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式 中 对 所 有 可 能 的 置换 求 和 . 通过 交替 (反对 称 化 ) 运 算 还 可 以 给 出 一 个 反对 称 
鹃 数 , 这 个 了 项 数 可 写成 
pe = 常数 x 》 65Py. (63.2) 
pp 
现在 回 过 来 研究 全 同 粒 子 系 统 的 波 阻 数 gp 所 具有 的 置换 性 质 @. 该 系统 的 


哈密 顿 量 对 所 有 的 粒子 对 称 ,这 一 事实 的 数学 含义 是 ,有 和 所 有 的 置换 算 符 P 都 
对 易 . 但 是 这 些 置换 算 符 并 不 是 彼此 对 易 的 ,因而 它们 不 能 同时 对 角 化 . 这 就 表 
明 ,我 们 挑选 不 出 这 样 的 一 组 波 函 数 pg 来 ,使 得 每 一 个 函数 pg 对 所 有 的 对 换 保 
持 对 称 或 反对 称 包 : 

我 们 来 求 函 数 g(r ,r,,… ,rn) (或 一 组 这 样 的 函数 ) 对 六 个 变量 的 置换 而 
言 所 能 具有 的 各 种 对 称 类 型 . 这 种 对 称 类 型 必须 是 “不 能 增添 ”的 ,这 就 是 说 ,对 
这 些 函 数 进行 任意 的 对 称 化 运算 或 交替 运算 后 ,或 者 变 成 原来 那 组 函数 的 线性 
组 合 ,或 者 变 成 恒 等 于 零 . 

我 们 已 知 有 两 种 运算 ,它们 所 给 出 的 郴 数 具 有 最 大 可 能 的 对 称 性 :这 就 是 对 
所 有 变量 的 对 称 化 运算 ,以 及 对 所 有 变量 的 交替 运算 。 这 样 的 运算 可 作 如 下 的 
推广 . 

我 们 把 N 个 变量 r, ,r,,… ,rn( 或 者 换 一 个 说 法 也 是 一 样 ,把 入 个 下 标 1,2， 
…,N) 分 成 几 组 ,各 组 分 别 含有 N,N,,… 个 
元 素 ( 即 变量 );N +N, +… =A,. 这 一 分 割 
可 以 用 一 个 图 形 ( 称 为 杨 图 ) 表 示 . Ni ,Na ,… 
等 数 分 别 等 于 图 中 各 行 所 含 的 格 数 ( 例 如 图 
21 中 ,分 别 表 示 入 =22 的 6+4+4+3+3+ 
1+1 分割 和 7+S+5+3+1+1 分 割 ); 把 
1,2,3 ,… 等 数 分 别 填 人 每 格 中 (每 格 中 填 进 图 21 
一 个 数 ). 如 果 我 们 按 格子 数 的 递减 次 序 自 
上 而 下 把 各 行 排 好 (如 图 21 所 示 ) ,这 个 图 中 不 但 有 好 几 行 而 且 还 有 好 几 列 ， 

现在 把 任 一 函数 g(r ,r,,… ,rw ) 分 别 对 每 行 中 所 填 的 那些 变量 对 称 化 . 经 
过 这 样 的 对 称 化 以 后 ,我 们 只 能 对 不 在 同一 行 中 的 变量 进行 交替 运算 ;对 同一 行 
中 的 一 对 变量 进行 交替 运算 后 显然 恒 等 于 零 , 

在 每 一 行 中 挑 出 一 个 变量 ,我 们 可 以 假定 这 些 变 量 都 在 每 行 的 第 一 格 中 ,这 


@ 从 数学 观点 看 来 ,这 个 问题 相当 于 寻求 入 个 元 素 的 置换 群 所 能 具有 的 各 种 不 可 约 表示 . 置换 群 
的 数学 理论 的 详细 叙述 ,可 参考 下 列 各 书 :H. 韦 耳 (Weyl) ,The Theory of Groups and Quantum Mechanics ， 
Methuen ,London 1931; M. Hamermesh ,Group Theory and its Application to Physical Problems, Pergam on, Lon- 
don, 1962; 1. G. Kaplan, Symmetry of Many — Electron Systems, Academic Press, New York, 1974. 


@ 只 含 两 个 粒子 的 系统 除外 ,因为 它 只 有 一 个 交换 算 符 , 可 以 和 各 同时 对 角 化 . 
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样 假定 并 不 失 其 普遍 性 (对 称 化 后 ,每 行 中 的 变量 次 序 是 无 所 谓 的 ) ;现在 对 这 
些 变 量 施行 交 蔡 运算 . 随后 把 第 一 列 删 去 , 留 下 的 “削减 ”图 中 ,再 在 每 一 行 中 挑 
出 一 个 变量 ,然后 对 这 些 变 量 进 行 交 替 运 算 ; 这 些 变 量 又 可 以 看 作 处 于 “削减 
图 ”的 第 一 列 . 把 这 样 的 手续 继续 下 去 ,我 们 最 后 得 到 一 个 函数 ,这 个 函数 起 先 
是 对 每 行 中 的 变量 对 称 化 的 ,随后 又 对 每 列 中 的 变量 进行 了 交替 运算 . 经 过 交替 
运算 后 ,一 般 讲 来 ,这 个 函数 对 每 行 中 的 变量 就 不 再 对 称 . 它 只 对 第 一 行 中 留 下 
的 未 经 交替 运算 的 那 一 部 分 变量 保持 着 对 称 性 ,这 部 分 变量 处 于 第 一 行 末端 比 
别 行 突出 的 那些 方 格 中 . 

把 入 个 变量 用 各 种 方式 分 配 到 一 个 杨 图 的 各 行 中 去 以 后 (每 行 各 格 中 的 分 
配方 式 是 无 所 请 的 ) ,我 们 就 可 以 得 到 一 组 函数 , 当 个 变量 以 任意 方式 置换 
时 由 ,这 组 函数 就 变 成 它们 的 线性 组 合 . 但 应 强调 指出 ,这 些 函 数 并 不 都 是 线性 
独立 的 ;独立 函数 的 个 数 往往 小 于 VV 个 变量 分 配 于 该 图 各 行 中 所 能 具有 的 各 种 
分 配方 式 的 总 数 .我 们 不 打算 详 述 这 一 点 名， 

由 此 可 见 ,一 个 杨 图 确定 了 一 组 具有 一 定 的 置换 对 称 类 型 的 聘 数 . (对 
一 个 给 定 的 入 值 ) 画 出 所 有 可 能 的 杨 图 ,可 以 得 到 所 有 可 能 的 对 称 类 型 . 这 
相当 于 把 分 割 成 几 部 分 之 和 且 每 部 分 之 值 小 于 或 等 于 入 时 ,一 共有 多 少 
种 木 同 的 分 割 方式 ;例如 NN=4 时 ,可 能 的 分 割 方 式 有 4,3 +1,2+2,2+1+ 
1,1+1+1+1. 

系统 的 每 一 个 能 级 和 一 个 杨 图 相对 应 ,该 图 确定 了 醉 定 调 方 程 的 某 组 解答 
所 具有 的 置换 对 称 性 ;一 般 讲 来 ,每 一 个 能 级 有 若干 个 不 同 函 数 与 之 相对 应 ,这 


些 函 数 在 变量 的 置换 下 彼此 线性 变换 . 这 种 “置换 简 并 "的 存在 ,是 由 于 每 个 P 
算 符 和 哈密 顿 量 对 易 ,但 彼此 不 对 易 ( 见 $10 中 段 ). 但 是 必须 强调 指出 ,这 一 点 
并 不 表示 该 能 级 不 再 具有 其 它 的 物理 简 并 . 所 有 这 些 不 同 的 坐标 波 函 数 , 乘 上 自 
旋 函 数 以 后 ,组 合成 为 一 个 完整 波 函 数 ,就 可 满足 对 称 或 反对 称 条 件 ( 由 粒子 的 
目 旋 决定 ). 

在 各 种 类 型 的 置换 对 称 性 (对 给 定 的 NN 而 言 ) 中 ,总 有 两 种 类 型 的 对 称 性 只 
能 分 别 对 应 于 一 个 函数 .一 种 对 应 于 一 个 所 有 变量 的 对 称 函 数 , 男 一 种 则 对 应 于 
一 个 反对 称 沙 数 ; 在 前 一 种 情形 下 , 杨 图 只 有 一 行 ( 此 行 有 NN 格 ) ,第 二 种 情形 下 
杨 图 只 有 一 列 . 


中 也 可 以 按 相反 次 序 施 行 对 称 化 运算 和 交替 运算 ; 先 对 每 列 的 变量 进行 交替 运算 ,再 对 每 行 
的 变量 进行 对 称 化 运算 .但 这 实际 上 不 会 得 到 新 结果 ,用 这 两 种 方法 求 得 的 两 套 函 数 , 只 差 一 个 线 
性 变换 . 

四 ”彼此 进行 线性 变换 的 一 组 独立 函数 构成 置换 群 的 一 个 不 可 约 表示 的 一 组 基 , 独 立 函 数 的 个 数 就 


是 该 表示 的 维 数 .对 自 旋 地 的 粒子 ,这 个 数 的 推导 见 后 面 例题 1. 
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现在 来 考虑 自 旋 波 函 数 x(o, ,0o;,… ,on). 它们 对 粒子 置换 所 具有 的 对 称 
类 型 同样 由 杨 图 给 出 ,图 中 的 变量 现在 是 粒子 自 旋 的 z 分 量 . 产生 的 问题 是 , 自 
旋 波 函数 的 杨 图 应 该 具有 怎样 的 形状 ,才能 与 坐标 函数 的 一 个 给 定 杨 图 相配 合 . 
先 设 粒 子 的 目 旋 具有 整数 值 , 则 完整 波 函 数 y 必须 对 所 有 的 粒子 对 称 . 由 于 这 
一 点 , 自 旋 函 数 和 坐标 晒 数 的 对 称 性 必须 由 同一 杨 图 给 出 ,从 而 完整 波 函 数 乡 
可 以 表 成 这 两 种 函数 的 特定 的 双 线性 组 合 ;在 这 里 我 们 不 打算 详 述 这 样 的 线性 
组 合 问题 . 

其 次 , 设 粒 子 的 自 旋 为 半 整 数值 . 则 完整 波 函 数 必 须 对 所 有 的 粒子 反对 称 . 
根据 这 一 点 可 以 证 明 ,坐标 函数 的 杨 图 和 自 旋 函 数 的 杨 图 必须 具有 对 偶 关 系 , 亦 
即 两 者 可 以 通过 行列 对 调 而 相互 得 到 (例如 图 21 中 的 两 个 杨 图 ). 


让 我 们 对 自 旋 为 村 的 重要 情形 (譬如 对 电子 ) 进行 较 详细 的 考虑 . 每 一 个 自 


旋 变量 0,,0,,… 现 在 只 取 + 志 两 个 值 . 由 于 一 个 函数 对 取 值 相同 的 两 个 任意 变 


量 反对 称 化 后 等 于 零 , 故 函 数 y 只 能 对 一 对 变量 施行 交替 运算 ;如 果 对 三 个 变量 
施行 交替 运算 ,其 中 必 有 两 个 变量 取 值 相同 , 故 其 结果 等 于 零 ， 

由 此 可 知 ,对 一 个 多 电子 系统 讲 来 , 自 旋 函数 的 杨 图 中 每 一 列 只 能 有 一 格 或 
两 格 ( 亦 即 此 图 只 能 有 一 行 或 两 行 ) ;对 坐标 函数 的 杨 图 而 言 ,只 能 有 一 列 或 两 
列 .含有 W 个 电子 的 系统 中 ,置换 对 称 性 的 类 型 数 就 等 于 把 N 分 割 成 为 一 部 分 


或 两 部 分 之 和 的 可 能 分 割 方式 数 . 当 N 为 偶数 时 ,这 个 数值 等 于 了 N+1 (第 二 
部 分 分 别 为 0,1,…, 方 N ) , 当 放 为 奇数 时 它 等 于 (N+1) (第 二 部 分 分 别 为 


0,1,…, 广 (NWN -1) ). 例如 N=4 时 ,所 有 的 杨 图 (坐标 的 和 自 旋 的 ) 如 图 22 


所 示 . 
容易 证 明 , 每 一 种 对 称 类 型 ( 即 每 一 杨 

图 ) 对 应 于 多 电子 系统 的 一 个 确定 的 总 自 旋 虽 时 出 

5. 我 们 把 自 旋 函 数 考虑 成 为 旋 量 形式 , 即 把 

它 看 做 是 一 个 W 秩 旋 量 ye- ,这 个 旋 量 中 的 

各 个 指标 (每 一 个 指标 对 应 于 一 个 单 粒 子 的 xCIID Ho 出 

自 旋 ) 就 是 排列 在 杨 图 中 的 那些 变量 . 我 们 来 Se Se 

研究 一 个 杨 图 ,其 第 一 行 有 N, 格 ,第 二 行 有 

Nu, 格 (N + N =N, 及 Ni >N) .前面 的 N; 列 

中 ,每 列 只 有 两 格 ,这 个 旋 量 必须 对 每 一 列 中 的 一 对 指标 反对 称 . 但 是 对 第 

一 行 中 后 面 剩 下 的 ”= N, - N 格 而 言 ,还 必须 对 这 些 格子 中 的 变量 为 对 称 . 


图 22 
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我 们 知道 ,这 样 的 一 个 W 秩 旋 量 可 以 化 成 一 个 n 秩 对 称 旋 量 ,与 总 自 旋 5 = 
n 相对 应 . 至 于 坐标 函数 的 杨 图 ,我 们 可 以 这 样 说 ,如 果 该 图 中 只 含 一 个 


格子 的 行 数 共有 行 ,这 个 图 就 对 应 于 总 自 旋 S= 二 当 N 为 偶数 时 ,总 自 


旋 可 取 0 到 了 的 各 种 整数 值 ,N 为 奇数 时 ,可取 六 到 N 的 各 种 半 整 数值 ， 
这 正 是 应 有 的 结果 . 
需要 强调 的 是 , 杨 图 与 总 自 旋 之 间 的 这 种 一 一 对 应 关系 ,只 对 自 旋 为 了 的 粒 


子 所 组 成 的 系统 成 立 ; 这 一 点 ,已 在 上 节 的 双 粒 子 系统 中 看 到 . 对 自 旋 为 的 NN 
个 粒子 所 组 成 的 系统 , 自 旋 波 函 数 由 NN 个 2s 秩 对 称 旋 量 的 乘积 所 组 成 ,是 一 个 
2Ns 秩 的 旋 量 . 如 果 这 个 旋 量 按 NN 格 的 一 个 特定 杨 图 进行 对 称 化 ,一 般 讲 来 ,可 
从 这 个 对 称 旋 量 的 独立 分 量 中 构造 出 几 套 线性 组 合 ,每 套 对 应 于 系统 的 一 个 不 
同 总 自 旋 5. 


自 旋 粒 子 的 自 旋 函 数 的 杨 图 每 列 不 能 超过 两 格 , 同 理 , 自 施 为 任意 值 ;的 


粒子 ,每 列 不 能 超过 2s +1 格 . 

如 果 系 统 中 的 粒子 数 NN 为 2s*+1 的 整 倍 数 , 各 种 可 能 的 杨 图 中 含有 一 个 每 
列 为 2*+1 格 的 矩形 图 . 它 对 应 于 总 自 旋 的 一 个 定 值 , 即 $S=0. 由 此 可 以 得 出 绪 
论 , 如 果 两 个 ( 自 旋 ) 杨 图 能 够 拼 成 一 个 高 为 2s + 1 的 矩形 , 则 两 者 的 $ 值 相 
同 0. 这 是 角 动 量 相 加 法 则 的 一 个 简单 推论 ,该 法 则 便 是 两 个 角 动 量 只 有 绝对 值 
相同 时 才 有 可 能 相 加 后 得 零 . 

作为 本 节 的 结束 ,让 我 们 回 到 早 在 $ 20 末尾 附注 中 提 及 的 问题 ,对 一 个 全 
同 粒子 系统 讲 来 ,我 们 不 能 断言 最 低能 量 的 定 态 波 函 数 一 定 无 节点 . 现在 我 们 可 
以 详 述 并 解释 其 原由 . 

如 果 波 函数 ( 指 坐 标 函 数 ) 无 节 点 , 它 必须 对 所 有 粒子 对 称 ; 要 是 它 对 粒子 
1,2 的 对 换 为 反对 称 , 在 r, = 疡 处 将 等 于 零 . 可 是 ,如 果 该 系统 含有 3 个 或 3 个 以 
上 的 电子 ,就 不 可 能 有 全 对 称 的 坐标 波 函 数 (坐标 函数 的 杨 图 每 行 不 能 超过 两 
格 ). 由 此 可 见 ,尽管 对 应 于 最 低 本 征 值 的 薛 定 兽 方程 之 解 是 无 节点 的 (根据 变 


QD 例如 下 列 两 图 (对 于 s=1) 中 ， 


实 线 图 和 虚线 图 是 两 个 互补 杨 图 ， 
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分 法 定理 ) ,这 个 解 在 物理 上 可 能 不 允许 ;因而 薛 定 刘 方 程 的 最 小 本 征 值 不 再 对 
应 于 系统 的 基态 ,而 基态 波 函 数 一 般 讲 来 将 是 有 节点 的 . 对 于 自 旋 为 半 整 数 * 的 
粒子 ,这 种 情况 出 现 于 粒子 数 超过 2s +1 的 系统 中 ,对 玻 色 子 系统 ,全 对 称 坐 标 
波 函 数 总 是 可 以 存在 的 . 


习 题 


1. 一 个 系统 由 及 个 自 放 为 了 的 粒子 所 组 成 , 求 具有 不 同 总 自 旋 值 8 的 能 级 


总 数 . 
解 : 给 定 了 该 系统 的 一 个 总 自 旋 投 影 值 M, = 于 og 以 后 ,可 以 有 (MM,) 种 不 
同方 式 给 出 以 上 的 及, 值 : 


f(M.,) 人 


Ms) 等 于 N 个 事物 中 一 次 取出 了 + 个 事物 的 组 合 数 ,因为 我 们 可 令 祁 + J。 


个 粒子 的 = 了 ,其余 粒 子 的 吕 = -本 .每 一 能 级 具有 一 个 给 定 的 8 值 ,其 中 共 
有 28+1 个 不 同 的 态 , 这 些 态 的 自 旋 投 影 值 分 别 为 Ms = S,S -1,…，- 3. 因此 容 
易 证 明 :具有 给 定 $ 值 的 不 同 能 级 数 为 


OI ey (+s+1) (zs)! 


不 同 能 级 的 总 数 为 ( 当 六 为 偶数 时 ) 
AI 


可 





n = > n(S) =f/(0) = 于 
当 NN 为 奇数 时 , 则 有 

PN 

we 


2， 系统 由 自 旋 为 1 的 粒子 所 组 成 , 求 各 种 对 称 类 型 的 自 旋 通 数 所 具有 的 总 
自 旋 值 S, 设 该 系统 的 粒子 数 为 2,3 ,4. 
解 :对 双 粒 子 系 统 , 这 个 对 应 关系 由 下 列 事实 所 确立 ;粒子 对 换 后 , 自 旋 波 函 
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数 应 乘 以 ( -1)”“( 见 562 末 ). 对 于 s=1 的 粒子 ,由 此 得 


so 日 (1 
S$=1 
(a) (b) 


对 于 三 粒子 系统 的 各 个 杨 图 ,可 从 (1) 出 发 以 各 种 可 能 的 方式 添加 一 格 后 
获得 ,结果 可 写成 下 列 符 号 式 : 


(a) (b) 
[IT] x 口 = CD+ 
0,2 1 
L123 
(b) (c) 
*o- 呈 * 昌 
1 1 , 
0, 1, 2 


5 值 见 每 图 下 面 ,三 粒子 系统 (右边 的 图 ) 的 总 自 旋 值 来 自 双 粒 子 系 统 和 单 粒 子 
系统 (左边 的 图 ) 自 旋 的 角 动 量 相 加 法 则 由. 式 右 各 图 的 5S 值 的 分 配 可 以 这 样 来 
建立 , 先 注 意 到 上 图 第 二 式 图 (ce) (一列 三 格 ) 对 应 于 5S=0, 故 图 (b) 的 值 为 剩 下 
的 1 和 2, 第 一 式 中 扣 挤 (b) 后 , 知 (a) 的 5 值 为 1 和 3: 


开外 有 


(a) (b) (9c) 


四 粒子 系统 的 杨 图 可 在 (2) 基 础 上 添加 一 格 得 到 ,但 不 能 出 现 超 过 三 格 的 
列 ， 


QD 图 的 右边 下 面 有 两 个 1 ,这 是 由 于 第 一 个 1 来 自 角 动 量 0 和 1 的 相 加 ,第 二 个 1 来 自 角 动 量 2 和 
1 的 相 加 . 
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(a) (b) 
LLIIx 吕 = CTILLI + HD 
1,3 1 ， 
0, 1 2, 2, 3, 4 
(b) (c) (d) 


后 四 ' 印 


0, 1, 1, 2, 2, 3 


:二 
xX 
-0 


(d) 


9 


1 


这 里 图 (c) 可 和 (1) 中 的 (a) 并 成 三 格 高 的 矩形 , 故 其 8$ 值 也 是 0 和 2. 图 
(b) 的 5 值 可 从 上 面 第 二 式 剩 下 的 数 得 到 ,图 (a) 则 可 从 第 一 式 剩 下 的 5 值得 
到 : 


Le 时 时 
We S$=1, 2, 3 $=0, 2 
(a) (b) (9) Sl 
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在 大 量 全 同 粒子 所 组 成 的 系统 的 理论 中 ,有 一 种 广泛 使 用 的 方法 , 称 为 二 次 
量子 化 方法 ,这 个 方法 在 相对 论 理论 中 尤为 需要 ,在 那里 述 及 的 是 粒子 数 可 变 的 
系统 由. 

令 (8) ,ia 人) ,为 一 组 完备 的 正 交 归 一 化 的 单 粒 子 定 态 波 函 数 包 ,它们 
可 以 是 一 组 处 于 任意 确定 外 场 中 的 粒子 态 , 但 通常 简单 地 取 作 一 组 平面 流 ,也 就 
是 一 组 具有 确定 动量 值 ( 以 及 自 旋 投影 值 ) 的 自由 粒子 波 函 数 . 为 了 使 它 成 为 离 
散 态 ,我 们 考虑 粒子 运动 于 一 个 很 大 的 但 是 有 限 的 区 域内 , 它 的 动量 分 量 的 本 征 
值 呈 离散 谱 , 相 邻 本 征 值 的 间距 便 和 该 区 的 线 度 成 反比 ,并 随 线 度 的 增 大 而 趋 
于 零 . 

在 一 个 自由 粒子 系统 中 ,每 个 粒子 的 动量 分 别 守 恒 , 因 此 态 的 占有 数 亦 即 处 


@ 二 次 量子 化 方法 对 辐射 理论 中 的 光子 而 言 ,是 由 P. A. M. 狄 拉克 (1927) 所 发 展 的 . 随后 维 格 纳 
(E,Wigner) 和 约 当 (P. Jordan) 把 它 推广 到 费 米粒 子 情形 (1928). 
四 和 §61 一 样 ,é 代表 粒子 坐标 及 其 自 旋 投影 值 ,对 积分 意味 着 对 坐标 积分 以 及 对 o 求 和 . 
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于 yl ;2 ,… 各 态 中 的 粒子 数 N, , NN, 9 … 也 是 守恒 的 . 在 一 个 相互 作用 的 粒子 系 


统 中 ,每 个 粒子 的 动量 并 不 守恒 ,因此 占有 数 也 不 守恒 . 对 于 这 样 的 系统 ,我 们 能 
考虑 的 只 是 占有 数 具有 各 种 数值 的 概率 分 布 . 我 们 来 寻求 一 种 数学 表述 ,其 中 以 
占有 数 ( 不 是 以 粒子 的 坐标 和 自 旋 投 影 值 ) 作 为 独立 变量 . 

在 这 种 表述 中 ,用 狄 拉 克 符 号 ( 见 8 11) 比较 方便 ,用 N, ,N, ,… 来 确定 量子 
粒子 的 状态 . 与 波 函 数 (61.3) 和 (61.5) 相 对 应 的 状态 用 1N, ,N, ,…》 表 示 . 而 坐 
标 变量 和 自 旋 变量 已 不 再 明显 出 现 . 

与 这 种 独立 变量 的 选择 相对 应 ,各 种 物理 量 ( 包 括 系统 的 哈密 顿 量 ) 的 算 符 
也 应 该 改写 成 作用 到 占有 数 函 数 之 上 的 形式 . 这 样 的 表述 ,可 以 在 算 符 的 通常 矩 
阵 表示 基础 上 得 到 . 该 算 符 的 矩阵 元 必须 与 无 相互 作用 粒子 系统 的 定 态 波 函数 
联系 起 来 考虑 . 因为 这 样 的 态 能 用 确定 的 占有 数 描述 ,能够 显示 出 算 符 作用 在 占 
有 数 变 量 上 的 性 质 . 

我 们 先 来 考虑 遵循 玻 色 统计 的 多 粒子 系统 . 设 产 2 是 粒子 a 的 某 个 物理 量 
算 符 , 它 只 作用 在 去 的 函数 上 . 我 们 引入 下 列 算 符 : 


Ps J (64.1) 


它 对 所 有 的 粒子 对 称 ( 六 是 对 所 有 的 粒子 求 和 ) ,现在 来 求 这 个 算 符 对 
(61.3) 式 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 . 首先 ,我 们 容易 证 明 ,只 有 Ni ,N: ,… 等 值 保持 不 
变 的 医 迁 矩阵 元 (对 角 矩 阵 元 ) ,以 及 其 中 的 一 个 数值 增加 1 另 一 个 数值 减少 1 
的 那些 牙 迁 矩阵 元 才 不 等 于 零 . 因为 每 一 个 /" 算 符 只 作用 在 如 (名 ) 几 (大 )… 
,(éx) 乘积 中 的 一 个 函数 上 ,所 以 不 等 于 零 的 嫉 迁 甜 阵 元 中 ,只 能 有 一 个 单 粒 
子 态 发 生 改 变 ; 这 就 意味 着 某 一 态 中 的 粒子 数 减 少 了 一 个 ,而 在 另 一 态 中 的 粒子 
数 相 应 地 增加 了 一 个 . 这 类 矩阵 元 的 计算 实际 上 很 简单 ; 读 一 饥 不 如 自己 算 一 
遍 . 因此 我 们 只 给 出 计算 结果 . 非 对 角 和 矩阵 元 为 

(NisNs -1|F IN -LN = VONN,). (64.2) 
为 简便 计 ,我 们 只 写 出 该 矩阵 元 的 非 对 角 下 标 , 略 去 了 其 余 的 下 标 : 式 中 的 /0 
为 下 列 矩 阵 元 : 


f= [wr (Of vy) dt (64.3) 
要 注意 的 是 算 符 fF'? (a =1,2,…) 具 有 完全 相同 的 形式 ,只 是 作用 在 不 同名 称 的 
变量 上 而 已 ,所 以 积分 A 和 a 无关 . FW 的 对 角 矩 阵 元 即 PF 在 Wn. 态 中 的 


平均 值 ,我 们 用 Fo 表示 . 计算 后 给 出 
Rs SAN (64.4) 
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现在 引入 算 符 人 , 它 在 二 次 量子 化 方法 中 起 着 首要 的 作用 ;这 个 算 符 不 是 作 
用 在 坐标 函数 上 ,而 是 作用 在 N,N,,… 等 变量 上 ,其 定义 如 下 . 算 符 &, 作 用 在 函 
PD 和 
GN, NAN = VNiINN Ni -1，…)》， (64.5) 
我 们 可 以 说 &. 算 符 使 第 i Pop 人 个， pe ee 
用 和 矩阵 形式 表示 ,其 不 等 于 零 的 矩阵 元 为 


(N -1|a,lN,) = VN,. (64.6) 
根据 定义 [ 见 (11.9) 式 ],2; 的 厄 米 共 斩 算 符 &; 的 非 零 矩 阵 元 只 有 
CN,|ar |IN, -1) = (N, -1la,lN)* = VN.. (64.7) 
这 就 表明 ,6; 算 符 作用 在 1N ,AN， ne 使 N, 的 数值 增加 1: 
G+ [N,N,,,N,,…) = LIN,,N,,,N,+1,.……). (64.8) 


换 句 话说 ,6i 算 符 使 第 th he 因此 它 称 为 粒子 的 产生 算 符 . 

算 符 乘积 6 &. 作 用 在 波 函 数 上 ,所 有 的 N ,N:,… 变 量 显然 都 不 变 ,而 使 该 
函数 乘 一 常数 ,这 是 因为 & 算 符 使 V; 减 少 1 但 如 算 符 又 使 W, 回 至 原 值 . (64. 6) 
和 (64.7) 式 的 两 个 矩阵 直接 相 乘 后 ,可 证 4; &, 的 矩阵 确 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,并 且 
对 角 和 矩阵 元 等 于 NV;. 我 们 可 写作 


A 6, =N,. (64.9) 
同 法 可 证 
Gd =N,+1. (64. 10) 
以 上 两 式 相 减 ,得 算 符 6 和 6; 的 对 易 关 系 : 
Gd -hr d=1. (64. 11) 
i 和 不同 的 两 算 符 作 用 在 不 同 的 变量 ( NN; 和 NN;) 上 ,是 对 易 的 : 
bb, -d=0, Gd -dra=0 (iz¥k). (64. 12) 
根据 算 符 &,,6; 的 上 述 性 质 , 易 证 下 列 算 符 
0 > fa (64.13) 


与 (64. 1) 式 的 算 符 相同 . 因为 按 (64. 6),(64.7) 算出 的 所 有 矩阵 元 等 于 
(64.2) ,(64.4) 中 的 矩阵 元 . 这 是 一 个 非常 重要 的 结果 . (64. 13) 式 中 的 .所 不 
过 是 一 些 数值 . 因此 ,我 们 可 以 把 作用 于 坐标 函数 上 的 一 个 普通 算 符 表 为 作用 于 
新 变量 占有 数 Wi 函数 上 的 算 符 ， 
以 上 所 得 的 结果 ,很 容易 推广 到 其 它 形式 的 算 符 上 . 令 
人 (64. 14) 


> 


其 中 的 产 2 为 同时 属于 两 个 粒子 的 一 个 物理 量 算 符 ,因而 作用 在 上 及 所 的 函数 
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上 . 同样 的 计算 表明 ,这 个 算 符 可 以 通过 ,6; 算 符 表 为 
Fr?) = 二 > (|f® |Im)a* 6+ 6.0,, (64.15) 
其 中 
Gig]? lim) = fy (Ew Ef pF ) y(t) dé,. 
这 几 个 公式 显然 可 以 推广 到 对 所 有 粒子 对 称 的 其 它 任意 形式 的 算 符 上 (例如 
Fe2) = /人 这 些 形式 ,等 等 ). 
通过 这 些 公 式 ,可 用 算 符 人 和 如 表达 出 具有 个 相互 作用 全 同 粒 子 的 物理 
系统 的 哈密 顿 量 . 这 种 系统 的 哈密 顿 量 对 所 有 的 粒子 当然 是 对 称 的 . 在 非 相对 论 
近似 下 中 ,可 表 成 下 列 一 般 形式 : 
H= 》 V+ SY Do(rom)+ 


+ 2 UMP ,rr) +, (64.16) 
其 中 的 ‘为 哈密 顿 量 中 只 依赖 于 第 a 个 粒子 坐标 的 算 符 : 
HY = (FR/2m) Vi + U(r,), (64.17) 


其 中 的 U(r,) 为 一 个 单 粒 子 在 外 场 中 的 势能 . (64. 16) 式 中 的 其 余部 分 为 粒子 
间 的 相互 作用 能 量 ;把 它 分 成 与 两 个 三 个 等 粒子 的 坐标 有 关 的 项 . 
哈密 顿 量 的 上 述 表 式 使 我 们 可 以 直接 应 用 (64. 13) ,(64. 15) 以 及 类 似 的 式 
子 . 得 
= 了 有 人 6, + > (ik|U® 加 ?他 全 66 + (64.18) 
这 就 是 欲求 的 哈密 顿 量 表 式 ,这 个 算 符 作用 在 占有 数 的 函数 上 . 
对 无 相互 作用 的 多 粒子 系统 讲 来 ,(64. 18) 式 中 只 留 下 第 一 项 : 
H= > HNa: 6,. (64.19) 
如 取 风 ;为 单 粒 子 哈密 顿 量 8 的 本 征 函 数 , 则 和 矩阵 4 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,对 角 元 
等 于 该 粒子 诸 能 量 本 征 值 s,. 故 
H= > el ai 
+ 8. 算 符 用 (64.9) 式 的 本 征 值 代入 ,可 得 系统 能 级 表 式 
E= 2, siN,, 
这 是 可 以 预料 的 明显 结果 . 


QD 不 存在 磁场 时 . 
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引入 下 列 少 算 符 ,可 使 我 们 所 作 的 表述 更 为 精练 〇 : 
$8) = > (的 人 (的 = wi (Ee, (64. 20) 
其 中 的 变量 可 以 看 作 参 量 . 根据 以 上 所 述 的 算 符 &. ,6* ,可 知 算 符 站 使 该 系统 
的 粒子 总 数 减少 一 个 , 算 符 峭 * 则 使 它 增加 一 个 . 
容易 证 明 算 符 峭 ' (如 ) 在 名 点 处 产生 一 个 粒子 . 因为 算 符 + 的 作用 结果 ,是 


产生 一 个 处 于 峭 (&) 态 中 的 粒子 . 根据 这 一 点 , 算 符 峭 *(t ) 的 作用 结果 ,是 产生 
一 个 状态 波 函 数 @ 为 了 ui (上 ) 内 (各 ) =6(#& -如 ) 的 粒子 [根据 公式 (5. 12) ] ,这 
个 粒子 具有 确定 的 坐标 值 (和 确定 的 自 旋 值 ). 


算 符 东 的 对 易 关 系 可 根据 ,6; 的 关系 立刻 求 得 : 
及 (二 ) 态 ( 基 ) -yy(E NYE) = 0， (64.21 ) 
VOW ED) ENE) = 六 YE Wr (天 ) =6(€ -£'). (64.22) 
二 次 量子 化 算 符 F'n? 可 用 算 符 沙 表 成 
FY = {YOF VYE) dE, (64.23) 


其 中 的 算 符 f" 应 该 理解 为 作用 在 水 (&) 中 含有 参量 的 函数 上 . 这 是 因为 如 把 


(64. 20) 的 少 和 几 * 代 入 上 式 并 用 定义 (64. 3) ,我 们 又 回 到 (64. 13) 式 . 同样 ， 
(64. 15 ) 式 变 成 


Pw COD EPICE I GE) Ed (64.24) 
特别 是 ,系统 的 哈密 顿 量 可 用 算 符 少 表 成 
B= {aE VBE) + EUV EE) }aé+ 


+ OE BE UT EE VE) DE) dédé’ + (64.25) 


仿效 粒子 处 于 态 的 概率 密度 式 ywy'y, 由 算 符 y 组 成 的 由! (E)yw(#) 算 符 ， 
称 为 粒子 密度 算 符 . 下 列 积分 


QD 注意 (64.20) 与 下 式 的 相似 性 
= ai, 
这 是 任意 波 函 数 展 为 完备 函数 组 . 现在 又 被 量子 化 了 一 次 ,术语 二 次 量子 化 方法 一 词 即 源 出 于 此 ， 
@@ 5(E- 加 ) 是 下 列 匀 积 的 简写 
d(x—x0)6(7 -yy0)6(z -0 )6000. 
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应 = [wwat (64.26) 
在 二 次 量子 化 表述 中 代表 系统 的 粒子 总 数 算 符 . 这 是 因为 ,把 (64. 20) 式 的 算 符 
少 代 入 ,并 应 用 波 函 数 的 正 交 归 一 化 性 质 ,可 得 

N= Za CI. 
式 中 的 每 一 项 代表 第 i 个 态 中 的 粒子 数 算 符 ;根据 (64.9) 式 ,其 本 征 值 等 于 占有 
数 N,, 对 所 有 的 Wi 求 和 后 ,就 是 系统 中 的 粒子 总 数 由 . 

最 后 ,如 果 系 统 是 由 几 类 不 同 的 玻 色 子 组 成 的 ,二 次 量子 化 方法 中 必须 对 每 

类 粒子 定义 出 6 和 4- 算 符 . 属于 不 同类 别 的 粒子 算 符 显然 是 对 易 的 . 
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对 服从 费 米 统计 的 全 同 粒子 所 组 成 的 多 粒子 系统 而 言 ,二 次 量子 化 方法 的 
基本 理论 全 部 保持 不 变 ,但 是 &. 算 符 以 及 物理 量 的 矩阵 元 公式 自然 有 所 不 同 . 

Ww wy… 波 函数 现在 呈 (61.5) 形 式 . 由 于 这 个 函数 的 反对 称 性 ,首先 就 产生 了 
正 负 号 问题 . 这 个 问题 在 玻 色 统计 情形 是 没有 的 ,因为 上 节 的 波 函 数 是 对 称 波 隔 
数 , 它 的 符号 一 旦 选 定 后 ,对 粒子 的 所 有 置换 均 保持 不 变 . 为 了 确定 (61.5) 式 函 
数 的 符号 起 见 ,我 们 规定 以 下 的 选择 方法 . 我 们 把 所 有 的 小 , 态 编 好 号 码 . 然后 令 
(61.5) 行 列 式 中 的 各 行 按 以 下 次 序 排列 ; 

Pi<p<p< <“pn， (65.1) 

这 个 行列 式 中 的 各 列 依 次 为 志 ,6,,… ,én 等 不 同 变量 的 函数 . P ,p,,… ,pn 中 不 能 
有 两 个 数值 相同 ,不 然 , 该 行列 式 将 等 于 零 . 换 句 话说 ,占有 数 N, 的 取 值 只 能 是 
零 或 1. 

我 们 再 来 考虑 (64. 1) 形 式 的 算 符 所 n= 对 六 .和 64 中 的 情形 一 样 ,只 


有 保持 所 有 占有 数 不 变 的 那些 牙 迁 矩阵 元 ,以 及 使 一 个 占有 数 (N ) 减少 一 (从 1 
变 到 零 ) 另 一 个 占有 数 (N,) 增 加 一 (从 零 变 到 1) 的 那些 跃迁 矩阵 元 才 不 等 于 
零 .ji < 时 ,容易 求 得 

ClO RO TL Ye (65.2) 
其 中 0;,1, 代 表 N, =0,N, =1. 人 1 代表 第 大 个 态 到 第 /个 态 的 所 有 占 
有 数 之 和 @，; 


2 (k,1) = > N,. 


(DD 对 一 个 具有 给 定 粒 子 数 的 系统 讲 来 ,这 个 论述 是 自明 的 ,这 是 自由 粒子 系统 哈密 顿 量 (64.19) 式 
的 一 种 性 质 ,但 推广 到 相对 论 理论 中 时 ,会 产生 新 的 不 再 自明 的 结果 (参考 第 四 卷 , 8 11). 
四 i>k 时 ,(65.2) 式 的 第 次 为 Z(k+1,i-1), 但 当 i=k+1 时 ,这 个 和 式 应 令 它 等 于 零 . 
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至 于 对 角 和 矩阵 元 , 求 得 的 结果 就 是 以 前 的 (64.4) 式 : 


和 > 入 Vi (65.3) 
为 了 把 算 符 FF 表 成 (64. 13) 形 式 , 算 符 人 必须 按 下 列 矩 阵 元 来 定义 : 
(0,|a;|1.,) = 10,》 =( (65.4) 


以 上 两 个 和 矩阵 相 乘 ,当天 > 时 可 得 
(1i,0; |ai oi 10,,1,) (1;,07 [ar |0; ,0;) 《0;,04 | a |0,, 1,) 
= CECMDC I) EC D+ EC 
或 (1,,0, la @,10,,1,) =( -1) 和。 (65.5) 
如 果 i=k,6&i 6 矩阵 为 对 角 和 矩阵 , 它 的 矩阵 元 当 N; =1 时 等 于 1, 当 N,=0 时 等 于 
零 ; 因 此 ,可 写成 
2 2 = Ni. (65.6) 
将 以 上 两 式 代入 (64. 13) 式 ,确实 得 出 (65.2),(65.3) 式 . 
将 和 ,如 按 相 反 次 序 相 乘 , 便 得 
《1L0 | akar 10 ,1,) =《10 | oj1 17011 cr 10 ,1;) 
= (C1) EODtECt D+ EC +! 
或 
《1,0,|aar |0,1》=-(-1)2 0D. (65.7) 
与 (65.7) 和 (65.5) 比 较 , 可 知 两 式 右 边 符 号 相反 , 即 
GG. +6 =0, izk. 


对 于 对 角 和 矩阵 46.6; ,我 们 求 得 


66+=1-N， (65.8) 
此 式 与 (65.6) 式 相 加 ,得 
G6 +6+6,=1 
以 上 两 式 可 合并 写成 
dr + 人 6 =6,. (65.9) 
经 过 同样 的 计算 ,可 证 人 如 乘积 满足 下 列 关 系 式 : 
02 +60 =0 (65. 10) 


(特别 有 6&.6; =0). 

由 此 可 见 ,天 大 时 ,人 和 如 (或 如 ) 算 符 反对 易 ,而 在 玻 色 统计 情形 ,这 两 个 
算 符 彼 此 对 易 . 这 种 差别 是 十 分 自然 的 . 在 玻 色 统计 情形 下 , 算 符 &, 和 6 是 完全 
独立 的 ;每 一 个 算 符 &, 只 作用 在 一 个 单独 的 变量 N;, 上 ,作用 的 结果 并 不 依赖 于 
其 它 占 有 数 的 数值 . 但 在 费 米 统计 情形 下 ,根据 (65. 4) 式 的 定义 , 算 符 & 作 用 的 
结果 不 但 与 N, 本 身 有 关 , 并 且 和 该 态 之 前 的 所 有 占有 数 有 关 . 因此 ,各 个 算 符 
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6, ,6 的 作用 不 能 认为 是 彼此 独立 的 . 
算 符 和 i 的 性 质 如 此 定义 以 后 , 留 下 的 (64. 13) 到 (64. 18) 的 所 有 其 它 


公式 全 部 保持 不 变 , 用 (64. 20) 式 定义 的 算 符 少 表 出 的 物理 量 算 符 的 (64. 23 ) 到 
(64.25) 各 式 ,也 都 很 好 地 成 立 . 但 是 (64. 21) ,(64.22) 式 中 的 对 易 关 系 , 现 在 要 
改 成 
YE WE) +y(E WW (E') =6(€ -£'), (65.11) 
JE YE) + h(E YE') =0. (65. 12) 
如 果 系 统 由 两 类 粒子 所 组 成 , 则 对 每 类 粒子 可 以 引进 它 的 二 次 量子 化 算 符 
(已 在 上 节 之 末 提 过 ). 玻 色 子 算 符 和 费 米子 算 符 彼此 对 易 . 至 于 异类 费 米 子 的 
算 符 , 则 在 非 相对 论 的 理论 范围 内 可 以 假定 或 则 对 易 或 则 反对 易 ; 这 两 种 假定 ， 
在 二 次 量子 化 方法 中 得 出 同一 结果 . 
但 在 相对 论 理论 中 ,不 同 的 粒子 可 以 进行 相互 转变 ,为 了 今后 在 该 理论 中 的 
应 用 起 见 ,我 们 就 应 假定 不 同 费 米子 的 产生 算 符 和 涯 灭 算 符 相 互 反对 易 . 如 果 把 
同一 复合 粒子 的 两 个 不 同 内 态 看 作 两 个 “不 同 " 粒 子 , 这 个 假定 就 变 得 很 明显 . 


原 er 
$ 66 原子 的 能 级 


在 非 相对 论 近 似 下 ,原子 的 定 态 是 由 运动 于 核 库仑 场 内 彼此 间 具 有 电 作 用 
的 多 电子 系统 的 蕉 定 记 方 程 确定 的 ;这 个 方程 中 不 出 现 电 子 的 自 旋 算 符 . 我们 知 
道 ,处 于 球 对 称 外 场 中 的 一 个 多 粒子 系统 ,总 轨道 角 动 量 工 和 态 的 宇 称 都 是 守恒 
的 .因此 ,原子 的 每 个 定 态 将 由 轨道 角 动 量 的 某 个 定 值 荆 及 其 宇 称 来 标志 . 此 外 ， 
全 同 粒子 系统 的 定 态 坐标 波 函 数 具 有 一 定 的 置换 对 称 性 ,我 们 已 在 $63 中 看 
到 ,对 一 个 多 电子 系统 讲 来 ,每 一 类 置换 对 称 性 ( 即 每 一 种 杨 图 ) 对 应 于 系统 总 
自 旋 的 某 个 定 值 . 因此 ,原子 的 每 个 定 态 还 由 电子 的 总 自 旋 5S 所 标志 . 

一 个 具有 给 定 $ 和 工 值 的 能 级 是 简 并 的 ,其 简 并 度 等 于 矢量 S$ 和 上 的 所 有 
可 能 的 空间 取向 数 .L 和 5 的 空间 取 问 简 并 度 分别 为 2L+1 和 2S+1. 因 此 , 具 
有 给 定 L 和 5 值 的 一 个 能 级 的 总 简 并 度 等 于 乘积 (2L +1)(2S +1). 

但 在 实际 上 ,电子 的 电磁 作用 中 含有 依赖 于 其 自 旋 的 相对 论 效 应 . 这 些 效 
应 使 得 原子 的 能 量 不 但 依赖 于 矢量 工 和 8$ 的 绝对 值 ,而且 还 依赖 于 两 者 的 相 
对 方向 .严格 讲 来 , 计 及 相对 论 作 用 以 后 ,原子 的 总 轨道 角 动 量 工 和 自 旋 $ 不 
再 分 别 守恒 . 具有 总 角 动 量 J= 工 +$S 才 是 守恒 的 ;这 是 来 自封 闭 系 统 空 间 各 
向 同性 的 一 个 普遍 的 精确 守恒 律 . 由 于 这 一 点 ,精确 的 能 级 应 该 用 总 角 动 量 值 
] 来 标志 . 

但 若 相 对 论 效应 比较 小 (往往 如 此 ) , 则 可 当 作 微 扰 处 理 ,在 这 种 微 扰 的 作 
用 下 ,具有 给 定 世 和 8$ 值 的 一 个 简 并 能 级 就 “分 裂 "成 为 一 组 总 角 动 量 J 值 各 不 
相同 的 (然而 是 靠近 的 ) 不 同 能 级 .这些 能 级 (在 一 级 近似 下 ) 由 适当 的 久 期 方程 
(8$39) 所 确定 ,它们 的 ( 截 级 近似 ) 波 函数 则 为 原 简 并 能 级 中 具有 给 定 工 和 SS 值 
的 那 套 波 函数 的 某 种 特定 线性 组 合 . 在 这 样 的 近似 下 ,我 们 就 能 和 以 前 一 样 ,把 
轨道 角 动 量 和 自 旋 的 绝对 值 (但 不 是 它们 的 方向 ) 看 成 是 守恒 的 ,并 且 仍 用 这 些 
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L 和 S 值 来 标志 所 分 裂 的 能 级 . 

由 此 可 见 , 作 为 相对 论 效 应 的 结果 ,具有 给 定 L 和 5 值 的 一 个 能 级 分 裂 成 为 
一 组 具有 不 同 J 值 的 能 级 . 这 样 的 分 裂 就 称 为 该 能 级 的 精细 结构 (或 多 重 分 
裂 ) .我 们 知道 ,J 的 取 值 可 从 L+5 直到 | 上 -5S1; 因 此 具有 给 定 二 和 3$ 值 的 一 个 
能 级 分 裂 成 为 2S +1 个 (如 果 工 >S) 或 24+1 个 (如 果 Z<S) 不 同 的 能 级 . 每 一 
个 分 裂 能 级 ,对 了 和 失 量 的 方 回 而 言 ,仍然 是 简 并 的 ;其 简 并 度 等 于 2J +1. 容易 验 
证 ,数值 2J+1 对 所 有 可 能 的 了 值 求 和 之 后 果真 等 于 

(2L+1)(2S+1). 

原子 能 级 (或 称 为 该 原子 的 谱 项 的 常用 记号 ,类 似 于 具有 确定 角 动 量 的 单 
粒子 态 所 用 的 记号 ( $832) :总 轨道 角 动 量 值 志 不同 的 态 分 别 用 以 下 的 大 写 拉 了 丁 
字母 标记 之 : 

L =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.… 
S,P,D,F,G,H,I,K,L,M,N-. 
这 些 字 母 的 左上 角 标 以 数值 2S + 1, 称 为 该 谱 项 的 多 重度 D( 但 是 必须 记 住 ,这 
个 值 只 当 L$ 时 才 等 于 该 能 级 的 精细 结构 组 分 数 ). 总 角 动 量 7 值 则 放 在 拉丁 
字母 的 右 下 角 . 例如 ,符号 *Pj,,, ”Ps 分 别 表示 工 =1,5 =1/2,J =1/2 和 3/2 的 
能 级 . 
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拥有 一 个 以 上 电子 的 原子 ,是 由 运动 于 核 场 内 的 相互 作用 着 的 电子 所 组 成 
的 一 个 复杂 系统 . 对 于 这 样 的 系统 ,严格 讲 来 ,我 们 只 可 能 考虑 整个 系统 的 态 .但 
是 我 们 发 现 , 在 颇 为 精确 的 范围 内 ,有 可 能 在 原子 中 引入 每 个 单 电 子 态 的 概念 ， 
这 种 态 就 是 每 个 电子 在 原子 核 和 其 余 电 子 所 产生 的 某 种 等 效 有 心力 场 中 运动 的 
定 态 . 这 种 等 效 场 ,对 原子 中 的 不 同 电子 讲 来 一 般 是 不 同 的 ,它们 必须 同时 加 以 
确定 ,因为 每 个 等 效 场 都 依赖 于 所 有 其 它 电 子 所 处 的 态 . 这 样 的 等 效 场 称 为 自 
洽 

由 于 自治 场 是 球 对 称 的 ,每 个 电子 态 就 由 它 的 轨道 角 动 量 的 某 个 定 值 1 来 
标志 . 具有 某 一 给 定 1 值 的 各 个 单 电子 态 是 用 主 量子 数 n( 按 能 量 的 递增 次 序 ) 
加 以 编号 的 ,n 的 取 值 为 

n=li+l,l+2,.…; 

这 样 规定 的 编号 次 序 ,与 氧 原子 采用 的 编号 次 序 一 致 .但 是 必须 注意 ,复杂 原子 
中 i 值 不 同 的 各 个 能 级 的 能 量 递增 次 序 , 一 般 不 同 于 氧 原子 的 情形 . 在 氢 原 子 
中 ,能量 不 依赖 于 1, 所 以 n 值 较 大 的 态 总 是 具有 和 较 高 的 能 量 . 但 在 复杂 原子 中 ， 


中 2S+1=1,2,3,… 的 能 级 ,分 别称 为 单 重 ,双重 ,三 重 ,… 能 级 . 
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以 n=5,l=0 的 能 级 为 例 , 我 们 发 现 它 处 于 n=4,!i=2 能 级 的 下 面 ( 这 在 $70 中 
有 更 详细 的 讨论 ). 

n 和 1 人 和 值 不 同 的 各 种 单 电子 态 ,习惯 上 用 一 个 数字 标志 它 的 主 量子 数 ,并 在 
其 后 跟 一 个 字母 标志 它 的 ! 值 由 :例如 用 4d 表示 n =4,!l=2 的 态 . 要 对 一 个 原子 
进行 完全 的 描述 ,除了 需要 总 的 L,5,J 值 以 外 ,还 需 列 举 出 所 有 电子 的 态 . 例如 
符号 1s2p’P。 代 表 氨 原子 的 一 个 态 , 它 的 上 =1,5S =1,J =0, 并 且 两 个 电子 分 别处 
于 1s 和 2p 态 . 假如 有 几 个 电子 处 于 i 和 n 值 相同 的 态 中 ,为 简便 计 , 我 们 用 一 个 
军 指 数 表示 之 :例如 3p’ 表示 有 两 个 电子 处 于 3p 态 内 . 原子 中 的 电子 在 n 和 4 值 
不 同 的 各 态 中 所 具有 的 分 布 , 称 为 电子 组 态 . 

给 定 了 n 和 71 值 以 后 ,电子 还 可 以 具有 沿 z 轴 的 不 同 的 轨道 角 动 量 投 影 值 
(m) 和 不 同 的 自 旋 投 影 值 (o). 若 /一定 ,m 可 取 2l1+1 个 值 ;oc 只 限 取 +172 两 
个 值 . 因此 共有 2(2l1+1) 个 不 同 的 态 具 有 相同 的 n 和/! 值 ;这 些 态 称 为 等 效 的 
态 .根据 泡 利 原 理 , 每 一 个 这 样 的 态 中 只 能 有 一 个 电子 . 因此 在 一 个 原子 中 至 多 
只 能 有 2(2l1+1) 个 电子 可 以 同时 具有 相同 的 n 和 i 值 .具有 同一 n 和 i 值 的 所 
有 各 态 如 果 都 被 电子 所 占 满 ,这 组 电子 就 称 为 一 个 n,l 型 的 闭合 壳 层 . 

具有 不 同上 和 5 值 但 有 相同 电子 组 态 的 各 个 原子 能 级 ,它们 之 间 的 能 量 差 
是 由 电子 间 的 静电 作用 @ 引 起 的 . 这 些 能 量 差 通常 是 很 小 的 ,只 有 不 同 组 态 能 级 
间距 的 几 分 之 一 . 关于 组 态 相 同 而 上 及 5 不同 的 各 个 能 级 的 相对 位 置 问题 ,存在 
着 以 下 的 经 验 规 则 ( 洪 德 定 则 ;F. Hund ,1925 ) : 

能 量 最 低 的 谱 项 具有 (所 给 电子 组 态 中 ) 最 大 可 能 的 5 值 以 及 (对 这 个 $5 值 
而 言 ) 最 大 可 能 的 工 值 . 包 

对 一 个 已 知 的 电子 组 态 ,我 们 现在 来 说 明 如 何 求 出 可 能 的 诸 原子 谱 项 . 如 果 
其 中 的 电子 都 是 不 等 效 的 ,L 和 5 的 各 种 可 能 值 可 以 用 角 动 量 相 加 法 则 直接 求 
出 .例如 对 于 np,n'p 组 态 (n 和 nn' 不 相等 ) ,总 角 动 量 世 可 取 2,1,0 诸 值 而 总 自 
旋 S=0,1; 两 者 组 合 起 来 ,可 得 "S,"P,“D 诸 谱 项 . 

如 果 我 们 考虑 的 是 等 效 电 子 ,就 会 出 现 泡 利 原理 所 加 的 限制 . 以 三 个 等 效 p 
电子 所 组 成 的 组 态 为 例 .1=1 时 (p 态 ) ,轨道 角 动 量 的 投影 m 可 取 m=1,0, -1 
诸 值 ,因此 共有 六 种 可 能 的 态 ,分 别 具 有 以 下 的 m 和 oo 值 : 


QD ” 另 一 种 常用 的 术语 ,是 把 主 量子 数 上 =1,2,3,… 的 电子 分 别称 为 入,L,M,… 壳 层 内 的 电子 (人 参阅 
8 74). 

@ 我 们 这 里 不 考虑 每 个 多 重 能 级 的 精细 结构 . 

曲 要求 $ 值 最 大 的 原因 ,可 作 如 下 的 解释 . 以 双 电 子 系统 为 例 .此 时 有 5S=0 或 5=1; 自 旋 1 对 应 于 
一 个 反对 称 的 坐标 波 函 数 g(r ,r2). 当 r = 产 时 ,这 个 函数 等 于 零 ; 换 句 话说 ,在 S=1 的 态 中 找到 两 个 电 
子 紧密 靠近 的 概率 是 很 小 的 . 这 意味 着 它们 之 间 的 静电 斥 力 比较 弱 , 因 而 能 量 比 较 低 . 同 理 ,对 一 个 多 电 
子 系统 讲 来 , “最 反对 称 ” 的 那个 坐标 波 函 数 对 应 于 最 大 的 自 旋 值 . 
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(a) 1,1/2, (b) 0,1/2, (c) -1,1/2, 
(a’) 1,-1/2, (6)0,-1/2, (ec -1,-1/2. 
三 个 电子 可 以 处 于 上 列 任意 三 个 不 同 态 中 , 结果 所 得 的 各 种 原子 态 ,分 别 具 有 以 
下 的 总 轨道 角 动 量 投影 Mi = 之 m 和 总 自 旋 投 影 Ms = >o: 
(ca+a' +68)2,1/2 (a+t+a’+c)1,1/2 (a+b+c)0,3/2 
(a+b+b)1,1/2 (a+b+e’)0,1/2 
(a+b’'+c)0,1/2 
(a’+b+c)0,1/2 


M, 或 Ms 为 负 值 的 态 无 须 写 出 ,因为 它们 并 不 给 出 新 的 内 容 . Mi =2,Ms = 本 态 的 


存在 ,表明 一 定 有 一 个 *D 谱 项 ,对 这 个 谱 项 讲 来 一 定 还 有 一 个 ( 1 ,二 ) 态 和 一 个 
(0, 却 ) 态 . 其 次 ,我 们 还 剩 下 一 个 (1, 广 ) 态 ,因此 一 定 有 一 个 'P 谱 项 ;还 有 一 


个 (0, 二 ) 态 是 属于 这 个 谱 项 的 . 最 后 ,所 剩 下 的 (0,3/2) 太 和 (0,1/2) 态 是 属于 


“S 谱 项 的 . 由 此 可 见 , 对 三 个 等 效 p 电子 的 组 态 讲 来 ,只 可 能 有 "D,*P,“S 型 谱 项 
各 一 个 

表 1 中 列 出 了 等 效 p 电子 和 等 效 d 电子 的 各 种 组 态 及 其 可 能 具有 的 各 种 谱 
项 . 谱 项 符号 下 面 标 出 的 数字 ,表示 所 给 组 态 中 该 种 谱 项 的 数目 超过 了 1. 对 于 
等 效 电子 数 达到 最 大 值 的 那些 组 态 讲 来 (。 ,p ,d …) , 谱 项 总 是 S. 如 果 一 个 组 
态 所 具有 的 电子 数 正 好 等 于 另 一 组 态 形成 闭合 误 层 时 所 缺少 的 电子 数 , 那 么 这 
两 个 组 态 就 具有 相同 的 谱 项 . 这 个 结论 来 自 一 个 明显 的 事实 , 即 壳 层 中 失去 一 个 
电子 可 以 看 作 多 出 一 个 “空余 ” ,这 个 “ 空 穴 " 态 同样 可 用 所 失 电 子 态 的 量子 数 加 
以 定义 . 

表 1 等 效 电子 的 组 态 所 能 具有 的 谱 项 


p 
p” p’ 'SD “了 

p’ “PD “S 

d， d? “D 

d d’, 1SDG 3PF 

d’， d’ “PDFGH “PF 

4 ， ds 'SDFGI PDFGH 5D 


ds “SPDFGHI ‘PDFG 5S 
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应 用 洪 德 定 则 确定 已 知 电子 组 态 的 原子 基 项 时 ,我们 只 需 考 虑 未 满 壳 层 ， 
因为 满 壳 层 内 的 电子 角 动 量 已 经 相互 抵 销 掉 , 举例 来 讲 , 设 在 原子 的 满 壳 层 外 
具有 四 个 d 电子 .d 电子 的 磁 量 子 数 可 取 0, +1, +2 五 个 值 . 因此 四 个 d 电子 
可 取 相 同 的 和 目 旋 投影 值 r =1/2, 总 自 旋 的 最 大 可 能 值 从 而 为 $=2. 此 后 ,这 
些 电 子 必须 取 不 同 的 m 值 ,以 致 它们 给 出 最 大 的 M, = >m 值 ;这 些 m 值 应 该 
是 2,1,0, -1, 因 而 M, =2. 这 就 表明 ,5S =2 时 工 的 最 大 可 能 值 也 是 2, 其 谱 项 
为 D. 

可 元 


试 求 三 个 等 效 p 电子 系统 的 各 种 可 能 态 的 轨道 波 函 数 . 
解 ; S$ 态 中 所 有 电子 的 自 旋 投 影 值 go 相等 , 故 m 值 各 不 相同 . 波 函 数 由 函数 
六 0 ,由 1 ,由 .1( 下 标 代表 m 值 ) 所 组 成 的 (61.5) 式 形状 的 行列 式 所 给 出 ， 
对 "DD 谱 项 ,我 们 先 来 考虑 具有 最 大 可 能 值 Mi =2 的 态 . 此 时 m 的 两 个 值 必 
须 等 于 1, 而 另 一 个 等 于 0. 设 电子 2,3 的 go=+1/2, 电 子 1 的 gog= -1/2( 与 总 
自 旋 S$S=1/2 一 致 ). 与 此 相应 ,具有 所 需 对 称 性 的 轨道 波 男 数 为 
1 
一 ,(1 o(2)w.(3) — 3)w,(2)],， 
纱 ig ) [wo (2)%. 63) -yo (3)y.(2)] 
每 个 测 数 由 的 宗 量 代表 上 述 电 子 的 编号 . 
对 "P 谱 项 ,我 们 研究 M, =1 的 态 ,电子 的 自 旋 投 影 值 和 以 前 一 样 . 这 个 态 可 
以 由 两 组 不 同 的 m 值 来 实现 ,因此 轨道 波 男 数 由 下 列 线 性 组 合式 给 出 : 
Vy =ay un + bo, 
Vi =w(1) [yw (2)w 3) -wp_.(3)w.(2) 5 
Yio0 =%oC1) [Ly (2)y0(3) -wy (3)wy(2)1]. 
为 了 确定 其 系数 ,我 们 利用 关系 式 
Ly= (1 + +l)y =0, 
这 是 及, = 上 的 波 函 数 必 须 满足 的 关系 式 [ 见 (27,8)]. 利用 (27. 12) 的 矩阵 元 ， 
求 得 
i ,y=0, ly =V2u。， 1 ,yo =V2y， 
因而 有 
Ly =V2( a -Duo =0. 
由 此 得 a -b=0, 再 计 及 归 一 化 条 件 , 即 得 a =b=1/2. 


把 站 算 符 作用 在 所 得 函数 上 ,可 得 Mi < 了 的 各 个 状态 波 函 数 ， 
$68 类 和 氢 能 级 
柱 定 斋 方 程 能 够 精确 解 出 的 唯一 原子 ,就 是 一 切 原子 中 最 简单 的 氨 原 子 . 氧 
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原子 以 及 只 含 一 个 电子 的 离子 He" ,Li**,…, 它 们 的 能 级 是 由 玻 尔 公式 
(36. 10) 给 出 的 : 
Bl (68.1) 
2 让 (1 +mXM) nn 
式 中 的 Ze 是 原子 核 的 电荷 ,M 是 核 质量 ,mm 是 电子 的 质量 .注意 ,这 里 与 核 质量 
的 关系 是 极 弱 的 . 
(68.1) 式 没有 计 及 任何 相对 论 效应 .在 这 样 的 近似 下 ,存在 着 $ 36 中 提 到 
过 的 氧 原子 特有 的 附加 (偶然 ) 简 并 : 主 量子 数 ” 给 定时 ,能 量 不 依赖 于 轨道 角 
动量 /. 
其 它 原 子 中 也 存在 着 类 似 于 氧 原 子 性 质 的 态 . 我 们 所 指 的 是 那样 一 些 高 激 
态 , 态 中 的 一 个 电子 具有 很 大 的 主 量子 数 , 从 而 基本 上 是 远离 原子 核 的 . 在 某 
ee 1 的 “原子 实 " 的 库仑 场 中 运动 . 
但 是 这 样 算 出 的 能 级 值 未 免 过 于 粗糙 了 一 些 : 有 必要 加 进 一 个 修正 ,以便 计 及 在 
近 上 距离 内 势 场 与 纯 库 仑 场 的 差别 . 这 个 修正 的 性 质 ， 人 
定 的 . 
由 于 量子 数 很 大 的 态 都 是 准 经 典 的 ,它们 的 能 级 可 以 用 玻 尔 - 索 未 非 量子 
化 规则 (48.6) 式 求 出 . 近 核 ( 远 小 于 “轨道 半径 ” ) 处 的 场 与 库仑 场 的 差别 ,形式 
上 可 通过 修改 r=0 处 的 波 函 数 边 界 条 件 来 加 以 考虑 . 这 就 使 得 径 向 运动 量子 化 
条 件 中 的 y 常数 值 有 所 改变 . 由 于 这 个 条 件 的 其 它 方面 保持 不 变 , 因 此 可 得 出 结 
论 : 所 得 的 能 级 表 式 与 氧 原子 的 差别 ,只 在 于 把 径 量 子 数 或 主 量 子 数 n 改 成 
n+A4,, 其 中 的 4, 为 某 一 常数 ( 称 为 里 德 伯 修正 ): 
me” 1 
一 A (68.2) 
里 德 伯 修 正 ( 按 定义 ) 与 n 无关 ,但 它 当 然 是 受 激 电子 的 角 量 子 数 1 的 孙 
数 ( 我 们 已 把 ! 取 作 A4 的 下 标 ) ,同时 也 是 整个 原子 的 角 动 量 L 上 和 5S 的 函数 . 当 
L 和 5 给 定 以 后 ,A, 随 着 1 的 增 大 而 很 快 地 减 小 .1 愈 大 ,该 电子 在 原子 核 附 近 
所 耗 的 时 间 愈 短 ,因此 当 ! 增 大 时 , 它 的 能 级 一 定 会 愈 来 您 接近 于 氧 原 子 的 能 
级 山 . 


导 题 
对 远离 原子 实 的 一 个 电子 , 试 求 其 s 态 类 氢 波 函数 的 渐 近 表 式 . 
@ 为 举例 起 见 ,我们 给 出 氮 原 子 高 激发 态 里 德 伯 修正 的 实验 值 . 氨 原 子 的 总 自 旋 值 可 以 是 S=0 
和 1 ,而 在 所 考虑 的 态 内 ,总 轨道 角 动 量 了 上 与 受 激 电 子 的 角 动 量 1 相等 ( 另 一 个 电子 处 于 1s 态 ). 各 个 里 


德 伯 修 正 为 :对 S=0:4, = -0.140,4, = +0.012,4, = -0.0022; 对 S$S=1:Ao = -0.296,A, = 
-0.068,A, = -0.002 9. 
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解 : 远 距离 处 的 场 为 U= -1《r( 用 原子 单位 ) ,所 求 的 UCr) 函数 满足 下 列 巷 
定 请 方程: 


y+ 9 / + =0， 


其 中 k= V21E1. 试 令 解 的 形式 为 由 = 常数 xre “, 并 略 去 比 y/r 衰减 得 更 快 
的 项 , 求 得 
几 = 常 数 xre le- 
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含有 一 个 以 上 电子 的 原子 , 它 的 芒 定 记 方 程 无 法 作 和 解析 解 . 因此 ,计算 原子 
能 级 及 其 定 态 波 函 数 的 各 种 近似 方法 具有 重要 意义 . 其 中 最 重要 的 方法 就 是 所 
谓 自 洽 场 法 . 这 个 方法 的 基本 思想 ,就 是 把 原子 中 的 每 个 电子 都 看 作 是 在 原子 核 
及 其 余 电子 所 构成 的 “ 自 洽 场 " 中 运动 . 

我 们 以 氮 原 子 为 例 ,并 且 只 限于 讨论 两 个 电子 都 处 于 s 态 时 的 谱 项 (= 可 以 
相同 或 者 不 同 ) ;此 时 整个 原子 也 将 处 于 S 态 . 令 y,(r,) 和 wy,(r,) 为 两 个 电子 的 
波 函 数 ; 在 s 态 中 ,它们 只 能 是 电子 到 原子 核 的 距离 r, ,m: 的 郴 数 . 整个 原子 的 波 
函数 %(mn ,rz) 是 这 两 个 函数 的 对 称 乘积 

= rT) + (Cr) yr )， (69.1) 
还 是 反对 称 乘 积 

y= (rr) -hr ) yar), (69.2) 
这 要 看 所 考虑 态 的 总 自 旋 是 $5 =0 还 是 $=1 而 定 也 .我 们 将 考虑 后 一 种 情形 ;此 
时 由, 和 ,函数 可 以 认为 是 正 交 的 @. 

现在 来 试 求 (69. 2) 形 式 的 函数 ,使 它 成 为 原子 真实 波 函 数 的 最 佳 近似 . 为 
此 目的 ,我 们 自然 要 从 变 分 原理 出 发 ,并 且 只 考虑 呈 (69.2) 形 式 的 尝试 函数 ,这 
个 方法 是 由 福 克 提 出 的 . ®@ 

我 们 知道 , 薛 定 户 方 程 可 以 从 下 列 变 分 原理 得 出 : 


由 "BwydVidV, = 极 小 值 ， 
其 附加 条 件 为 


QD SS=0 的 氨 原 子 态 通常 称 为 仲 氢 态 ,S =1 的 态 则 称 为 正 氮 访 . 

@ 由 自治 场 法 求 得 的 各 种 电子 态 波 函数 ui ,ya ,… ,一 般 说 来 ,并 不 相互 正 交 , 因 为 它们 不 是 同一 
方程 而 是 不 同方 程 的 解 . 但 是 在 (69.2) 式 中 ,在 不 改变 整个 原子 的 函数 的 条 件 下 ,我 们 可 以 把 %z 改 为 
由 和 2 = 由 2 + 常数 xyi ;适当 地 选择 这 个 常数 ,我 们 总 能 保证 次 和风 '; 正 交 . 

® B.A, 中 ok,1930， 
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由 四 | ?dy da =1, 
(积分 是 对 氮 原 子 中 两 个 电子 的 坐标 进行 的 ). 变 分 后 ,得 下 列 方程 ; 
ew: (HH-E)ydy,dy, =0. (69.3) 


因此 ,在 波 函 数 y 的 任意 变 分 下 ,我 们 就 得 到 通常 的 苹 定 滑 方程 . 在 自治 场 法 
中 ,我 们 把 (69.2) 形 式 的 代入 (69.3) 式 中 ,并 对 由, 和 y, 函 数 分 别 进行 变 分 . 
换 甸 话说 ,我 们 是 针对 (69.2) 形 式 的 各 种 由 函数 去 寻求 积分 的 极 值 ; 结 果 所 得 
的 能 量 本 征 值 及 其 波 函 数 当然 都 是 不 精确 的 ,但 却 是 能 够 表 成 (69. 2) 形 式 的 最 
佳 薄 数 . 
毛 原 子 的 哈密 顿 量 具有 下 列 形式 儿 
1 2 


tiv: 二 
i a 五 三 7 V1 六 (69.4) 


其 中 ri, 是 两 个 电子 间 的 距离 . 把 (69.2) 代 入 (69. 3 ) 进行 变 分 ,并 令 被 积 函数 内 
6y 和 8 前 的 系数 分 别 等 于 零 ,容易 得 到 下 列 方程 组 : 
[去 v: + 二 +E-H,,- G(r) | 0) + 


+[H,, + G2(7)] Wy, (7) =0， 


ee (69.5) 
[Fv + 二 + 下 -Bi -Cu(r) |y(7) + 
+[H, +Gu,(7r)IyY (7r) =0， 
其 中 的 
Galn) = {ee ay, 
刀 = fv.( -六 9 -二 ]way， a,b =1,2. (69.6) 


这 就 是 应 用 自治 场 法 最 后 所 得 的 方程 组 ;它们 只 能 用 数值 方法 求解 @. 

对 于 更 复杂 的 情形 ,也 能 用 同样 方法 导出 一 套 方程 式 . 代入 变 分 原理 积分 式 
内 的 原子 波 函 数 ,是 单 电 子 波 函 数 的 连 乘积 的 某 种 线性 组 合 . 这 种 线性 组 合 必须 
这 样 选 定 :首先 , 它 的 置换 对 称 性 必须 与 所 考虑 原子 态 的 总 自 旋 $ 一致 ,其 次 ,还 
应 和 原子 总 轨道 角 动 量 的 给 定 值 上 一 致 @. 

我 们 在 变 分 原理 中 采用 了 具有 必要 置换 对 称 性 的 波 函 数 以 后 , 它 就 自动 地 


QD 本 节 ( 包 括 例题 ) 中 都 采用 原子 单位 制 . 

四 用 自治 场 法 算出 的 轻 原 子 能 级 与 光谱 学 数据 比较 ,估计 这 种 方法 的 误差 约 为 5% , 某 些 情形 下 其 
至 更 好 些 . 但 对 复杂 原子 ,其 误差 可 能 与 相 邻 能 级 的 间 上 距 大 小 相 比拟 ,从 而 给 出 错误 的 能 级 顺序 ，“ 

鸭 关于 有 心力 场 中 多 电子 系统 波 函 数 的 一 般 构 造 方法 , 见 $ 63 中 提 及 的 工 G. Kaplan 的 书 . 
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计 及 了 原子 中 电子 间 的 交换 作用 . 如 果 我 们 略 去 交换 作用 ,并且 略 去 所 给 电子 组 
态 中 原子 能 量 与 也 的 依赖 关系 帆 就 可 以 得 到 一 套 比 较 简 单 的 方程 式 (算出 的 结 
果 自 然 要 略 善 一 些 ) . 仍 以 氨 原 子 为 例 ; 此 时 可 把 电子 波 函 数 的 方程 直接 写成 通 
常 形式 的 薛 定 刘 方 程 : 


[FV + 到 V(r) | 加 (r) =0, a=1,2. (69.7) 

式 中 的 VV 是 一 个 电子 在 核 库仑 场 以 及 另 一 电子 的 电荷 分 布 场 中 运动 时 所 具 的 
势能 

V(r,) 于 -二 + | 好 (ap)am， (69.8) 

对 克也 有 类 似 的 表 式 . 为 了 求 出 整个 原子 的 能 量 ,我 们 注意 到 ,E, + E, 之 和 中 

已 把 两 个 电子 间 的 静电 作用 计算 了 两 遍 , 因 为 这 个 静电 作用 既 在 第 一 个 电子 的 


势能 V(r) 中 出 现 ,又 在 第 二 个 电子 的 势能 V(r) 中 出 现 . 所 以 在 E, +E, 中 把 
电子 相互 作用 的 平均 能 量 去 掉 一 次 以 后 ,就 可 以 得 到 EE; 即 


E=E, +E,- [wr gr) avar,. (69.9) 
如 要 改进 这 个 简化 方法 所 得 的 结果 ,可 在 随后 进一步 考虑 交换 作用 以 及 能 
量 对 工 的 依赖 关系 ,把 它们 当 作 微 扰 来 处 理 . 
习 题 
1. 试 求 氨 原 子 和 类 和 氨 离 子 ( 具 有 两 个 电子 以 及 电荷 为 了 的 原子 核 ) 基 态 能 
量 的 近似 值 , 把 电子 间 的 相互 作用 当 作 微 扰 . 


解 :基态 离子 中 的 两 个 电子 都 处 于 s 态 . 未 受 微 扰 能 醒 值 等 于 类 所 离子 基态 


能 量 的 两 倍 ( 因 为 有 两 个 电子 ) : 
五 ( =2( - 2/2) = -2 ， 
电子 的 相互 作用 能 量 对 下 列 波 函 数 (两 个 !L =0 的 氢 原 子 波 函数 的 匀 积 ) 求 平均 : 


过 _Z ~2C r+r2) 
y= (rr) (ra) 2 ， (1) 
即 得 一 级 近似 的 修正 值 . 积分 式 
1 
E'™” = | ydV, dv 
aa 
可 按 下 式 简单 地 算出 : 
EY = 2 dV,p, | pd,, dV = 4mridr,, 


D D.R. Hartree ,1928. 
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dV, =4T7rdr,， 
此 式 是 电荷 分 布 p, = 1y,1 在 球 对 称 分 布 的 pl = ly11 场 中 的 能 量 ;dV, 的 被 积 通 
数 是 电荷 p,(r,) 在 r, <r, 的 球形 场 中 的 能 量 , 积 分 式 前 的 因子 2 考虑 了 r, >r, 位 
形 的 贡献 . 由 上 式 得 E'"” =52/8, 最 后 有 
3 


E=E MV +E "= 一 人 +2. 


对 氮 原 子 (Z =2) ,上 式 给 出 - 巨 =11《4 =2.75; 氛 原子 基态 能 量 的 实际 值 为 
-已 =2.90 原子 单位 =78.9 eV. 

2. 用 变 分 法 求解 上 题 ,把 波 函 数 近 似 地 表 成 两 个 带 有 有 效 核电 荷 的 氨 原 子 
波 函 数 的 乘积 . 

解 :我 们 来 计算 下 列 积分 式 : 

wiyav,av,, 育 = (Vi+V) - 守 - 庆 + 
其 中 的 由 取 上 题 (1) 式 的 形状 ,并 把 (1) 式 中 的 Z 改 成 有 效 电 荷 Zn. 由? /ris 的 积 
分 可 按 例题 1 的 方法 算出 ;由 于 薛 定 请 方程 
( -vi -Te)y, = -52 
2 i pA 

由 Vy 的 积分 就 可 化 成 WV/r 的 积分 . 结果 得 


| yhydV, dV, = Z2 227Z + Zo 





作为 Zr 的 函数 ,这 个 表 式 当 Zr =2 - 污 时 具有 极 小 值 . 它 所 对 应 的 能 量 值 为 


5 2 
b= (2 -元 机 
对 和 氨 原 子 , 上 式 给 出 -天 =2.85. 
要 注意 的 是 ,具有 以 上 Zr 值 的 波 函 数 (1) ,不 但 对 具有 (1) 式 形状 的 所 有 函 


数 讲 来 是 最 佳 的 ,而 且 对 只 依赖 于 r +r, 的 各 种 部 数 讲 来 也 是 最 住 的 . 
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用 自治 场 法 对 原子 中 的 电荷 分 布 及 电场 进行 数值 计算 ,是 一 件 极 其 繁重 的 
工作 ,尤其 是 对 复杂 原子 . 但 是 ,对 复杂 原子 我 们 有 男 一 种 近似 方法 ,这 个 方法 的 
优点 是 简单 ;但 它 的 结果 显然 要 比 自 治 场 法 的 精度 差 很 多 . 

这 个 方法 由 所 依据 的 事实 是 这 样 的 ,在 拥有 大 量 电子 的 复杂 原子 中 ,大 多 数 
的 电子 具有 比较 大 的 主 量子 数 . 这 样 的 条 件 下 ,可 以 应 用 准 经 典 近似 . 因此 ,可 以 


D E.Fermi 和 L. Thomas ,1927， 
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对 其 中 的 单 电子 态 应 用 “ 相 空间 ”( $ 48) 的 概念 

处 于 物理 空间 dy 体积 元 内 动量 值 小 于 p 的 电子 ,对 应 的 相 空间 体积 等 于 
和 wp?av. 这 个 体积 中 的 “ 相 格 ”, 亦 即 可 能 态 的 数目 ,等 于 0428- 牧 , 这 些 态 中 的 
电子 数 在 任何 时 刻 都 不 能 超过 下 列 数值 ， 

2 4mP_ dy-_.P_dy 
3(2T) 3T 

(每 一 “ 相 格 ”中 只 能 装 进 自 施 相 反 的 两 个 电子 ). 在 基态 原子 中 ,每 一 个 dV 体 
积 元 内 的 电子 必须 填 满 ( 相 空间 内 的 ) 动量 值 从 零 直到 某 一 极 大 值 po 为 止 的 
相 格 . 此 时 ,电子 动能 在 每 一 点 都 到 尽 可 能 小 的 数值 . 如 果 把 dy 体积 元 内 的 电 
子 数 写成 ndy(n 为 电子 数 密度 ) ,那么 ,各 点 处 电子 动量 的 极 大 值 p 与 a 的 关 
系 为 





po 
3T 
在 电子 数 密度 为 n 的 地 方 ,一 个 电子 的 最 大 动能 值 因 而 等 于 
po 1 2 \ 2/3 
7 = (3 n) . (70.1) 


其 次 , 设 p(7) 为 静电 势 ,假定 它 在 无 穷 远 处 等 于 零 . 电子 的 总 能 量 为 
六 Pp? -9. 显然 ,每 个 电子 的 总 能 量 一 定 等 于 负 值 ,否则 它 会 运动 到 无 穷 远 处 去 


我 们 用 - go 代表 每 点 处 电子 总 能 量 的 极 大 值 ,go 是 一 个 正 的 常数 ;如 果 wo 不 是 
常数 的 话 ,电子 就 会 从 go 较 小 之 处 运动 到 wo 较 大 之 处 . 因此 我 们 可 写 出 





2 ==. 


=p -po, (70.2) 
把 (70. 1) 和 (70. 2) 式 等 同 起 来 , 即 得 
n = [2(9 - po) (70.3) 
TT 


这 就 是 原子 内 各 点 的 电子 数 密度 与 势能 的 关系 式 . 

p = go 时 ,密度 n 等 于 零 ; 在 p< po 的 整个 区 域内 ,显然 也 应 令 n 等 于 零 , 否 
则 (70.2) 式 将 会 给 出 负 的 动能 极 大 值 . 因此 ,方程 式 9g = po 确定 了 原子 的 边界 . 
但 是 ,在 总 电荷 为 零 的 球 对 称 电荷 分 布 的 外 面 并 不 存在 电场 . 因此 在 中 性 原子 的 
边界 上 应 该 有 wp =0. 由 此 得 出 结论 ,对 中 性 原子 讲 来 ,常数 wo 一 定 要 等 于 零 . 反 
之 ,离子 的 常数 gp, 并 不 等 于 零 . 


QD 本 节 采 用 原子 单位 制 . 
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下 面 我 们 考虑 中 性 原子 ,因而 令 we =0. 根据 静电 学 中 的 泊 松 方程 ,我 们 有 
V2p =4mn; 把 (70.3) 式 代入 这 个 式 子 , 即 得 托马斯 - 费 米 方法 的 基本 方程 : 
2 _8V2 ao 
9p = 3 一 多 。 (70.4) 
基态 原子 的 电场 分 布 是 由 上 式 的 球 对 称 解 确定 的 ,这 个 解 应 该 满足 以 下 的 


边界 条 件 :一 0 时 ,p 必须 变 成 核 库仑 场 , 即 pr 一 Z; 而 当 r 一 z 时 ,必须 有 gr 一 0. 
引进 下 式 定义 的 新 变量 x 代替 变量 >: 





es _ 1 /37 2 
r=xbZ-', de | | =0. 885, (70.5) 
并 引进 下 列 新 的 未 知 函 数 忆 x 代替 9: 
A 2 (x) 
9p(r) = (一 bp ) = bp 人 (70.6) 
我 们 得 到 方程 式 
adX _ 372 
2 We (70.7) 


其 边界 条 件 为 x =0 时 X=1 以 及 x=m%w 时 X=0. 这 个 方程 不 再 含有 任何 参量 , 因 
而 定义 出 一 个 普 适 的 x(x) 函数 . 表 2 给 出 了 (70.7) 式 数值 积分 后 所 得 的 x 本 
数值 . 

XX(%) 函数 是 单调 递减 的 ,并 且 只 在 无 穷 远 处 等 于 零 中 . 换 句 话说 ,托马斯 - 
费 米 模型 中 的 原子 并 不 存在 边界 ,形式 上 延伸 到 无 穷 远 处 . 

导数 x'(r) 在 r=0 处 的 值 等 于 x'(0) = -1.59. 因此 当 x 一 0 时 XxX(%*) 函数 具 
有 XY 兰 1 -1.59x 的 形式 ,相应 的 势 p(r) 为 : 


yp(r) 振 = 二 -1， 807Z…. (70.8) 


第 一 项 是 核 场 的 势 ,第 二 项 是 电子 在 原点 的 势 (通常 的 单位 制 中 为 -1. 80me 及 . 
2 ),. 把 (70.6) 代 入 (70.3) 中 ,可 得 电子 数 密度 的 下 列表 式 ， 


n=2nf( 到 - f(x) -2 (x) . (70.9) 


% 


QD 在 通常 的 单位 制 中 ， 
网 r213 me 2 
P(r)= i 885 让 ) 
人 @ 方程 (70.7) 具 有 一 个 精确 解 Y(x) = 144z -> , 它 在 无 穷 远 处 等 于 零 ,但 是 不 满足 x=0 处 的 边界 


条 件 . 它 可 以 当 作 X(x) 函数 在 x 值 很 大 时 的 一 个 渐 近 式 . 这 个 表 式 只 有 当 x 值 很 大 时 才能 给 出 很 好 的 精 
确 值 ,可 是 ,托马斯 - 费 米 方程 在 远 虐 离 处 一 般 讲 来 不 再 通用 (网 后 ). 
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表 2 X(x) 函 数 的 值 





我 们 看 到 , 按 托马斯 - 费 米 模型 ,不 同 原子 中 的 电荷 密度 分 布 是 相似 的 ,并 
以 Z- 为 特征 长 度 (在 通常 的 单位 制 中 为 大 /me 2Z'”, 即 玻 尔 半径 除 以 Z“). 如 
果 以 原子 单位 量度 距离 ,那么 ,电子 数 密度 达到 最 大 值 的 那个 距离 对 所 有 的 Z 
都 是 一 样 的 . 因此 可 以 这 样 说 ,原子 序 为 2Z 的 原子 中 大 多 数 的 电子 与 原子 核 的 
距离 约 为 2" 的 数量 级 . 数值 计算 表明 ,原子 中 电子 总 电荷 的 一 半 处 于 半径 为 
1. 33Z -全 的 球 内 . 

同样 的 考虑 表明 ,原子 中 电子 的 平均 速度 (与 能 量 的 平方 根 同一 数量 级 ) 约 
为 2 的 数量 级 , 

托马斯 - 费 米 方程 在 远离 原子 核 以 及 靠近 原子 核 处 都 不 能 适用 . 它 在 近 距 
离 处 的 适用 范围 ,由 不 等 式 (49. 12) 所 限制 ;距离 更 小 时 , 准 经 典 近 似 在 核 库仑 
场 内 不 再 成 立 . 令 (49. 12) 式 中 的 a =2Z, 我 们 求 得 距离 7 的 下 限 为 1/2Z. 在 复杂 
原子 中 , 当 r 很 大 时 准 经 典 近 似 也 不 能 成 立 . 容易 证 明 , 当 rr~1 时 ,电子 的 德 布 
罗 意 波长 与 距离 本 身 成 为 同一 数量 级 , 准 经 典 条 件 无 疑 遭 到 破坏 . 这 一 点 ,由 佑 
计 (70.2),(70.4) 式 各 项 之 值 可 以 确信 ;实际 上 ,由 于 (70.4) 式 不 含 Z, 这 个 结 
论 无 需 计 算 就 能 明显 看 出 来 . 
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由 此 可 见 ,托马斯 - 费 米 方程 的 适用 范围 ,局 限 在 大 于 1/2Z 和 小 于 1 的 距离 
内 .事实 上 在 复杂 原子 中 , 绝 大 多 数 的 电子 实际 上 都 是 处 于 这 个 适用 范围 内 . 

后 一 种 情况 表明 ,托马斯 - 费 米 模型 中 原子 的 “外 边界 "位 于 r~1 处 ,也 就 
是 原子 的 线 度 并 不 依赖 于 Z. 与 此 相应 ,外 电子 的 能 量 亦 即 原 子 的 电离 势 也 与 Z 
无 关山 . 

借助 于 托马斯 - 费 米 方法 ,可 以 算出 总 的 电离 能 五 , 即 移 掉 中 性 原子 内 全 部 
电子 所 必需 的 能 量 . 为 此 目的 ,我 们 有 必要 算出 具有 托马斯 - 费 米 分 布 的 原子 内 
电荷 的 静电 能 ;我 们 所 求 的 总 能 量 等 于 这 个 静电 能 的 一 半 ,因为 在 按 库 仑 定律 作 
用 的 多 粒子 系统 中 , 它 的 平均 动能 等 于 平均 势能 的 - 1M2( 根 据 位 力 定 理 , 见 《 力 
学 》, $10).E 和 2 的 依赖 关系 可 以 根据 以 下 的 简单 考虑 事先 确定 :在 电荷 为 Z 
的 核 场 内 运动 的 Z 个 电子 ,在 与 核 的 平均 距离 为 2-“ 处 的 静电 能 ,与 Z x 2/ 
Z- ”=2 成 正比 . 数值 计算 的 结果 为 E =20.82Z" eV. 这 个 对 Z 的 依赖 关系 与 
实验 数据 很 符合 ;可 是 系数 的 经 验 值 接近 于 16. 

我 们 已 经 提 到 过 ,常数 wo 取 不 等 于 零 的 正 值 时 对 应 于 电离 原子 . 如 果 我 们 
通过 p -go =2X/r 来 定义 xX 函数 ,所 得 的 y 方程 就 和 原先 的 (70. 7) 式 相同 . 但 
是 ,我 们 现在 感 兴趣 的 不 是 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 中 性 原子 那样 的 解 , 而 是 在 有 限 
值 x = xo 处 等 于 零 的 解 ; 这 样 的 解 ,对 任意 一 个 ‰ 值 讲 来 ,都 是 存在 的 . 在 x = yx 
点 处 ,电荷 密度 和 x 一 起 等 于 零 ,但 是 势能 仍 保持 有 限 值 . xo 值 可 按 以 下 方式 与 


电离 度 相 联系 . 按照 高 斯 定理 ,半径 为 > 的 球 内 的 总 电荷 等 于 -me = Z[X(x) - 
M'(x) ] ,把 =。 代 和 人 上 式 , 即 得 离子 的 总 电荷 3 由 于 X(xz) =0, 故 
z= -ZrxoY' (xo). (70. 10) 
图 23 中 的 粗 长 曲线 代表 中 性 原子 的 x(*) 曲线 ;这 条 曲线 的 下 面 是 两 条 电离 度 
不 同 的 离子 的 曲线 . 图 中 的 z/2 值 等 于 “ = 和 处 曲线 的 切线 在 纵 轴 上 的 截 距 
(70.7) 式 尚 有 任何 处 都 不 等 于 零 的 解 ;这 些 解 在 无 穷 远 处 是 发 散 的 . 它 可 
看 作对 应 于 负 的 常数 po 值 . 图 23 中 也 画 出 了 两 条 这 样 的 x(x) 曲线 ;它们 位 于 中 
性 原子 的 曲线 之 上 . 在 曲线 的 x=% 点 处 我 们 有 
x(%1) -XXX (x) =0, (70.11) 
在 *<x, 的 球 内 总 电荷 等 于 零 (在 图 上 ,这 一 点 显然 就 是 切线 通过 原点 的 那个 
点 ). 如 果 在 点 处 把 曲线 截断 ,我 们 就 定义 了 一 个 界面 电荷 密度 不 等 于 零 的 中 
性 原子 的 Y(z). 在 物理 上 ,这 相当 于 束缚 在 某 一 给 定 有 限 体积 内 的 “压缩 " 原 


中 ”当然 ,这 个 模型 不 能 反映 元 素 周 期 表 内 出 现 的 原子 线 度 及 其 电离 势 对 2 的 周期 性 依赖 关系 . 此 
外 ,经 验 数据 还 表明 , 当 Z 增 大 时 ,原子 线 度 缓慢 而 稳定 地 增长 ,同时 电离 势 减 小 . 
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图 23 


托马斯 - 费 米 方程 没有 计 及 电子 间 的 交换 作用 . 这 种 作用 的 效应 要 比 Z-22 
小 一 个 数量 级 . 因此 ,在 托马斯 - 费 米 方法 中 计 及 交换 作用 时 ,还 需 同 时 计 及 同 
一 数量 级 的 其 它 各 种 效应 . @ 
习 题 


试 求 托马斯 - 费 米 模型 的 中 性 原子 中 电子 间 静 电 作用 能 量 与 电子 和 核 相 互 
作用 能 量 间 的 关系 ， 
解 : 电 子 所 产生 的 场 势 p。 可 以 从 总 势 p 中 减 去 核 势 Z/T 而 得 到 .因此 ,电子 
间 的 相互 作用 能 量 为 
Z 


1 n ] 
U. = -|v.ndv = dy -3 | pndy= 


_2Z n (3mT)™ 
~ 2 | a 4 J a 
[我 们 已 用 (70.3) 式 以 nn 表达 pj. 另 一 方面 ,电子 与 核 的 相互 作用 能 UV, 和 它们 
的 动能 了 等 于 
nn 
U, = -2 | 地 dr， 
车 p’ _3(37" 273 
r=2 | 号 mp dpdy = 一 Jedr， 
把 这 些 表 式 与 前 式 比 较 , 得 关系 式 
@ 这 种 方法 对 研究 高 度 压缩 物质 的 物 态 方程 可 能 有 用 处 . 


加 这 已 由 A. C. Komnameiu,E.C. Tlapnoscxwih, (RIT®D3]1 ,927 ,1956) 和 1. A. Kupxanut RSTOD32, 
115 ,1957) 作 出 . 
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1 5 
U.. Ss -FU -6 


同时 ,按照 位 力 定理 ( 见 《力学 》$ 10) ,对 按 库仑 定律 相互 作用 的 多 粒子 系统 而 
言 , 我 们 有 27 = -~ = 0 Us 结果 得 


1 
U. -Ue 


$71 近 核 处 的 外 电子 波 函 数 


我 们 已 经 看 到 ,根据 托马斯 - 费 米 模型 ,复杂 原子 (2 很 大 ) 中 的 外 电子 主 
要 处 于 离 核 r ~ 1 的 距离 处 @. 但 是 ,原子 的 很 多 性 质 主要 取决 于 原子 核 附近 的 
电子 密度 ;我 们 将 在 $72 和 $ 120 中 考虑 这 些 性 质 . 为 了 确定 这 个 密度 的 数量 
级 ,我 们 来 追究 从 远 距离 (+ ~ 1) 变 到 近 虐 离 时 ,原子 内 电子 波 函 数 消 (>) 的 
变化 . 

在 r~1 的 区 域内 , 核 场 受到 其 余 电 子 的 屏蔽 ,因而 势能 

U(r) -二 -1 
这 个 场 内 电子 能 级 的 能 量 值 ~1. 在 电荷 为 Z 的 场 内 , 当 距 离 具有 玻 尔 半径 的 
数量 级 "~ 也 时 , 核 场 可 以 看 成 是 未 屏 项 的 :0 = -之 . 在 过 滤 区 域 1/Z <<r <<1 


内 ,势能 101 已 比 电 子 能 量 E 大 很 多 ,并 且 条 件 
dl d 1 








drp drVioT 5 
(p 为 动量 ) 得 以 满足 ,因此 电子 的 运动 是 准 经 典 的 . 球 对 称 的 准 经 典 波 函 数 为 
|y(7r)| ~ 2 当 上 <<r <<1 时 . (71.1) 


-ro 2 
式 中 系数 的 数量 级 ( ~1) 是 由 r~1 时 ~1 的 波 孙 数 “ 衔接 ”条件 确定 的 . 

r~1/2 时 ,根据 (71.1) 式 (把 U= -Zr 代入 式 中 ) 的 数量 级 , 即 得 近 核 处 
的 波 函 数 的 值 :四 


y ( 志 ) -vZ， (71.2) 


根据 有 心力 场 内 的 波 函 数 一 般 性 质 (§32), 当 距离 进一步 减 小 时 ,y(r) 或 者 在 
数量 级 上 保持 为 常数 (对 * 电子 ) ,或 者 开始 减 小 ( 当 Ll0 时 ). 


QD 在 这 一 节 内 ,我 们 采用 原子 单位 . 
@ 为 了 求 出 此 式 中 的 系数 ( 当 r~1I 区 域内 的 波 函 数 为 已 知 时 ) , 尚 需 利 用 > 大 172 区 域内 的 
(36.25) 式 . 
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电子 处 于 r< 志 区 域内 的 概率 为 


1 
w~ lylr ~ (71.3) 


当然 ,(71.2) ,(71.3) 式 只 确定 了 这 些 量 随 2 值 的 增 大 而 作出 的 系统 性 变 
化 ,并 没有 计 及 从 一 个 元 素 过 渡 到 下 一 个 元 素 时 的 非 系统 性 变化 . 
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关于 电子 相对 论 性 相互 作用 的 公式 推导 ,属于 本 教程 下 一 卷 的 内 容 ( 见 第 
四 卷 , 833 和 §83). 这 里 只 把 与 原子 谱 项 有 关 的 效应 做 一 些 一 般 介绍 . 我 们 发 
现 , 原 子 哈密 顿 量 中 的 相对 论 项 可 以 分 成 两 类 ,其 中 的 一 类 含有 粒子 自 旋 算 符 的 
线性 项 , 另 一 类 则 包含 它 的 二 次 项 . 前 一 类 相当 于 电子 轨道 运动 和 它 的 自 旋 间 的 
相互 作用 ( 称 为 自 旋 轨道 作用 ), 后 一 类 相当 于 电子 自 旋 间 的 相互 作用 ( 自 旋 - 
自 旋 作 用 ). 这 两 类 相互 作用 ,相对 于 v/c 而 言 ( 电 子 速 度 与 光速 之 比 ) ,具有 相 
闻 的 数量 级 (二 级 的 ) ;但 在 实际 上 , 自 旋 轨道 作用 在 重 原 子 中 远 超过 日 旋 - 目 
旋 作 用 . 这 是 因为 自 旋 轨道 作用 随 着 原子 序 Z 的 增 大 而 迅速 增 大 ,然而 目 旋 间 
作用 基本 上 不 依赖 于 Z( 见 后 ). 

自 旋 轨 道 作 用 的 算 符 形式 为 

六 = 》 4。. 8 (72.1) 


( 区 是 对 原子 中 的 所 有 电子 求 和 ) , 式 中 的 5. 是 电子 自 旋 算 符 ,4。 是 某 种 “ 轨 


道 " 算 符 , 也 就 是 作用 在 坐标 函数 上 的 一 个 算 符 . 在 自治 场 近似 中 ,4, 算 符 与 电 
子 轨道 角 动 量 算 符 亏 成 正比 ,此 时 可 把 六 ,写成 
V, = Ya 7 “3 ， (72.2) 
求 和 式 中 的 系数 可 以 通过 自治 场 中 的 电子 势能 U(r) 表 成 如 下 的 形式 : 
#* dU(r.) 
Q, amr dr (72.3) 
由 于 | V(r) | 随 + 的 增 大 而 减 小 ,所 有 的 a。 >0. 
把 相互 作用 (72. 1) 看 作 微 扰 时 ,为 了 计算 其 能 量 , 我 们 必须 把 它 对 未 扰 态 
求 平均 . 这 个 能 量 的 主要 贡献 此 时 来 自 近 核 区 ,对 电荷 为 Ze 的 核 , 这 个 区 域 的 距 


离 具有 玻 尔 半径 ( ~ 二 ) 的 数量 级 . 在 这 区 域内 , 核 场 几乎 不 受 屏蔽 ,因而 势 
能 为 


级 
me 


2 
e 2 
U(r) 2 一 i 
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于 是 

处 也 4 1 ea21ne“ 
?er | (ee 天 。 

上 式 乘 以 核 附近 发 现 电 子 的 概率 zw 即 得 a 的 平均 值 . 按照 (71.3)w ~2Z 一 ,因此 
最 后 求 得 电子 的 自 旋 轨道 相互 作用 能 为 





这 就 是 说 , 它 和 原子 内 的 外 电子 的 基本 能 量 ( - me4/ 记 ) 相差 一 个 ( Zezv/jic)? 因 
子 . 这 个 因子 随 着 原子 序 的 增长 而 迅速 增长 ,对 于 重 原子 达到 1 的 数量 级 . 

算 符 (72.2) 对 电子 未 扰 态 的 具体 平均 是 分 两 步 进 行 的 . 第 一 步 , 先 对 总 角 
动量 和 总 自 旋 的 绝对 值 给 定 为 二 和 8 但 其 方向 不 确定 的 那些 电子 态 求 平均 . 记 
经 过 这 样 的 平均 以 后 还 是 一 个 算 符 ,但 是 这 个 算 符 现在 不 是 通过 单个 电子 的 算 
符 表 达 出 来 ,只 能 通过 标志 整个 原子 的 算 符 表达 出 来 . 这 些 算 符 就 是 友和 4. 我 
们 把 经 过 平均 以 后 的 自 旋 轨道 作用 算 符 记 作 六 ,. 它 对 5 呈 线 性 ,具有 下 列 形式 : 

V,=AS . 工 ， (72.4) 

式 中 的 4 是 标志 所 给 (未 分 裂 ) 谱 项 的 一 个 常数 , 亦 即 依赖 于 $ 和 工 但 和 原子 总 
角 动 量 J 无 关 的 一 个 常数 Q@. 

为 了 算出 简 并 能 级 (具有 给 定 的 S$ 和 工 值 ) 的 分 裂 值 ,必须 求解 算 符 (72. 4) 
的 矩阵 元 所 组 成 的 久 期 方程 . 但 在 目前 情况 下 ,我 们 早已 知道 了 使 V, 和 矩阵 呈 对 
角形 式 的 正确 零 级 近似 波 函 数 . 这 就 是 总 角 动 量 J 具有 定 值 的 状态 波 函数 . 对 这 
样 的 态 求 平均 ,相当 于 把 $ . 工 算 符 换 成 它 的 本 征 值 ,根据 普遍 公式 (31. 2), 这 
个 本 征 值 等 于 


L. S = 二 [JJ+1) -ZL(E+1) -SCS+1)]. 


由 于 上 和 5 值 对 一 个 多 重 线 的 各 个 组 分 讲 来 都 是 一 样 的 ,我 们 所 关心 的 又 只 是 
它们 的 相对 位 置 ,因此 ,可 把 多 重 分 裂 的 能 量 写成 以 下 形式 : 


ANI +1), (72.5) 


中 为 了 弄 清 这 个 算 符 的 含义 ,我 们 注意 到 ,量子 力学 中 的 平均 化 相当 于 取 某 个 合适 的 对 角 和 矩阵 元 . 
部 分 平均 化 相当 于 取 一 组 矩阵 元 ,这些 矩阵 元 对 描述 系统 状态 的 一 部 分 量子 数 讲 来 是 对 角 的 .例如 ,在 目 
前 情形 下 , 算 符 (72.2) 的 平均 相当 于 构造 一 个 矩阵 , 它 由 和 矩阵 元 《nM'LM's | Vu |nMiMs) 所 组 成 ,其 中 
Mi ,M', 和 Ms ,M's 具有 各 种 可 能 的 数值 ,但 对 其 余 量 子 数 ( 我 们 用 n 代表 这 组 量子 数 ) 则 是 对 角 的 . 与 此 


相应 ,(72.4) 中 的 5 和 工 算 符 可 以 看 作 和 矩阵 (M's | SIMs》 和 《M',|L|M) ,其 矩阵 元 已 由 (27. 13) 式 给 
出 . 在 以 后 的 某 些 处 理 中 ,同样 需要 这 种 分 步 平均 化 的 手段 . 
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两 个 相 邻 组 分 (量子 数 为 了 和 了 -1 的 组 分 ) 的 间距 因而 为 
AE, ,., =AJ, (72.6) 
这 个 公式 称 为 朗 德 间距 定 则 (1923). 

常数 4 可 以 是 正 的 ,也 可 以 是 负 的 .4 >0 时 ,多 重 能 级 的 最 低 组 分 具有 最 小 
的 J 值 , 即 J= 1L -SI1; 这 样 的 多 重 线 称 为 正 多 重 线 . 如 果 4 <0 ,多重 线 的 最 低 组 
分 则 为 J= 上 +5 的 能 级 ;这 样 的 多 重 线 称 为 倒 多 重 线 . 

如 果 一 个 原子 只 有 一 个 未 满 壳 层 ,对 这 种 原子 的 基态 讲 来 ,容易 确定 4 的 
符号 . 如 果 这 个 未 满 壳 层 中 所 装 的 电子 数 没 有 超过 一 半 , 则 按 洪 德 定 则 (8$67 ) ， 
其 中 所 装 的 个 电子 的 自 旋 相互 平行 ,使 得 总 自 旋 具 有 最 大 可 能 值 S =n/2. 把 
s。 = S/n 代 人 (72.2) 并 把 a,( 对 同一 壳 层 内 的 所 有 电子 讲 来 ,a。 是 相同 的 ) 移 到 
求 和 号 外 , 即 得 


Vs, = 9 *L, 
亦 即 4 =a/2S >0. 如 果 该 壳 层 填充 过 半 , 则 在 (72.2) 式 中 事先 加 进 一 个 对 空位 


(未 满 壳 层 中 的 空 穴 ) 求 和 之 项 ,随即 把 它 减 去 . 由 于 满 壳 层 的 V, =0, 结 果 使 VV, 
算 符 具有 只 对 空 穴 求 和 的 形式 

V, es SY al, >: 3. 
原子 的 总 自 旋 和 总 轨道 角 动 量变 成 S= - 》3, 和 了 = - 》L. 再 用 以 前 的 方 


法 , 即 得 4 = -av2S, 即 4 <0. 

根据 以 上 的 分 析 , 对 于 只 含 一 个 未 满 壳 层 的 原子 讲 来 ,可 以 得 出 一 个 简单 的 
规则 ,用 以 给 出 该 原子 的 基态 J 了 值 . 如 果 这 个 未 满 壳 层 中 的 电子 数 没 有 超过 该 壳 
层 所 能 容纳 的 最 大 电子 数 的 一 半 , 则 J= IL -SS1; 如 果 该 壳 层 超过 了 半 满 , 则 J = 
也 + 

我 们 早已 指出 过 , 自 旋 - 自 旋 作用 不 同 于 自 旋 轨 道 作 用 , 它 基 本 上 不 依赖 于 
Z. 它 是 电子 间 的 一 种 直接 作用 ,显然 不 会 包含 核 场 . 

对 自 旋 - 自 旋 作用 算 符 求 平均 ,与 (72.4) 式 相 类 似 ,得 到 的 表 式 将 是 5 的 
二 次 式 . 和 (5 . 荆 )* 都 是 5 的 二 次 式 . 前 者 的 本 征 值 与 无 关 , 不 会 给 出 谱 项 
的 分 裂 . 因此 ,可 把 它 略 去 ,而 写成 

,=B(S 大) (72.7) 

其 中 的 B 是 一 个 常数 . 这 个 算 符 的 本 征 值 中 含有 与 了 无 关 的 项 ,以 及 与 
J(J +1) 成 正比 的 项 ,最 后 ,还 有 与 了 (J+1)* 成 正比 的 一 项 . 其 中 的 第 一 项 并 不 
引起 分 裂 , 我 们 不 感 兴趣 ;第 二 项 可 以 包括 在 (72.5) 式 内 ,只 是 改变 了 一 下 常数 
4. 最 后 ,第 三 项 给 出 的 能 量 为 
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BFCT+1)’. ， (72. 8 ) 


$ 66 一 $67 中 讨论 的 原子 能 级 构造 方案 ,是 以 下 列 假定 为 基础 的 , 即 把 电 
子 的 轨道 角 动 量 相 加 成 为 原子 的 总 轨道 角 动 量 ,并 把 它们 的 自 旋 相 加 成 为 总 
自 旋 5. 我 们 早已 指出 过 ,这 种 做 法 ,只 有 当 相 对 论 效应 很 小 时 才 是 合理 的 ;更 确 
切 地 说 ,精细 结构 的 间距 必须 远 小 于 L 和 5 值 不 同 的 那些 能 级 之 间 的 间距 . 这 样 
的 近似 , 称 为 罗素 - 又 德 斯 情形 名 ,也 称 为 “LS 耦合 ”. 

但 在 实际 上 ,这 种 近似 的 适用 范围 是 有 限 的 . 轻 原子 的 能 级 是 按 LS 耦合 排 
列 的 ,但 当 原 子 序 增 大 时 ,原子 中 的 相对 论 相互 作 用 增强 起 来 ,罗素 - 桑 德 斯 近 
似 就 变 得 不 适用 了 @. 还 应 注意 的 是 ,这 种 近似 特别 不 适用 于 高 激发 的 能 级 ,此 
时 ,原子 中 的 一 个 电子 处 于 值 很 大 的 态 中 ,从 而 基本 上 远离 原子 核 ( $68). 这 
个 电子 和 其 它 运动 电子 间 的 静电 作用 比较 弱 ; 可 是 “原子 实 " 中 的 相对 论 相 互 
作用 并 不 因此 减 小 . 

在 相反 的 极端 情形 下 ,相对论 作用 远 超 过 静电 作用 (更 精确 地 说 , 远 超过 依 
赖 于 工 和 3 的 那 部 分 能 量 ). 这 个 时 候 , 我 们 不 能 把 轨道 角 动 量 和 自 旋 分 开 来 处 
理 , 因 为 它们 不 再 守恒 . 每 个 单 电子 用 它 的 总 角 动 量 j 来 标志 ,由 j 相 加 成 为 原子 
的 总 角 动 量 J. 原子 能 级 的 这 种 构造 方式 称 为 " 疼 耦 合 ". 实际 上 ,我 们 并 没有 在 
纯 态 中 碰 到 过 六 耦合 ,但 是 介 于 LS 和 六 耦合 之 间 的 各 种 耦合 方式 , 曾 在 极 重 原 
子 的 能 级 中 观测 到 多. 

还 有 一 种 独特 的 耦合 方式 , 曾 在 某 些 高 激发 态 中 观测 到 . 此 时 的 “原子 实 ” 
仍 可 处 于 罗素 - 桑 德 斯 态 中 ,也 就 是 以 L 和 5 值 为 标志 的 态 中 ,但 是 它 与 高 激发 
电子 间 的 看 合 则 是 方 型 的 ;其 原因 仍 是 由 于 这 个 电子 的 静电 作用 比较 弱 . 

氨 原 子 能 级 的 精细 结构 具有 某 些 特殊 性 . 它 将 在 本 教程 的 第 四 卷 中 作出 精 
确 计 算 ( 第 四 卷 ,§34). 这 里 只 须 指出 ,当主 量子 数 n 给 定 后 ,能 量 只 与 电子 的 
总 角 动 量 j 有 关 . 因此, 它 的 能 级 简 并 度 并 没有 完全 消除 掉 ; 对 一 个 具有 给 定 nm 
和 j 值 的 能 级 讲 来 ,就 有 轨道 角 动 量 为 1=j+1/2 的 两 个 态 ( 除 非 j 值 等 于 n- 


,这 是 n 给 定 后 的 最 大 j 值 ). 例如 ,n=3 的 能 级 分 裂 成 为 三 个 能 级 ,其 中 的 
:1 ,p 态 属于 一 个 能 级 ,p3 和 dy 态 属于 另 一 个 能 级 ,ds 则 属于 第 三 个 能 级 . 


QD H.N.Russell,F,. A. Saunders,1925. 

@@ 但 是 必须 指出 ,尽管 描述 这 个 大 合 方式 的 定量 公式 不 适用 了 ,但 按 这 种 耦合 方案 给 出 的 能 级 分 
类 ,对 较 重 的 原子 特别 是 对 它 的 那些 最 低 态 (包括 基态 ) 而 言 , 仍 可 能 有 意义 ， 

二 ”关于 各 种 帮 合 方案 及 其 定量 方面 的 问题 , 详 见 下 书 : 正 .U. Condon,G. H. Shortley; The Theory of 
Atomic Spectra ，Cambridge University Press, 1935. 
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元 素 按 原子 序 的 递增 次 序 排 列 以 后 ,呈现 出 性 质 上 的 周期 性 变化 中 ,要 阑 明 
这 种 变化 的 本 质 ,必须 研究 原子 的 各 个 电子 壳 层 逐步 被 填充 时 的 特点 . 周期 系 的 
理论 是 由 玻 尔 包 提 出 的 . 

从 一 个 原子 过 渡 到 下 一 个 原子 时 ,电荷 增加 1, 并 有 一 个 电子 添 人 壳 层 中 . 
初 想起 来 ,每 个 相继 添 入 的 电子 , 它 的 结合 能 似 应 随 原 子 序 的 增 大 而 单调 地 递 
增 . 但 实际 变化 却 完全 不 是 这 样 . 

基态 氧 原子 中 ,只 有 一 个 处 于 1s 态 的 电子 .下 一 个 元 素 氮 的 原子 中 ,添加 了 
另 一 个 1s 电子 ,可 是 氮 原 子 内 每 个 1s 电子 的 结合 能 要 比 氢 原子 内 的 电子 结合 
能 大 很 多 . 这 是 一 种 自然 的 结果 ,因为 氧 原子 内 电子 所 处 的 电场 不 同 于 添加 到 
He “离子 内 的 一 个 电子 所 处 的 电场 . 这 两 个 电场 在 远 距 处 近似 地 相同 ,但 在 近 核 
处 ,Z =2 的 He’' 离子 的 电场 则 比 Z =1 的 氨 核 场 强 得 多 . 在 锂 原子 (2Z =3) 中 ,第 
三 个 电子 只 能 填 人 2s 态 , 因 为 1s 态 中 不 可 能 同时 存在 比 两 个 多 的 电子 . 对 一 个 
给 定 的 2 值 而 言 ,2s 能 级 高 于 ls 能 级 ;但 这 两 个 能 级 都 随 核电 荷 的 增加 而 下 降 . 
但 从 2Z=2 过 渡 到 2Z =3 时 ,前 一 种 效应 是 主要 的 ,所 以 Li 原子 中 第 三 个 电子 的 
结合 能 远 小 于 氨 原 子 中 电子 的 结合 能 . 再 往 下 ,从 Be(2Z =4) 原 子 到 Ne(Z =10) 
原子 , 先 填 人 一 个 2s 电子 ,再 陆续 填 人 6 个 2p 电子 . 这 些 电 子 的 结合 能 ,由 于 核 
电荷 的 增 大 而 平均 地 增 大 . 再 下 一 个 电子 的 添 人 , 轮 到 Na(Z =11) 原 子 , 它 只 能 
填 到 3s 态 ,由 于 这 个 填 人 更 高 壳 层 内 的 效应 要 大 于 核电 荷 增 大 的 效应 ,所 以 绪 
合 能 再 次 显著 地 下 降 ， 

电子 壳 层 的 上 述 填 充 图 像 反映 了 各 元 素 构成 的 整个 系列 的 特征 . 全 部 电子 
态 可 以 分 成 若干 个 依次 被 填充 的 组 , 当 每 组 中 的 各 态 依次 被 填充 时 ,结合 能 平均 
地 增 大 ,但 当 轮 到 下 一 组 的 态 开始 被 填充 时 ,结合 能 又 显著 地 下 降 ， 

24 是 用 光谱 学 数据 绘 出 的 元 素 电离 势 ; 这 些 电离 势 确定 了 一 个 元 素 过 湾 
到 下 一 个 元 素 时 所 填 人 电子 的 结合 能 . 

各 种 不 同 的 态 按 下 列 方式 分 成 若干 个 依次 被 填充 的 组 : 


D 1,H.Menneneen,1869. 
®@ N.Bohr,1922. 
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2s ,2p…ppp 8 个 电子 

3s ,3p…p 8 个 电子 
4s,3d,4p 18 个 电子 (73.1) 
5s,4d,5p 118 个 电子 
6s,4f,5d,6p' …32 个 电子 

7s,06d ,Sf.. 


第 一 组 被 HH 和 He 填充 完毕 ;第 二 组 和 第 三 组 的 填充 相当 于 周期 表 中 的 前 两 个 
( 短 ) 周 期 ,每 个 周期 含有 8 个 元 素 . 随后 是 两 个 长 周期 ,每 个 周期 含有 18 个 元 
素 ,还 有 一 个 包括 稀土 元 素 在 内 的 长 周期 , 共 含 32 个 元 素 . 最 后 一 组 的 态 对 自然 
界 的 现 有 元 素 ( 以 及 人 造 的 超 铀 元 素 ) 讲 来 还 未 被 填 满 . 

为 了 理解 每 组 的 态 被 陆续 填充 时 元 素性 质 上 的 变化 ,指出 d 和 f 态 不 同 
于 s 和 op 态 的 下 列 特性 是 十 分 重要 的 . 对 重 原子 内 的 一 个 电子 讲 来 ,有 心力 场 
(由 静电 场 及 离心 场 相 加 而 成 ) 的 有 效 势能 曲线 ,在 原点 附近 有 一 个 急剧 的 近 
乎 垂直 的 下 降 , 降 到 某 一 很 深 的 极 小 值 后 ,再 回升 起 来 ,然后 渐 近 地 趋 于 零 . 对 
于 s 态 和 p 态 ,这 些 曲 线 的 上 升 部 分 彼此 人 靠 得 很 近 . 这 就 表明 ,这 些 态 中 的 电 
子 与 原子 核 的 距离 差不多 相等 . 反之 ,d 态 特别 是 f 态 的 曲线 要 向 左 移 得 很 多 ; 
这 些 曲 线 所 确定 的 “经 典 通 区 ”, 比 具有 同一 电子 总 能 量 的 各 s 态 和 op 态 更 为 
靠近 原子 核 . 换 句 话说 ,d 态 和 f 态 的 电子 ,大 体 上 要 比 s 态 和 op 态 的 电子 更 加 
靠近 原子 核 . 

原子 的 许多 性 质 ( 包 括 元 素 的 化 学 性 质 , 见 8$81) 主要 取决 于 电子 壳 层 的 外 
壳 层 . 从 这 一 点 讲 来 ,d 态 和 f 态 的 上 述 特点 是 非常 重要 的 . 例如 , 当 4f 态 开始 填 
充 时 ( 见 下 面 的 稀土 元 素 ) ,新 添 入 的 电子 要 比 先 填 人 的 电子 更 加 靠近 原子 核 ， 
结果 ,使 这 些 新 添 电子 对 元 素 的 化 学 性 质 差不多 不 发 生 影响 ,所 有 的 稀土 元 素 就 
有 十 分 相似 的 化 学 性 质 . 

含有 闭合 4 壳 层 和 闭合 f 壳 层 (或 者 完全 不 含 这 些 壳 层 ) 的 元 素 , 称 为 主 族 
元 素 ;d 和 f 态 正在 填充 中 的 元 素 称 为 过 渡 族 元 素 . 我 们 最 好 把 这 两 族 元 素 分 开 
来 考虑 . 

先 考虑 主 族 元 素 . 氧 和 和 氮 具 有 下 列 基 态 

',H:ls’S,,, ,He:l1s”'S, 

(化 学 符号 左下 角 的 数字 代表 原子 序 ) .其余 主 族 元 素 的 电子 组 态 见 表 3. 
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表 3 主 族 元 素 中 原子 的 电子 组 态 
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每 个 原子 的 闭合 壳 层 见 表 中 该 行 及 以 上 各 行 的 右 端 . 它 的 未 满 壳 层 的 电子 
组 态 见 同 列 之 首 ee 整个 原子 的 基态 见 表 
底 . 例如 , 铝 原子 的 电子 组 态 为 18 28 2p 3s 3p Py. 

基态 原子 的 上 和 5 值 可 按 洪 德 定 则 ( $67) 确定 (电子 的 组 态 为 已 知 ) ,J 值 
则 按 $72 中 指出 的 规则 确定 . 

情 性 气体 的 原子 (He,Ne,Ar,Kr,Xe,Rn) 在 表 中 占有 特殊 的 地 位 :每 个 原子 
正好 是 把 (73. 1 ) 中 列举 的 一 个 组 态 完 全 填 满 . 它们 的 电子 组 态 具 有 异常 的 稳定 
性 (它们 的 电离 势 在 其 所 属 的 系 内 都 是 最 大 的 ). 这 就 产生 了 这 些 元 素 的 化 学 
情 性 . 

我 们 看 到 , 主 族 元 素 中 不 同 态 的 填充 次 序 是 极 有 规则 的 :对 每 一 个 主 量子 数 
n 而 言 ,总 是 先 填 s 态 再 填 p 态 . 这 些 元 素 的 离子 的 电子 组 态 也 是 很 有 规则 的 
(直到 把 d 或 + 壳 层 中 的 电子 电离 掉 为 止 ) :每 个 离子 具有 和 前 一 个 原子 相应 的 
组 态 . 例如 ,Mg 离子 具有 Na 原子 的 组 态 ,Mg'' 离子 具有 Ne 原子 的 组 态 . 

现在 来 考虑 过 渡 族 元 素 . 3d,4d,5d 壳 层 正在 填充 中 的 元 素 分 别称 为 铁 族 ， 
甸 族 和 铂 族 元 率 . 表 4 中 列 出 了 这 几 族 元 素 的 电子 组 态 及 原子 谱 项 ,它们 是 从 光 
谱 学 数据 得 知 的 . 由 表 4 可 知 ,d 壳 层 的 填充 要 比 主 族 元 素 中 s 和 op 壳 层 的 填充 
不 规则 得 很 多 . 表 中 有 一 个 主要 特征 是 s 态 和 d 态 间 的 “竞争 ”现象 . 这 表现 于 下 
列 事实 , 当 p 增加 时 ,往往 不 按 正规 次 序 填 成 drs 组 态 ,而 出 现 d?*'s 型 或 dr“ 型 
的 组 态 . 例如 ， Cr 原子 的 组 态 是 34 4s 而 不 是 3d 4s ;在 含有 8 个 d 
电子 的 Ni 之 后 ,立刻 是 d 壳 层 被 完全 填 满 的 Cu 原子 ( 铜 原子 因此 放 在 主 族 
中 ). ee ee ih ipa pie 
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讲 来 ,与 前 一 个 原子 的 组 态 并 不 完全 一 致 . 例如 ,V' 离子 具有 3d 的 组 态 ( 不 是 
Ti 原子 的 3d*4s 组 态 ) ;Fe'! 离子 具有 3d*4s 的 组 态 (不 是 Mn 原子 的 3d’4s 组 
态 ). 我 们 可 以 指出 ,在 晶体 及 溶液 中 所 有 自然 状态 的 离子 ,它们 的 未 满 壳 层 中 
只 含 d 电子 (不 含 s 或 p 电子 ). 例如 ,晶体 或 溶液 中 找到 的 铁 离子 只 有 Fe** 和 
Fe*** ,它们 的 组 态 分 别 为 34 和 3d:. 
表 4 铁 族 , 色 族 和 铀 族 元 素 中 原子 的 电子 组 态 
族 


加 加 去 
2 
Daw 


于 族 
4d5s’ 世人 Co Cs 衬 ， a 
D,,, SD "5 了。 

















类 似 的 情况 也 出 现在 4f 壳 层 的 填充 中 ,这 些 元 素 称 为 稀土 族 元 素 ( 表 5). 
4f 壳 层 的 填充 也 是 不 太 规 则 的 ,其 特点 是 4f,35d 和 6s 态 间 的 “竞争 


@ 有 些 化 学 书 上 往往 把 Lu 也 算 在 稀土 元 素 内 . 但 这 是 不 正确 的 ,由 于 Lu 中 的 4f 膏 层 已 被 填 满 ; 因 
此 必须 按 表 4 所 示 放 在 铂 族 内 , 
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最 后 一 族 过 渡 元 素 是 从 铀 开始 的 . 与 稀土 族 元 素 相 类 似 , 钢 族 元 素 填充 着 
6d 和 5f 壳 层 ( 表 6). 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 来 讨论 一 下 托马斯 - 费 米 方法 的 一 个 有 趣 应 用 . 我 们 
看 到 ,p 壳 层 中 的 电子 首先 出 现在 第 五 号 元 素 B( 硼 ) 中 ,d 电子 首先 出 现在 Z = 
21 的 Se( 锌 ) 中 ,电子 首先 出 现在 Z =58 的 Ce( 锅 ) 中 . 这些 Z 值 可 用 托马斯 - 


费 米 方法 预言 出 来 ， SO 


钢 族 元 素 中 原子 的 电子 组 态 
四 中 本 
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6d78s- 

“Da 
第 一 项 是 托马斯 - 费 米 势 p(r) 所 措 述 的 电 扬中 的 势能 . 第 二 项 是 离心 能 ,因为 
运动 是 准 经 典 的 ,所 以 其 中 的 1(1+1) 已 改 为 {1+ 地 】. 由 于 原子 中 的 电子 总 能 
量 是 负 的 ,如 果 U,(r) 对 所 有 的 r 讲 来 都 有 U,(r) >0(2Z 和 2 为 给 定 ) ,那么 该 原 
子 中 显然 不 可 能 存在 具有 所 给 1 值 的 电子 . 如 果 固 定 1 值 而 变 Z, 我 们 发 现 , 当 Z 


值 足 够 小 时 ,实际 上 到 处 都 有 UV,(r) >0. 当 Z 值 增 大 达到 某 一 值 时 ,UVU, = UV,(7) 
曲线 开始 和 横 轴 相 接触 ;2 值 再 大 时 ,就 会 出 现 U(r) <0 的 区 域 . 因此 具有 给 定 
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中 和 8$70 一 样 ,我们 采用 原子 单位 . 


$74 XX 射线 谱 项 - 257 。 


/ 值 的 电子 首次 在 原子 中 出 现时 所 需 的 2 值 , 是 由 U,(r) 曲线 与 模 轴 相 切 的 条 件 
确证 的 ,也 就 是 由 以 下 两 式 确定 的 : 





U(r)= 一 0 二 


ER 


把 (70.6) 式 的 势 代 人 上 式 , 得 下 列 方程 : 


(x) 4 ,a 1+ 二) 
ee 
1 (73.2) 
F232 (x) XO%) 2 4) 2 

% 3T 1/ 


第 一 式 的 两 边 除 以 第 二 式 的 两 边 , 即 得 x 的 方程 式 


xXx) __l1 
X(x) x 


然后 ,用 (73.2) 的 第 一 式 求 2. 数值 计算 后 ,得 
2 =0.155$(2!+1) ， 
这 个 式 子 表 出 了 具有 给 定 1 值 的 电子 首次 在 原子 中 出 现时 的 Z 值 ; 其 误差 约 10% 
如 果 把 系数 0. 155 改 成 0.17, 可 得 很 精确 的 结果 : 
Z =0.17(2l+1)’, (73.3) 
1=1,2,3 时 ,上 式 四 舍 五 人 取 最 近 整 数值 后 , 即 得 正确 值 5,21,58.?=4 时 ， 
(73.3) 式 给 出 Z =124; 这 表明 g 电子 要 在 第 124 号 元 素 中 才能 首次 出 现 . 


874 X 射线 谱 项 


原子 中 内 电子 的 结合 能 如 此 之 大 ,以 致 当 这 样 一 个 内 电子 跃迁 到 未 满 的 外 
壳 层 中 (或 脱离 原子 ) 时 ,这 个 受 激 原 子 (或 离子 ) 相 对 子 电离 来 讲 将 处 于 力学 上 
的 不 稳定 状态 ,伴随 着 这 种 电离 ,将 发 生 电 子 壳 层 的 重建 并 形成 稳定 的 离子 . 但 
由 于 原子 中 电子 间 的 相互 作用 比较 弱 , 产 生 这 种 睹 迁 的 概率 比较 小 ,因而 激发 态 
的 寿命 7 比较 长 . 由 于 能 级 “宽度 ”fi/7 比较 小 ( 见 $44) ,我 们 就 有 理由 把 具有 
受 激 内 电子 的 原子 能 量 , 看 作 该 原子 的 一 些 “ 准 定 态 ”离散 能 级 . 这 些 能 级 称 为 
X 射线 谱 项 忠 . 


QD 这 个 名 称 的 来 源 ,是 由 于 这 些 能 级 间 的 跃迁 引起 该 原子 发 射出 射线 
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X 射线 谱 项 的 分 类 ,主要 根据 移 去 电子 的 那个 封闭 之 层 , 也 就 是 形成 “ 空 
从 ”的 那个 电子 碗 层 而 定 , 至 于 这 个 电子 究竟 移 到 了 哪 一 个 外 亮 层 ,这 对 原子 的 
能 量 几 乎 没有 什么 影响 ,因而 是 不 重要 的 . 

填 满 某 一 沈 层 的 一 组 电子 ,它们 的 总 角 动 量 等 于 零 . 去 掉 一 个 电子 以 后 ,这 


个 壳 层 获得 某 一 角 动 量 六 对 (n, 亿 壳 层 讲 来 , 角 动 量 j 显然 可 取 !+ 二 两 个 值 . 因 


此 ,所 得 的 能 级 可 以 记 作 1s ,2sis2P1 ,2p3n，… ,其 中 的 7 值 是 作为 下 标 附 记 在 
指示 空 穴 所 在 的 字母 下 的 .但 在 习惯 上 ,常用 以 下 的 专门 记号 代表 这 些 能 级 : 

lsyp, 28n, 2piy2, 2Pp3n, 38p, 3piz, 3p3an, 3d, 3ds,**" 

I E 区 1 1 Ma My Mv… 

n =4,5 ,6 的 能 级 相应 地 用 N,0,P 等 字母 标记 之 . 

n 值 相同 的 那些 能 级 彼此 靠 得 很 近 ( 用 同一 大 写字 母 标 记 之 ) ,而 与 不 同 
n 值 的 那些 能 级 远离 . 其 原因 在 于 这 些 内 电子 离 核 相 对 来 说 较 近 ,电子 所 处 的 场 
差不多 是 未 屏蔽 的 核 场 . 与 此 相应 ,它们 的 态 是 “类 和 氢 "“ 态 ,它们 的 能 量 在 一 级 近 
似 中 等 于 -2 /2n (用 原子 单位 ) ,也 就 是 只 和 壮 有 关 . 考虑 了 相对 论 效 应 以 后 ,/ 
值 不 同 的 谱 项 就 彼此 分 开 ( 参 阅 8 72 关于 和 氢 原 子 能 级 精细 结构 的 讨论 ) ,例如 ， 
Li ,Li 与 Lr 分 开 ;M1 ,Mi 与 My ,Mrv 分 开 . 这 样 的 一 对 能 级 称 为 相对 论 双 线 .7 
值 相同 i 值 不 同 的 谱 项 (例如 Li 和 Ly ,M1 和 M1) ,它们 的 分 裂 是 由 于 内 电子 所 
处 的 场 已 与 核 库仑 场 有 所 不 同 ,也 就 是 这 时 计 及 了 该 电子 与 其 它 电子 的 相互 作 
用 . 这 样 的 一 对 能 级 称 为 屏蔽 双 线 . 其 余 电子 在 核 附近 产生 的 势 是 电子 "类 和 毛 " 
能 量 的 主要 修正 项 , 它 与 2 7 成 正比 [ 见 (70.8)]. 但 由 于 这 个 修正 项 既 和 无 
关 , 也 和 i 无 关 , 它 并 不 影响 到 能 级 间距 , 因此 ,能 级 差 的 主要 修正 项 来 自 一 个 电 
子 与 其 邻近 电子 间 的 相互 作用 . 由 于 内 电子 间 的 间距 > ~ 1/Z( 在 电荷 为 Z 的 场 
内 的 玻 尔 半径 ) ,上 述 作 用 的 能 量 为 ~ 1/r ~ 2. 考 虚 了 这 个 修正 后 ,在 同样 的 精 
度 内 ,可 以 把 X 射线 谱 项 的 能 量 写作 - (2Z -6) /2n ,其 中 的 5=5(n,1) 是 一 个 
比 Z 小 很 多 的 量 ,可 看 作 核电 荷 的 屏蔽 值 . 

除了 电子 壳 层 内 一 个 “ 空 穴 " 的 X 射线 谱 项 外 ,也 可 能 存在 两 个 和 三 个 “ 空 
穴 ” 的 谱 项 . 由 于 内 电子 的 自 旋 轨道 作用 很 强 , 故 空 穴 的 相互 耦合 为 六 耦合 . 

X 射线 谱 项 的 宽度 取决 于 重建 电子 壳 层 从 而 填充 该 空 穴 的 各 种 可 能 过 程 的 
总 概率 . 在 重 原子 中 ,最 重要 的 过 程 是 空 穴 从 所 给 这 层 跃迁 到 更 高 党 层 ( 也 就 是 
电子 相反 的 有 跃迁) ,从 而 辐射 出 X 射线 光量 子 的 过 程 . 这 种 “辐射 "跃迁 的 概率 
(及 其 所 对 应 的 那 部 分 能 级 宽度 ) 随 着 原子 序 的 增 大 而 极 快 地 增长 ( 约 正比 于 
2 ) ,但 对 给 定 的 Z 则 随 跃 迁 能 级 的 增高 而 减 小 . 

对 于 较 轻 原子 (和 较 高 能 级 ) ,无 辐射 跃迁 占有 重要 的 甚至 优势 的 地 位 ,此 
时 空 穴 被 更 高 能 量 的 电子 所 填补 , 它 所 释放 的 能 量 ,可 以 把 原子 中 的 另 一 个 内 电 
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子 剥 离 出 去 ( 称 为 俄 软 效应 ) ,此 过 程 的 结果 ,使 该 原子 处 于 具有 两 个 空 穴 的 态 
中 . 这 个 过 程 的 概率 及 其 所 贡献 的 那 部 分 能 级 宽度 ,在 一 级 近似 (相对 于 1/2) 下 
与 原子 序 无 关山 (参阅 例题 ). 


习 题 


当 原 子 序 足够 大 时 , 求 处 射线 谱 项 的 俄 歌 宽度 依赖 于 原子 序 的 极限 定律 . 
解 : 俄 歌 跃 迁 概率 与 下 列 和 矩阵 元 的 平方 成 正比 : 
M = | VgadV dy,, 

其 中 的 由 由 和 由 '1W' ,是 参与 跃迁 过 程 的 那 两 个 电子 的 初 末 态 波 函 数 ,而 V=e/ 
rz 是 它们 的 相互 作用 能 量 . 当 Z 足够 大 时 ,内 电子 的 波 函 数 可 看 成 类 和 氨 波 池 数 ， 
并 可 略 去 其 余 电子 对 核 场 的 屏蔽 (在 原子 内 部 对 积分 式 用 有 贡献 的 那个 区 域 
内 ,电离 电子 的 波 函 数 也 是 类 舞 的 ). 如 果 把 所 有 的 量 表 成 库仑 单位 (常数 a = 
Ze , 见 836) 后 ,再 进行 计算 , 则 在 积分 式 M 内 依赖 于 Z 的 唯一 量 是 了 = 1XZr，， 
因而 M~1/2Z. 跃迁 概率 以 及 能 级 的 俄 歌 宽度 AE 将 和 2“ 成 正比 . 化 回 到 通常 
单位 制 ( 能 量 的 库仑 单位 是 -2Z me [六 ) 中 ,可 知 AE 与 Z 无 关 . 
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经 典 理论 中 ,多 粒子 系统 的 电学 性 质 是 用 它 的 各 种 不 同 量 级 的 多 极 和 矩 描述 
的 ,这 些 多 极 矩 通过 各 个 粒子 的 坐标 及 电荷 表达 出 来 . 量子 理论 中 ,这 些 量 的 定 
义 在 形式 上 和 经 典 定义 相同 ,但 是 现在 必须 把 它们 看 作 算 符 . 

第 一 个 多 极 抢 是 偶 极 矩 ,其 定义 为 下 列 矢量 : 


d = >》 er， 
式 中 对 所 有 粒子 求 和 ,为 简洁 计 , 略 去 了 代表 粒子 编号 数 的 下 标 . 这 个 算 符 的 矩 
阵 ,和 任 一 极 矢量 的 抢 阵 一 样 ( 见 8$30), 只 有 宇 称 相 蜡 的 状态 之 间 的 跃迁 矩阵 
元 才 不 等 于 零 . 所 有 的 对 角 和 抢 阵 元 因而 都 等 于 零 . 换 句 话说 , 任 一 多 粒子 系统 
(例如 一 个 原子 ) 的 偶 极 矩 ,在 定 态 中 的 平均 值 都 等 于 零 @. 
对 ! 为 奇数 的 所 有 2 极 矩 讲 来 ,以 上 结论 显然 也 是 成 立 的 . 这 种 多 极 矩 的 各 
个 分 量 是 坐标 的 ! 次 ( 奇 次 ) 多 项 式 ,它们 和 一 个 极 矢量 的 分 量 一 样 , 当 坐 标 反 演 


@ 举例 来 说 ,K 能 级 的 俄 葡 宽度 约 为 1 eV ,更 高 能 级 的 俄 软 宽度 可 达 ~ 10 eV， 

四 为 避免 误解 起 见 ,我 们 着 重 指出 ,这 里 所 指 的 是 封闭 的 多 粒子 系统 ,或 在 球 对 称 外 电场 中 的 多 粒 
子 系统 ,举例 来 说 ,如 果 把 原子 核 看 作 是 “固定 ”的 ,那么 ,上 述 论 断 对 原子 中 的 多 电子 系统 讲 来 是 成 立 的 ， 
但 对 分 子 中 的 多 电子 系统 讲 来 并 不 成 立 ， 

我 们 还 假定 ,除了 总 角 动 量 的 方向 简 并 以 外 ,不 存在 其 它 的 附加 (“偶然 ”) 能 级 简 并 . 否则 就 会 构造 
出 没有 确定 字 称 的 定 态 波 函 数 ,它们 的 偶 极 和 矩 对 角 矩 阵 元 不 一 定 等 于 零 . 
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时 ,要 变 一 个 符号 . 因而 适用 同样 的 宇 称 选 择 定 则 . 

系统 的 四 极 矩 定义 为 下 列 对 称 张 量 : 

Qj = >》e(3xx - ur), (75.1) 

它 的 对 角 项 之 和 等 于 零 . 要 计算 四 极 矩 在 系统 (譬如 说 原子 ) 某 态 中 的 值 ， 
(75. 1 ) 式 的 算 符 需要 对 相应 的 波 函 数 求 平均 . 这 种 平均 最 好 分 两 步 进行 (参考 
§ 72). 

我 们 用 0 代表 对 总 角 动 量 给 定 为 / 值 (但 不 是 对 它 的 分 量 值 M,) 的 各 个 电 
子 态 求 平均 后 所 得 的 四 极 矩 算 符 . 

这 个 平均 后 的 算 符 ,必须 能 用 描述 整个 原子 状态 的 物理 量 算 符 表达 出 来 ,这 
样 的 算 符 只 有 “矢量 ”J. 因此 Oi 必 呈 下 列 形式 : 


5 _ 30 $2 ++ 2 
Qa =370377 -1 (7 + J 5 产 5u ) ， (75.2) 


括号 内 的 表 式 是 这 样 构成 的 ,使 它 对 称 于 下 标 i 各 并且 缩 并 后 等 于 零 ; 关 于 系 
数 0 的 含义 留 在 以 后 说 明 . 式 中 的 各 个 J , 算 符 , 应 该 理解 成 为 我 们 所 熟知 的 各 
个 了 和 矩阵 (8$27 和 §54) , 它 是 由 MM, 值 不 同 的 各 个 态 构 成 的 . 算 符 了 ?当然 可 用 它 
的 本 征 值 J(J+1) 来 代 圭 . 

由 于 角 动 量 了 的 三 个 分 量 不 能 同时 具有 定 值 ,对 张 量 0,, 的 各 个 分 量 讲 来 情 
况 也 是 这 样 . 对 于 0, 分 量 ,我 们 有 


0.=72 (FF-3), 


= “727 -1) 
在 于 =J(J+1) 和 J,=M, 的 态 中 ,0, 也 具有 定 值 : 
Q, = -7 - 31(7+1)]. (75.3) 


当 Mi =J 时 ( 当 角 动量 "完全 " 沿 : 轴 方向 时 ) ,我 们 得 0。= 0; 这 个 0 通常 简称 
为 四 极 算 . 

J =0 时 ,所 有 的 角 动 量 矩 阵 元 等 于 零 , 因 此 (75.2) 式 的 算 符 也 等 于 零 . 这 个 
算 符 当 J = 方 时 也 恒 等 于 零 . 这 是 因为 凡是 了 = 的 角 动 量 分 量 矩 阵 都 等 于 
(55.7) 式 的 泡 利 短 阵 . 把 它们 代 和 人 (75. 2) 式 直接 相 乘 后 即 能 证 明 这 一 点 

上 述 情况 不 是 偶然 的 ,而 是 下 列 普遍 规则 的 一 个 特例 :2' 极 矩 张 量 (1 为 偶 
数 ) 只 对 系统 总 角 动 量 


J> 卫 1 (75.4) 


的 态 才 不 等 于 零 . 2 极 矩 张 量 是 一 个 1 秩 不 可 约 张 量 ( 见 《 场 论 》, $41) ,条件 
(75.4) 来 自 这 种 张 量 的 矩阵 元 的 角 动 量 选择 定 则 , 亦 即 其 对 角 矩 阵 元 不 等 于 零 
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的 条 件 ( $ 107), 我 们 早已 指出 , 宇 称 选择 定 则 要 求 ! 必须 是 偶数 ， 

应 该 注意 的 是 , 电 多 极 卸 都 是 一 些 “ 轨道 " 量 ; 它 们 的 算 符 中 不 含 目 旋 算 符 ， 
因此 ,如 能 略 去 自 旋 轨道 作用 ,使 得 L 和 S$ 分 别 守 便 ,那么 ,多 极 矩 矩阵 元 所 服从 
的 选择 定 则 ,对 量子 数 工 以 及 对 量子 数 7 讲 来 都 是 一 样 的 . 


习 是 
1. 在 原子 能 级 的 不 同 精细 结构 组 分 中 ( 即 在 了 和 S$ 值 已 定 而 了 值 不 同 的 各 
种 态 中 ), 求 其 四 极 矩 算 符 之 间 的 关系 . 


解 :在 给 定 上 和 5 值 的 态 中 ,四 家 和 矩 算 符 作 为 纯粹 的 “轨道 ” 量 只 依赖 于 算 


符 荆 , 因 此 仍 可 用 (75.2) 式 表 出 ,但 应 把 了 改 为 上 (但 具有 不 同 的 0 常数 ). 这 个 
算 符 再 对 具有 给 定 ] 值 的 态 求 平均 后 , 即 得 (75.2) 式 的 算 符 ; 








x 30, 0 | 
Q, = “2J(2J-1) J J, +hj, -I(T+1)6 | = 

Ee 30, A 人 A 人 过 : 

二 Lb + -LL+1)6 ] ， (1) 


需要 求 出 系数 0 与 Qi, 的 关系 .为 此 我 们 把 (1) 式 左 冬 六 同时 右 乘 六 (并 对 ji 
和 上 求 和 ) ,并 把 对 角 算 符 化 成 本 征 值 . 此 时 ,有 
JLLj,=(7 :LL)’, 
按 (31.4) 式 ,有 
2J .也 =J(J+1) +L(L+1) -S(S+1). 
利用 下 列 公 式 : 
[BL] =ie 天 ，[ 了 7, 门 =ie 过， 

再 用 类 似 于 $29 例题 中 的 做 法 ,可 把 来 积 ,LL,J i 化 成 

fi Lj = (JJ 1-(J :LL). 


同 理 有 
了 77 =(7)’, J 了 (了 一 1)， 
结果 可 从 (1) 式 求 出 下 列 关 系 : 
0,=Q, 3(J .了 工 )(2J .LL-1) -2J(J+l LL+D) (2) 


(J+1)(2J+3)L(2L -1) 
例如 ,S=1/2 时 ,由 上 式 得 出 


J =L+ 广 时 ,Qj = Qu， 


ee _» (L-1)(2L+3) 
i L(2L+1) 


(3) 
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2， 一 电子 (电荷 为 - |e|) ,其 轨道 角 动 量 为 试 把 这 电子 的 四 极 矩 用 电子 
到 中 心 的 距离 的 方 均值 表示 出 来 . 
解 ; 我 们 必须 把 下 式 
0. = -| el 六 (3cos 0-1) = - |elr(3n -1) 
对 角 动 量 给 定 为 【投影 值 为 m =1 的 态 求 平均 .其 中 角 因 子 的 平均 值 可 按 § 29 
例题 所 得 的 公式 直接 求 出 (该 式 中 的 1 应 改 为 !) ,结果 得 
0Q,= el (4) 
这 个 量 的 符号 与 电子 电荷 的 符号 相反 ,这 是 必然 的 :因为 角 动 量 沿 z 轴 方向 


的 粒子 主要 运动 于 z=0 平面 的 附近 ,从 而 有 cos20 <1/3. 
对 于 j=1+1/2 的 电子 ,用 (3) 式 得 
@, = el (5) 
3. 试 求 基态 原子 的 四 极 矩 ,该 原子 满 壳 层 外 共有 了 个 电子 全 都 处 于 轨道 角 
动量 为 了 的 等 效 态 中 . 
解 : 由 于 满 沉 层 的 总 四 极 和 给 等 于 零 , 该 原子 的 四 极 矩 算 符 为 : 
Qa = 7 二 ra > [bth -3 + D6a |， 
式 中 对 所 有 vw 个 外 电子 求 和 [其 中 应 用 了 (4) 式 ]. 
先 假定 zy 和 21 +1 ,也 就 是 该 光 层 半 满 或 不 到 半 满 .根据 洪 德 定 则 (8$67) ,此 
时 vy 个 电子 的 自 旋 全 都 平行 (因而 $=w/2). 这 表明 原子 的 自 旋 波 函 数 是 对 称 
的 ,因此 坐标 波 函 数 对 这 些 电 子 而 言 是 反对 称 的 . 由 此 可 见 , 所 有 的 电子 必须 具 
有 不 同 的 mm 值 ,于 是 最 大 可 能 的 MM, 值 (以 及 和 它 相 等 的 工 值 ) 等 于 


i 


L=(M,),,.. = > m =3v(21 -vr +1). 


m=el-y+l 


所 求 的 01 就 是 Mi = 上 时 的 0。 本 征 值 . 因此 有 
oe 6|e| 产 > Cy 
′ (21-1)(2l+3) ,A 3 l 
把 求 和 式 算 出 后 , 即 得 








A el|r, (6) 
(21 1) 21+3) 


最 后 ,再 用 (2) 式 把 0, 变换 到 0). 

当 原 子 的 外 壳 层 超过 半 满 时 ,把 电子 摘 成 “ 空 穴 ” 加 以 考虑 ,就 可 以 化 回 到 
以 上 的 情况 ;结果 仍 得 (6) 式 ,但 需 改 变 符号 (“ 空 灾 ” 的 电荷 为 + |e|), 此 时 式 
中 的 不 再 是 电子 数 ,而 是 该 党 层 中 的 空位 数 ， 
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如 果 把 原子 放 人 外 电场 中 , 它 的 能 级 会 有 所 改变 ;这 种 现象 称 为 斯 塔 克 
效应 . 

处 于 均匀 外 电场 中 的 原子 ,是 轴 对 称 场 ( 核 场 加 上 外 场 ) 中 的 一 个 多 电子 系 
统 , 因 此 严格 讲 来 ,原子 的 总 角 动 量 不 再 守恒 ;只 有 总 角 动 量 J 沿 外 场 方向 的 投 
影 Wi 才 是 守恒 的 , M, 值 不 同 的 态 , 将 具有 不 同 的 能 量 , 亦 即 外 电场 解除 了 对 和 角 
动量 空间 方向 的 简 并 性 .但 是 ,这 种 解除 并 不 完全 ,M), 值 上 只 差 一 个 符号 的 两 个 态 
仍然 简 并 . 实际 上 ,均匀 外 电场 中 的 原子 ,对 通过 对 称 轴 的 任 一 平面 讲 来 ,具有 反 
射 对 称 性 (这 个 对 称 轴 就 是 通过 原子 核 而 平行 于 外 场 方向 的 轴 ,我 们 在 以 后 把 
它 取 作 z 轴 ). 因 此 ,通过 这 样 的 相互 反射 而 得 到 的 两 个 态 ,一 定 具 有 相同 的 能 
量 . 可 是 ,对 通过 某 轴 的 一 个 平面 反射 以 后 ,相对 于 该 轴 的 角 动 量 就 要 改变 符号 
( 绕 此 轴 的 正 旋转 方向 变 成 负 旋 转 方向 ). 

我 们 假定 外 电场 足够 弱 , 它 所 产生 的 附加 能 量 远 小 于 该 原子 的 能 级 间距 , 包 
括 精 细 结 构 的 间距 . 此 时 ,我 们 就 可 用 838 和 8$39 中 所 讲 的 微 扰 论 去 计算 外 电 
场 中 的 能 级 移动 . 这 里 的 微 扰 算 符 就 是 电子 系统 处 于 均匀 电场 多 中 的 能 量 , 它 等 
于 

V=-d.:g=-2&d (76.1) 

式 中 的 d 就 是 该 系统 的 偶 极 矩 . 在 零 级 近似 下 ,能 级 是 简 并 的 (对 总 角 动 量 的 方 
向 而 言 ) ;但 在 目前 情形 下 ,这 种 简 并 性 并 不 重要 ,我 们 在 应 用 微 扰 论 时 ,可 以 把 
它 当 作 非 简 并 能 级 来 处 理 . 这 是 因为 d,( 和 任 一 矢量 的 :分量 一 样 ) 的 矩阵 中 只 
有 M, 值 不 变 的 那些 跃迁 矩阵 元 才 不 等 于 零 ( 见 $29), 所 以 Mj 值 不 同 的 态 , 在 
微 扰 论 的 应 用 中 是 彼此 独立 的 . 

一 级 近似 下 的 能 级 移动 由 微 扰 项 的 相应 对 角 和 矩阵 元 所 确定 .但 是 偶 极 和 矩 的 
所 有 对 角 和 矩阵 元 全 都 等 于 零 (87S), 所 以 电场 中 的 能 级 位 移 是 场 量 的 二 次 效 
应 @. 

既然 是 场 的 二 次 效应 ,能 级 ,的 位 移 AE 必 旺 下 列 形 式 : 

| 


AE. = -本 au 多 骂 ， (76.2) 
式 中 的 w 吕 是 二 秩 对 称 张 量 ;把 场 的 方向 取 作 z 轴 方 向 , 即 得 
AE, = -Fa 8’. (76.3) 


DD 氢 原 子 是 一 个 例外 , 它 的 斯 塔 克 效 应 与 场 成 线性 关系 ( 见 下 节 ), 处 于 高 激发 态 的 其 它 元 素 的 原 
子 (因而 是 类 和 氧 的 , 见 568) ,在 足够 强 的 电场 中 与 所 原子 的 情形 类 似 . 
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as” 也 就 是 外 场 中 的 原子 极 化 张 量 :把 一 般 公式 (11. 16) 中 的 参量 和 取 作 名 


分 量 ,并 令 该 式 中 的 天 = 记 -多 d,, 我 们 得 到 原子 在 电场 中 的 感 生 偶 极 矩 的 平均 
值 : 


~ aAE, 
把 (76.2) 式 代入, 得 
df =a &. (76.4) 
极 化 率 必 须 用 微 扰 论 的 一 般 规则 算出 . 按照 二 级 近似 公式 (38. 10) ,我 们 有 
-2 5 (a. (2) (do eS 


ey ee 2 My 有 关 . 它 与 M) 的 关 

系 可 表 成 一 般 公 式 . 对 各 种 不 同 的 Wi 值 而 言 ,aw 的 数值 可 看 作 下 列 算 符 的 本 
征 值 : 

Co =a,6n +p, (7 + JJ -S60 ) ; (76.6) 


这 是 依赖 于 矢量 J 的 两 秩 对 称 张 量 的 最 一 般 形式 (参考 $75). 按 (76. 3) 和 
(76. 6) ,我 们 有 


AE, = -78"{a, +28， [2 -J(J+1) | | (76.7) 
上 式 对 所 有 的 MW, 值 求 和 后 , 曲 括号 内 的 第 二 项 等 于 零 , 所 以 第 一 项 等 于 分 
裂 能 级 的 “重心 ”移动 量 . 此 外 ,按照 (76.7) 式 ， 1 = 二 的 能 级 并 不 分 裂 ,与 克拉 末 
定理 ( § 60) 一 致 . 
如 果 原 子 处 于 非 均 匀 外 场 中 (此 场 在 原子 尺度 范围 内 变化 很 小 ) ,由 于 原子 
的 四 极 矩 作用 ,会 产生 一 个 与 场 量 成 线性 关系 的 能 级 分 裂 效 应 . 系统 与 场 之 间 的 
四 极 矩 作用 算 符 , 与 四 极 矩 能 量 的 经 典 表 式 (《 场 论 》, 842) 具 有 相同 的 形式 : 


D 工 9 0 
“二 xc (76.8) 


式 中 的 % 是 电场 的 势 , 微 商 取 在 原子 位 置 处 . 
习 题 


1. 试 求 多 重 能 级 各 组 分 的 斯 塔 克 分 裂 与 了 的 关系 . 

解 :此 题 的 求解 最 好 改变 一 下 徽 扰 次 序 ; 先 考虑 没有 精细 结构 的 能 级 的 斯 以 
克 分 裂 , 然 后 再 引进 自 旋 轨道 作用 . 由 于 原子 的 自 旋 不 和 外 电场 作用 ,对 轨道 角 
动量 给 定 为 上 的 能 级 讲 来 ,其 斯 塔 克 分 裂 可 由 (76.2) 式 确定 ,但 是 式 中 的 @wn 应 
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该 通过 算 符 工 表 出 ,正如 (76.6) 式 的 外， 通 过 算 符 了 表 出 一 样 : 

Ga =a8a +6 (Lb, +LL, - Sa ) 
各 处 的 指标 nn 都 已 略 去 . 引入 自 旋 轨 道 作用 后 的 原子 态 应 该 用 总 角 动 量 J 标志 ， 
把 算 符 ia 对 具有 某 一 给 定 J 值 的 各 态 求 平均 (但 不 对 其 分 量 Mi 求 平均 ) ,这 与 
§75 例题 1 中 所 作 的 平均 ,在 形式 上 完全 一 样 . 结果 又 回 到 (76.6) 和 (76.7) 式 ， 
人 


37: DI2(7 :5) -1] -2J(J+I1)Z(Z+1) 
| J(J+1)(2J-1)(2J+3) 


上 式 确定 了 分 裂 值 与 J 的 关系 (当然 不 是 与 上 和 S 的 关系 ;L 和 5S 是 未 分 裂 谱 项 
标志 ,常数 a 和 bb 也 和 它们 有 关 ). 


2. 试 求 双重 能 级 ( 自 旋 S = ) 在 任意 ( 非 弱 ) 电 场 中 的 分 裂 ， 


解 : 如 果 分 裂 值 不 小 于 双重 组 分 之 间 的 间距 ,那么 电场 的 徽 扰 与 自 旋 轨道 作 
用 必须 同时 加 以 考虑 , 亦 即 徽 扰 算 符 为 以 下 两 项 之 和 


RAR s 1 
P=4$.L-3% {a+25 [B -aLL+1) |} 
[参考 (72. 4) 和 上 题 ]. 略 去 与 分 裂 无 关 的 常数 项 ,这 个 算 符 可 改写 咸 [ 见 
(29.11) ] 
六 = ALS,L + 人 天 +28L,] -bg’, 
对 每 个 给 定 的 叶 三 MM) 值 ,这 个 算 符 的 本 征 值 由 久 期 方程 的 根 所 确定 ,该 方程 由 
这 个 算 符 相 对 于 1M。Ms》= | 1 于 二 + 六 》 族 态 的 答 阵 元 所 组 成 . 按 (27. 12) 式 


2 ,2 -了 
(M+ 六 - 方 |V|M+ 方 ， -二 》 = a -bg? (M+ ) 
《M- 到 村 | | w+ 二 ,- 立 》 =34 (Z+M+) (上 -w+ 二 ) 
故 能 级 移动 ( 见 8$39. 例题 1 ) 为 
AE = -58222102 + [A (L+ 广 ) + bg bE? +AM ， (1) 


式 中 咯 去 了 对 双重 能 级 的 各 个 分 裂 组 分 全 都 相同 的 项 . 这 个 公式 ( 根 号 前 带 有 
正 负 号 ) 适 用 于 所 有 | 人 | < 上- 方 的 能 级 |M | =L+ 广 时 只 有 一 个 1M,M,) 态 ， 
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此 时 的 能 级 移动 由 相应 的 对 角 矩 阵 元 给 出 , 即 
1 
2 
这 个 结果 等 于 根 号 前 只 取 一 种 符号 的 (1) 式 . 
3. 试 求 轴 对 称 电 场 中 能 级 的 四 极 给 分 裂 山 . 
解 :在 对 称 于 z 轴 的 场 内 ,我 们 有 


AE= (34+6g*) (L+ 广 ) -68* (L+ 方 ) ， (2) 


2 
Eee 9 
0z 


其 余 的 二 级 导数 都 等 于 零 . 四 极 托 能 量 算 符 (76.8) 变 成 
gas 2 A Qa ,% a% 
6 (0 + Oy -20.) -37027 1) 3J.,),， 
把 算 符 换 成 它们 的 本 征 值 , 便 得 能 级 移动 


Q,， 


AE [J +1) -3M?]. 


Wy 
“©37(27 -1) 
4. 计算 基态 毛 原 子 的 极 化 率 . 

解 :由 于 s 态 的 球 对 称 性 , 极 化 张 量 是 一 个 标量 (ax = a64) 按 (76.5), 我 
们 有 


eu ”》 二 


电子 的 偶 极 矩 为 d =ez,E, 为 基态 能 量 . 我 们 按 下 列 定义 引入 辅助 算 符 6 
_mdb 
dt? 


式 中 的 nm 是 电子 质量 . 则 有 zu， = 加 (EE — E,) bo 和 


bp 








+ 2 . 2 
= > z0,b,o = (2b ) oo. (1) 
计算 此 式 时 ,只 需 知道 6 作用 于 Wo(r) 波 函数 后 的 结果 . 
根据 (9.2) 式 ， 
m db lim 


zo = = St( Hb -6bH) wy,, 


把 By。 还 数 记 作 6b(r)W。 ,注意 到 由 满足 方程 Hy。 = Eoyo，, 其 中 
2 

= hv Ur), 

2m 


QD 这 个 问题 对 任意 场 而 言 , 见 $ 103 ,例题 6. 
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我 们 得 b(r) 的 微分 方程 
Wo Vb+vb “Vy, = izyo, 
用 b=f(r)cos 0 代入 (98 是 球 坐 标 系 中 的 极 角 ,而 z=rcos 0) ,上 式 化 成 
es 
af + -ff ”2 Pi (2) 
上 式 之 解 必 须 满 足 r 一 0 和 rr->% 时 内, 为 有 限 的 条 件 . 


对 于 基态 所 原子 ， = -os ) ,aa = 和 /me 是 玻 尔 半径 . 满足 上 述 


条 件 的 (2) 式 之 解 为 f= -iras (a 下 按 (1) 式 现在 可 得 中 


a = (eon 0) oo = (Do = 0 B。 


5. 在 力 程 为 eh 个 来 弹 s 坟 电子 的 极 化 率 , 已 知 ZK <<1 而 


= /2m1E61/ 上 ,EE 为 电子 结合 能 . 
解 ; 根 据 条 件 ak << 工 ,我 们 在 计算 ( 友 )o 矩 阵 元 时 ,可 以 略 去 阱 内 区 域 , 而 
在 整个 空间 采用 阱 外 区 的 下 列 波 函 数 : 


y -站 
0 A2T r 
(上 式 的 归 一 化 也 采用 了 条 件 ak <<1, 见 8$133). 鲁 题 4 中 的 (2) 式 现在 变 成 
Tp -nf -fi 
2 r 
上 式 满 足 边 界 条 件 之 解 为 f= -ir?/2x. 用 上 题 (1) 式 ,算出 


2 





CO 二 


4 有 xc 
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氧 原子能 级 不 同 于 其 它 原 子 的 能 级 , 它 在 均匀 电场 中 的 分 裂 与 场 强 成 正比 
(线性 斯 塔 克 效 应 ). 这 是 由 于 氢 原 子 谱 项 中 存在 着 偶然 简 并 ,i 值 不 同 ( 对 一 个 
给 定 的 主 量子 数 n 而 言 ) 的 态 具 有 相同 的 能 量 .这些 态 之 间 的 偶 极 矩 跃迁 矩阵 
元 并 不 等 于 零 ,因此 即使 在 一 级 近似 下 由 久 期 方程 得 出 的 能 级 移动 也 不 为 零 @. 

为 计算 方便 计 ,最 好 选取 这 样 一 组 未 扰 波 函数 ,使 得 微 扰 矩阵 对 每 组 相互 简 


QD ”这 个 结果 在 $77 中 将 用 不 同 的 方法 导出 . 
@ 以 下 的 计算 中 ,不 考虑 氧 原子 能 级 的 精细 结构 . 因此 所 加 的 电场 虽然 不 能 太 强 (使 得 微 扰 论 能 够 
应 用 ) ,但 也 不 能 太 弱 ,使 得 斯 塔 克 分 型 能 大 于 精细 结构 . 相反 的 情况 见 第 四 卷 ,§ 52 ,例题 . 
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并 的 态 是 对 角 的 .我 们 发 现 ,只 要 把 所 原子 在 抛物 坐标 内 进行 量子 化 就 能 做 到 这 
一 点 . 抛物 坐标 中 的 氢 原 子 定 态 波 函数 少 ，, 已 由 (37.15) (37. 16) 给 出 : 

微 扰 算 符 中 (电场 多 中 的 电子 能 量 ) 为 区 = 名 上 -7)《Z2; 该 电场 沿 正 z 轴 方 
癌 , 电 子 所 受 的 力 则 沿 负 z 轴 方 向 . 我们 只 对 能 量 不 改变 ( 即 主 量子 数 n 不 改变 ) 
的 那些 mmam 一 mm 7 跃迁 矩阵 元 感 兴趣 . 容易 证 明 , 其 中 只 有 以 下 的 对 角 甜 
阵 元 不 等 于 零 ( 式 中 已 作 替 代 :# = mpi,7 = np,): 


站 way = CE 7) Wo ddédn = 


= | | falp Fs, ps) (p? ps) dp dps. (77.1) 


这 个 微 扰 矩阵 ,对 量子 数 普 讲 来 ,显然 是 对 角 的 ,由 于 相同 赂 不 同 的 六。 函数 
的 相互 正 交 性 ( 见 后 ) , 它 对 量子 数 mm ,m2 讲 来 也 是 对 角 的 .〈77. 1) 式 中 对 dp 和 
dp 的 积分 可 以 分 开 ; 积 分 式 的 具体 计算 见 本 书 数学 附录 8$f[ 积分 式 (f .6)]. 经 
过 简单 计算 以 后 , 求 得 能 级 的 一 级 近似 修正 值 为 @ 


E'™ = n, — n,). (79:2) 


在 通常 单位 制 中 , 即 为 
a i —n,) 8 在. 
2 me 


分 裂 能 级 的 两 个 极端 组 分 相当 于 六 -mn -1 nm =0, 以 及 n=0,n, =n -1 .这 两 个 
极端 组 分 间 的 间距 按 (77.2) 式 等 于 
3Em(P -1), 
这 就 是 说 ,斯 塔 克 效 应 的 能 级 总 分 裂 大 致 和 z 成 正比 . 能 级 的 分 裂 随 着 主 量子 
数 的 增 大 而 增 大 ,这 是 十 分 目 然 的 :电子 离 原 子 核 您 远 ,原子 的 偶 极 矩 就 您 大 . 
线性 效应 的 存在 ,表明 未 扰 态 中 的 原子 具有 偶 极 矩 ,其 平均 值 等 于 


d = -Tn(n, _n,). (77.3) 


这 个 式 子 与 下 列 事实 相 一 致 ;由 抛物 量子 数 所 确定 的 态 中 ,原子 的 电荷 分 布 对 
z=0 的 平面 是 不 对 称 的 ( 见 $37). 例如 mu >m 时 ,电子 主要 是 在 z>0 的 一 边 ， 
因此 该 原子 的 偶 极 矩 与 外 场 相反 (电子 带 负 电 ). 

上 节 中 已 经 讲 过 ,一 个 均匀 电场 不 能 把 简 并 性 完全 解除 : 它 总 是 留 下 双重 简 
并 . 这 两 个 简 并 态 ,其 角 动 量 沿 电场 方向 的 分 量具 有 不 同 的 符号 (目前 情况 下 ， 


(D 本 节 中 采用 原子 单位 . 
四 这 个 结果 是 由 K. Schwarzschild 和 P. Epstein 用 旧 量 子 论 得 到 (1916) ,以 后 由 W. Pauli 和 下. 
Schridinger 用 量子 力学 得 到 (1926 ). 
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这 两 个 态 的 角 动 量 投影 等 于 +m). 但 是 从 (77.2) 式 可 以 看 出 , 氧 原子 的 线性 斯 
塔 克 效 应 中 , 连 我 们 所 讲 的 那 种 简 并 度 也 还 没有 达到 :能 级 移动 值 (n 和 n, -ma 
为 给 定 ) 与 m 及 nw, 无关, 在 二 级 近似 中 , 简 并 度 将 得 到 进一步 的 解除 ,特别 是 对 
mn =ma 的 那些 态 讲 来 线性 斯 塔 友 效应 根本 不 存在 ,这 个 时 候 ,二 次 效应 的 计算 是 
更 加 需要 的 . 

应 用 通常 的 微 扰 论 公式 计算 二 次 效应 很 不 方便 ,因为 这 个 算法 需要 涉及 一 
个 复杂 形式 的 无 穷 级 数 的 求 和 . 我 们 改 用 下 列 稍 加 修改 后 的 方法 . 

均匀 电场 中 的 氧 原子 薛 定 齐 方 程 旦 下 列 形式 : 

(二 + 五 + 一 -部 )w=0. 

它 和 多 =0 的 方程 式 一 样 , 可 以 在 抛物 坐标 中 分 离 变量 . 把 $ 37 中 的 (37.7) 式 代 
人 上 式 ,得 到 以 下 两 个 方程 : 


(六 (I 


dé\ dé 

df, (77. 
高 (" 守 )+ (如 -条 + = -BA 
B, +B, = 


上 式 和 (37. 8) 式 的 差别 ,在 于 多 出 了 含有 多 的 项 . 我 们 把 以 上 两 式 中 的 能 量 EE 
看 作 具 有 某 一 给 定 值 的 一 个 参量 ,把 B, 和 pB, 看 作 式 左 相 应 算 符 的 本 征 值 ;容易 
证 明 , 这 两 个 算 符 都 是 自 轿 的 . 从 以 上 两 式 解 出 的 68, 和 有 是 五 和 多 的 函数 , 然 
后 ,根据 条 件 B, +B: =1 得 出 已 和 区 的 关系 ， 

作为 (77.4) 式 的 近似 解 ,我 们 可 以 把 含有 多 的 项 看 作 微 扰 项 . 在 零 级 近似 
下 (多 =0) ,上 式 有 下 列 熟 知 的 解 : 


矿 =VeH (te)， 户 =YVej (Te)， (77.5) 
其 中 的 函数 和 (37. 16) 式 相同 ,能量 下 已 经 换 成 下 列 参量 : 
ESE=AW -2E, (77.6) 
相应 的 6, 和 B, 值 为 [根据 (37. 12) 式 ,该 式 中 的 n 须 以 1/ 代替] 
po = (m+ e+)s, po) = (w+ te (77.7) 


作为 任意 自 轿 算 符 的 一 套 本 征 函 数 ,s 值 给 定 以 后 n, 值 不 同 的 那些 函数 ,都 是 
彼此 正 交 的 ; 这 一 事实 ,我 们 在 以 前 讨论 线性 效应 的 时 候 早 已 利用 过 . 在 
(77.5) 式 中 ,那些 函数 已 按 下 列 条 件 归 一 化 : 


[ fidt =1, f fidn =1. 
B, 和 B, 的 一 级 修正 值 是 由 微 扰 项 的 对 角 和 矩阵 元 确定 的 . 
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EE [1 ) 多 0 
BY = | Ef1d, B= -7 | nf 2d7. 


计算 后 ,得 出 
B'" = (6 +6n|m|+m +6n +3|m| +2). 
把 上 式 中 的 n 换 成 n, 并 改变 符号 后 , 即 得 BL 的 表 式 . 
(2) 多 (EF ) 上 
B716 to BRO) -BP Cy 
(如 ) ,ww 矩阵 元 中 出 现 的 积分 在 数学 附录 $f 中 有 所 计算 . 不 等 于 零 的 矩阵 元 只 有 


(FE) mt = (Em = 2m + |m|) my 


(£7) ,2 = 2 = Sm Tm Im) timil 1). 


£ 
前 式 分 母 中 的 差 值 为 
B (mm) -B (n') =e(m 一 mi 
结果 算得 
2 2 
BY = -6s( |Im| +2m +1) 。 
[4m +17(2|m|n +2n + |m| +2n,) +18]. 
上 式 中 的 nl 改 为 n, 后 ,可 得 Bs” 的 表 式 . 把 所 得 的 这 些 表 式 一 起 代入 关系 式 
Bi +B, =1 中 , 即 得 下 列 方程 : 


2 
<T17n2 +51(n, -ma)2 -9m2 +19] + 
魏 








Fe 
3 on 
+ 可 -人 ni 一 有 2 ) 二 。 


用 逐步 近似 法 求解 上 式 ,可 得 能 量 E = -a 的 二 级 近似 式 ,结果 如 下 : 


1 3 
St 
多 ? 
-Ten [17n ~3(n, -ma) -9m +19], (77.8) 


式 右 第 二 项 就 是 熟知 的 线性 斯 塔 克 效 应 ,第 三 项 就 是 所 求 的 二 次 效应 由. 第 三 项 
永远 是 负 的 ,也 就 是 说 ,二 次 效应 总 是 使 谱 项 下 移 . (77. 8) 式 对 多 微 商 后 ,可 得 


QD G.Wentzel,l. Waller,P. Epstein,1926. 
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偶 极 矩 的 平均 值 ; 对 六 =n, 的 那些 态 讲 来 , 它 等 于 
= 17m2 -9m2 +19) 多 (77.9) 


因此 基态 氧 原子 (n =1,m =0) 的 极 化 率 为 9/2( 也 可 参见 § 76, 例题 4). 

氢 原 子 谱 项 的 能 量 绝对 值 随 着 主 量子 数 n 的 增 大 而 很 快 地 增 大 ,而 斯 塔 克 
分 裂 也 随 之 增 大 . 因此 , 当 外 电场 足够 强 的 时 候 , 高 激发 能 级 的 斯 塔 克 分 裂 可 以 
和 该 能 级 本 身 的 能 量 值 差不多 大 小 ,以 致 微 扰 论 无 法 应 用 @ ,研究 这 个 问题 是 很 
有 趣 的 . 为 此 可 以 利用 这 样 的 事实 ,n 值 很 大 的 态 都 是 准 经 典 的 . 

作 下 列 蔡 换 ; 

fi=X /NE, f=Xs/Vn, (77.10) 

可 以 把 (77.4) 式 化 成 以 下 形式 : 


(77.11) 
| Bb: ml 

dy 2 7 4 4 

每 一 个 这 样 的 方程 ,在 形式 上 等 同 于 一 个 一 维 的 苹 定 读 方 程 ,粒子 的 总 能 量 相 当 


于 字 , 而 势能 分 别 相当 于 下 列 函 数 ， 








U,(é) 7 + 

(77. 12) 
U,(n) = bp: m -1 多 
2 7) = 2 87 8 站 


图 25 和 图 26 分 别 表明 这 两 个 函数 的 大 致 形状 (m >1). 根 据 玻 尔 - 索 末 菲 
量子 化 规则 (48.2) ,我 们 有 : 


U DZ 
91 
丰台 zO— 7 
E 6 £ 二 
于 上 -- 4 
4 
图 25 图 26 


QD 微 扰 论 用 于 高 能 级 的 要 求 ,是 微 扰 项 小 于 该 能 级 本 身 的 能 量 值 ( 电 子 的 结合 能 ), 而 不 是 小 于 能 
级 之 间 的 间距 . 因为 在 准 经 典 情形 下 ( 它 恰好 和 高 激发 态 相对 应 ) ,只 要 外 场所 给 的 力 小 于 未 扰 系 统 中 作 
用 于 粒子 上 的 力 ,就 可 以 算 作 小 的 微 扰 ;这 个 条 件 和 上 述 条 件 等 价 . 
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[2 dé = (nm + 7)7， 
| /2 [去 - 到 (9) dy = (m+ 二) 


式 中 的 mw 和 m 都 是 整数 出. 这 两 个 式 子 隐 含 地 确定 了 参量 B, ,8: 和 五 的 关系 . 再 
加 上 关系 式 B, +B; =1, 就 能 给 出 电场 中 移动 能 级 的 能 量 值 . (77. 13 ) 式 中 的 积 
分 可 以 化 成 一 些 椭圆 积分 ;这 些 方程 式 只 能 用 数值 方法 求解 , 

强 电 场 中 的 斯 塔 克 效 应 由 于 男 一 现象 而 复杂 化 ,这 就 是 原子 在 外 电场 中 的 
电离 现象 @. 电子 在 外 场 中 的 势能 外 , 当 :一 -时 ,可 取 任 意 大 的 负 值 . 该 电子 
在 原子 内 的 势能 加 上 芝 以 后 ,结果 使 电子 的 运动 区 域 增 大 (该 电子 的 总 能 量 E 
是 负 的 ) ,除了 原子 的 内 部 区 域 以 外 ,还 包括 沿 阳极 方向 的 远离 原子 核 的 区 域 . 
这 两 个 区 域 被 一 个 势 刍 所 隔 开 , 势 人 又 的 宽度 随 着 多 的 增 大 而 递减 . 然而 在 量子 
力学 中 ,粒子 穿 透 势 全 的 概率 并 不 等 于 零 . 在 目前 情形 下 ,电子 穿 过 势 又 从 原子 
内 部 逸 出 的 现象 ,就 是 该 原子 的 电离 过 程 . 弱电 场 中 的 这 种 电离 概率 小 得 几乎 等 
于 零 . 但 是 这 个 概率 将 随 多 的 增 大 而 指数 式 地 增 大 ,在 足够 强 的 电场 中 就 不 可 
忽视 久 . 


(77.13) 


习 题 


1. 试 求 氨 原 子 (基态 ) 在 久 <<1( 在 通常 单位 制 中 为 多 << 上 |e|57/ 玉 ) 的 电 
场 中 (每 单位 时 间 ) 的 电离 概率 @. 

解 : 在 抛物 坐标 中 “ 沿 ?9 坐标 轴 " 有 一 个 势 又 (图 26); 电 子 沿 z 一 -oo 方向 
从 原子 中 被 “ 拉 出 ” ,相当 于 它 进 入 了 了 7 值 很 大 的 区 域 .为 了 求 出 电离 概率 ,必须 
研究 7 值 很 大 时 (以 及 直 值 很 小 时 ) 波 函数 的 形式 (下 面 将 看 到 ,在 求人 迄 出 电子 
总 概率 流量 的 积分 式 时 ,小 的 过 值 是 重要 的 ). 基态 电子 的 波 函 数 ( 无 外 场 时 ) 为 


六 (1) 


QD 详细 的 研究 表明 ,把 UV 和 5 中 的 m* -1 改 成 me 后 ,可 得 更 精确 的 结果 . 这 样 一 来 ,整数 m 和 ma 
就 等 于 抛物 量子 数 ， 

@ C.Lanczos,1931. 

”这 一 现象 提供 了 一 个 例证 ,说 明 小 的 微 扰 为 什么 有 可 能 改变 能 谱 的 性 质 . 即使 是 一 个 弱 的 电场 
多 ,也 足以 产生 一 个 势 翁 和 一 个 远离 原子 核 的 电子 经 典 运动 区 . 严格 讲 来 ,其 结果 是 使 电子 的 运动 成 为 无 
限 运 动 , 从 而 使 能 谱 由 离散 变 成 连续 . 但 是 ,用 微 扰 论 方法 求 得 的 形式 解 仍 有 它 的 物理 意义 :这 样 给 出 的 
能 级 是 属于 这 样 的 一 些 态 ,这 些 态 虽然 不 完全 是 定 态 ,但 “差不多 "都 是 定 态 . 处 于 这 样 的 一 个 态 中 的 原 
子 ,将 在 很 长 时 间 内 维持 在 这 个 态 中 . 

可 是 ,用 微 拢 论 计 算 能 级 的 斯 塔 克 分 裂 时 ,所 得 的 级 数 并 不 是 严格 收 敏 的 , 它 只 是 一 个 渐 近 级 数 : 从 
该 级 数 的 某 一 项 开始 ( 微 扰 愈 小 ,此 项 出 现 得 您 晚 ) ,其 后 的 项 不 是 减 小 而 是 增 大 . 

@ 本 题 采 用 原子 单位 . 
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当 有 外 场 存 在 时 ,在 我 们 感 兴趣 的 区 域内 由 和 的 关系 可 以 看 作 和 (1) 式 相同 ， 
至 于 它 和 7 的 关系 由 下 列 方程 确定 . 


ay [1 1 1 1 
| ra i (2) 
[ 即 巨 = -二 ,m =0,B, = 广 的 (77.11) 第 二 式 | ,其 中 义 =VIy. 令 为 的 某 个 


值 ( 在 势 皇 内 ) ,满足 1 <<m <<1/ 多 , 当 n 宇 Wo 时, 波 函数 是 准 经 典 的 . 另 一 方面 ， 
由 于 (2) 式 呈 一 维 薛 定 订 方程 的 形式 ,我 们 可 以 应 用 (50.2) 式 . 作为 边界 条 件 ,y 
在 六 = 从 处 应 该 变 成 (1) 式 的 波 子 数 ,我们 就 得 到 势 笃 之 外 的 下 列表 式 : 
0 | Po 加 十 ] ， 
we) 
其 中 


p(n) = 4 2n 4m 4 
我 们 只 对 平方 lx1 感 兴趣 ,因此 指数 需 的 虚 部 并 不 重要 . 令 7 为 方程 P(7) =0 
的 根 , 我 们 有 

Mlpo| 1 他 _ 

pA exp ( é 2 |pldn mo (3) 
n >>1 时 ,我 们 在 上 式 指数 前 的 系数 中 令 
ml>~ 王 ，p= 二 V 丽 开 

指数 赛 中 必须 保留 P(7) 展 式 的 下 一 项 : 


no 1 | d 
= 一 一 1 ~ Sndnt+ = 9 
|x | 二 xp | é | VLI- 盈 ay+ | 用- 1 no | 


其 中 m 一 17 穴 ,积分 后 (0 区 与 1 相 比 可 略 去 ) 可 得 
2 _ 4 _g_2 
通过 季 直 于 z 轴 的 一 个 平面 的 总 概率 流量 ( 即 欲 求 的 电离 概率 久 ) 为 
幼 = | |w | 2mpdp， 
p 为 该 平面 内 的 圆柱 半径 .对 于 大 的 9( 以 及 小 的 专 ) 我 们 可 令 
_ ~ /了 
并 把 下 列 电 子 速 度 代 入 ， 


区. 2 - 闻 + 广 9】 = Vn -1l, 
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我 们 有 
w= xl' m ven -1dé, 
故 最 后 得 
wo =exp ( - 寺 ) (5) 
用 通常 的 单位 制 时 , 则 得 
_4m |e| (1 _ 2m |el’ 
本 | 3 Eh’ 
2. 求 短程 力 势 阱 中 的 一 个 束缚 s 态 电 子 被 电场 拉 出 的 概率 . 假定 电场 很 
弱 ,满足 |e| 多 << 所 Kk /m, 其 中 k= V2mlE1/#,E 为 阱 中 电子 的 结合 能 ,m 为 电 
子 质 量 册 . 
解 : 和 例题 1 一 样 , 对 于 弱电 场 ,重要 的 是 远 距 离 (kr >>1) 的 情况 . 阱 中 电 
子 的 束缚 态 波 函数 (无 电场 外 在 该 处 具有 渐 近 式 


式 中 4 是 一 个 与 势 阱 形状 有 关 的 无 量 岗 常数 四 ,用 抛物 坐标 时 ， 
= 本 (各 + 们 ， 
在 7 >>E 区 内 波 函 数 具有 下 列 形式 : 
poxp | - 诗 <(E +) ]， (6) 


下 面 求 解 时 质量 、 长 度 和 时 间 的 单位 分 别 取 mm 和- 


(6) 式 是 去 函 数 和 了 函数 的 乘积 . 当 有 电场 存在 时 ,水 和 过 的 关系 可 以 取 作 
与 (6) 式 相同 (参见 例题 1). 为 了 求 出 由 和 刀 的 关系 ,我 们 采用 抛物 坐标 中 的 薛 
定 订 方程 . 与 库仑 场 情 形 不 一 样 , 势 阱 之 场 襄 减 很 快 , 因 此 对 本 题 至 为 重要 的 远 
距离 处 此 场 可 以 忽略 . 于 是 薛 定 订 方程 分 离 变量 后 又 得 (77.11) 式 ,在 该 式 中 现 
在 必须 令 已 = - 汪 和 m=0, 且 其 分 离 参 量 现在 满足 条 件 
Bi +B, =0. 
参量 应 取 了 [使 得 当 区 很 小 时 小 ~e 久 能 够 大 致 满足 (77.11) 式 的 第 一 个 方 


D IJ9.H. Jexkop, 工 .中 . Ipykapes,1964 
@ 例如 , 当 势 阱 半径 < 很 小 ,以 致 满足 ak <<1I 时 , 则 有 4=1/V2T; 见 $133. 
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程 ]; 从 而 有 = -本 沙 是 刀 的 函数 ,满足 下 列 方程 : 
Cc A 
+ ( 4 27 +x， X= Yn. 
和 (2) 式 一 样 解 此 方程 , (3) 式 政 成 


44A’ |p | 1 

2 0 

人 二 到 
|x| 人 exp ( 区 | |pld”n mo ] 





其 中 
-/_l1_.l1,1 ,的 
p(n)= ~4 27 4 A 
其 次 ,(4) 式 改 成 
2 A 
|x| ] 志 拉 ™( é£ 多) ， 
最 后 ,(5) 式 改 成 
w = mA’ gexp | - 雷 ) . 
用 通常 单位 制 时 ,得 


w= Te ( -328 
二 ke ? 


3m |e|SI 
3. 求 势 阱 中 的 一 个 电子 受 均 匀 可 变 电 场 岁 = 器 cos wi 作用 后 ,脱出 阶 外 的 
概率 ( 求 出 指数 式 精 度 即 可 ) ,假定 电场 的 频率 和 振幅 满足 下 列 条 件 : 
iiw <<|E|, |el& << 让 Am 
其 中 = VY2m|E|/#,1E| 为 阶 中 电子 的 结合 能 (JI. B. Ken9pu ,1964 ) 中 . 
解 : 按 所 述 条 件 , 脱 出 概率 ww 是 一 个 指数 式 小 量 . 为 了 仅仅 算出 它 的 指数 策 
(不 要 求 算 出 指数 因子 前 的 系数 ) ,只 需 考虑 沿 外 场 方 向 (z 轴 方 向 ) 的 一 维 运动 
就 足够 了 . 


为 方便 计 ,电场 最 好 用 一 个 失势 (不 是 标 势 )4.=4= -esin wt 来 描写 . 则 
阱 外 区 的 电子 哈密 额 量 为 [ 见 (111.3) 式 ] 





式 中 不 会 z. 采用 下 列 无 重 纲 的 变量 和 参量 : 


中 这 可 作为 一 个 例子 ,说明 带 单位 负电 荷 的 一 个 离子 被 强 光 所 电离 的 情况 ;这 里 的 势 阱 是 由 电子 
逢 中 性 原子 实 相互 作用 而 产生 的 ,条 件 hw << |E | 保证 了 电磁 波 的 场 可 作 经 典 处 理 . 
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2mw fw |ejm 扬 
mn A Fe 
可 把 薛 定 请 方程 写成 下 列 形 式 : 
1 .9 _ 9 还 ， 
a (w+ hm grj YV, 


其 边界 条 件 为 , 解 轨 (,7) 当 一 0 时 应 该 等 于 未 受 扰 的 阱 内 电子 波 函 数 (具有 
能 量 歼 = | 匹 | ) : 

9 一 :0 时 ， 歼 一 e“ (7) 

由 于 问题 是 准 经 典 的 ,我 们 令 具 有 指数 式 精度 的 解 杰 蛙 轨 =exp(i$) 形 式 ， 

S(m,T) 是 经 典 作 用 量 . 由 于 哈密 上 顿 量 与 坐标 刀 了 无关, 沿 经典 轨 道 的 广义 动量 
Pp，=P 是 守恒 量 . 故 


和 2 
SE -| H(p,7'’)dr’ +np+A, H(p,7) =4 (p+ Fsin gr] (8) 


式 中 4 和 To 是 常数 . 根据 作为 坐标 函数 的 作用 量 的 含义 ( 见 《 力 学 》, 843) ,P 必 
须 取 轨道 在 7 时 刻 位 于 7 点 的 值 , 亦 即 把 p 作为 9 和 TT 的 函数 由 运动 方程 8S/9p 
= 常数 确定 : 

i 『 pr ) qr (9) 


式 中 的 常数 选 得 使 7r=7o 时 7 =0.(8) 式 和 (9) 式 给 出 了 作用 量 , 它 是 re 和 4 这 
两 个 常数 的 函数 .为 了 获得 满足 (7) 式 条 件 的 解 (与 求 出 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 
通 解 一 样 ; 见 《力学 》, 8$847 附注 ) ,我 们 必须 把 4 看 作 是 To 的 函数 ,而 To 作为 坐 
标 和 时 间 的 函 教 ,由 下 式 定义 : 


2 (10) 


显然 有 A(70) =70; 故 当 罗 =0 和 T=7To 时 ,我 们 有 5S=7,, 亦 即 S=7T, 这 和 条 件 
(7) 完 全 一 致 .此 时 (10) 式 变 成 
H(p,70) +1=0, (11) 

(9) 式 和 (11) 式 一 起 确定 了 7o(7,T) 和 P(7,7T) 函 数 , 从 而 [把 它们 代入 (人 8) 式 
后 ] 确 定 了 波 函 数 色 (7,T). 

所 求 概率 与 洛 z 轴 的 流 密 度 成 正比 . 在 经 典 通 区 内 , 它 等 于 v | 旬 | .经典 
通 区 开始 点 的 坐标 值 , 等 于 Im S 不 再 增长 时 的 点 ,在 该 点 处 (9Im S/93n). =0 ,由 
于 0S/07 =p ,得 Im p =0; 再 根据 (9) 式 和 (11) 式 我 们 可 得 Re p =0. 根 据 这 一 条 
件 ,我 们 可 以 求 出 ro 值 ,把 P=0 代 入 (11) 式 后 ,得 


2 
sin’ fr, Se 


从 而 有 
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V2m|E|w 


(ro = iarsinh y, YY = = i 
9 2F el 名 
“时 间 ”7o 为 虚数 这 一 点 说 明了 这 个 过 程 是 经 典 不 可 能 的 . 
最 后 得 
We~ exp{ -2Im | 厂 sin’ fr'dr’ 十 70 | | 


式 中 的 7 可取 任意 实数 值 ;积分 的 虚 部 不 受 影响 . 上 式 积 出 后 ,得 


w -exp{ -2.2 7)]， A = (1+5] arsinh y -a (12) 
7y) 函数 的 极限 式 为 
fy) ~ 了，(? <<1) 
7y)=hn2y -二 ， (7y >>1) 


y-*0 时 w 的 极限 值 ,相当 于 粒子 被 恒定 场 拉 出 阱 外 的 概率 . 
(12) 式 只 当 指 数 害 很 大 时 才能 应 用 . 为 此 ,在 任何 情况 下 必须 具有 fi << 
IE| 的 条 件 . 
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在 分 子 理论 中 ,原子 核 质 量 远 大 于 电子 质量 这 一 事实 起 着 重要 的 作用 . 由 于 
这 种 质量 差别 ,分 子 中 原子 核 的 运动 速度 远 小 于 电子 速度 . 这 就 有 可 能 把 电子 的 
运动 看 作 是 电子 在 相隔 一 定 距 离 的 一 些 固 定 原 子 核 之 间 的 运动 . 对 这 样 一 种 系 
统 求 出 的 能 级 VU, ,就 称 为 分 子 的 电子 谱 项 . 电子 谱 项 与 原子 能 级 ( 它 是 一 组 数 
值 ) 不 同 , 它 不 是 一 组 数值 而 是 以 分 子 中 各 个 原子 核 间 距离 为 参量 的 一 个 函数 . 
UV 中 还 包含 原子 核 之 间 相 互 作用 的 静电 能 量 , 所 以 局 实质 上 就 是 当 诸 固 定 的 原 
子 核 具有 给 定 排列 时 的 分 子 总 能 量 . 

我 们 先 从 类 型 最 简单 的 分 子 一 一 双 原 子 分 子 考虑 起 , 它 可 以 供 我 们 进行 最 
完备 的 理论 研究 . 双 原 子 分子 的 电子 谱 项 只 是 核 距 7 这 一 个 参量 的 函数 . 

原子 谱 项 是 按 总 轨道 角 动量 工 的 数值 加 以 分 类 的 ,这 是 原子 谱 项 分 类 工作 
中 的 一 个 首要 原则 .但 在 分 子 中 并 不 存在 电子 总 轨道 角 动 量 的 守恒 律 ,因为 多 个 
原子 核 的 电场 并 不 是 一 个 有 心力 场 . 

可 是 在 双 原 子 分 子 中 ,电场 对 两 个 原子 核 的 连 线 而 言 具 有 轴 对 称 性 . 由 于 轨 
道 角 动量 沿 该 轴 的 分 量 是 一 个 守恒 量 ,我们 可 按 该 分 量 的 各 种 数值 对 分 子 的 电 
子 谱 项 进行 分 类 . 沿 分 子 轴 的 总 轨道 角 动 量 分 量 , 其 绝对 值 习惯 上 记 作 4;A4 的 
取 值 0,1,2,… ,A 值 不 同 的 各 个 谱 项 通常 用 大 写 的 希腊 字母 加 以 区 别 , 这 些 希 
腾 字 母 与 节 值 不 同 的 原子 谱 项 所 用 的 各 个 拉丁 字母 相对 应 .例如 4=0,1,2 时 
分 别称 为 之 ,I 和 A 谱 项 . 较 大 的 A 值 通 常 可 不 考虑 . 

其 次 ,分 子 的 每 个 电子 态 是 由 该 分 子 中 所 有 电子 的 总 自 旋 $ 加 以 标志 的 . 如 
果 $ 不 等 于 零 ,对 总 自 旋 的 空间 方向 而 言 就 有 2S +1 重 简 并 中 . 和 原子 的 情形 一 


QD 在 这 里 我 们 略 去 了 来 自 相对 论 作用 的 精细 结构 ( 见 后 面 $ 83 和 § 84). 


8$878 双 原 子 分 子 的 电子 谱 项 。279 . 


样 ,数值 2S + 1 称 为 该 谱 项 的 多 重度 ,并 把 它 标记 在 该 谱 项 字母 的 左上 和 角 ,例如 
?IT 代表 4 =1,5 =1 的 谱 项 . 

分 子 的 对 称 性 除了 能 绕 对 称 轴 旋转 任意 角度 以 外 ,还 可 以 对 通过 对 称 轴 的 
任 一 平面 进行 反射 ,如 果 我 们 施行 这 样 的 一 次 反射 ,分 子 的 能 量 保 持 不 变 . 可 是 ， 
反射 以 后 所 得 的 态 并 不 完全 等 同 于 原来 的 态 .因为 ,对 通过 分 子 轴 的 一 个 平面 进 
行 一 次 反射 后 , 沿 该 轴 的 角 动 量 ( 它 是 一 个 轴 和 矢量) 要 变 号 . 于 是 我 们 得 出 结论 ， 
A 值 不 等 于 零 的 所 有 电子 谱 项 都 是 双重 简 并 的 :每 个 能 量 值 对 应 两 个 态 , 这 两 个 
态 中 轨道 角 动 量 沿 分 子 轴 的 投影 方向 是 相反 的 . 在 A =0 的 情形 中 ,分 子 态 对 反 
射 完全 不 变 , 因 此 工 谱 项 并 不 简 并 ,反射 的 结果 之 谱 项 的 波 函 数 只 是 改变 了 一 个 
常数 倍 . 由 于 对 同一 平面 的 两 次 反射 等 于 一 个 恒 等 变换 ,这 个 常数 只 能 是 +1. 因 
此 我 们 有 必要 把 波 函 数 反射 后 保持 不 变 的 之 谱 项 与 波 函 数 反射 后 变 号 的 之 谱 项 
区 分 开 来 . 前 者 记 作 > ,后 者 记 作 之 “. 

如 果 分 子 是 由 两 个 相同 原子 组 成 的 ,就 会 出 现 一 种 新 的 对 称 性 ,使 它 的 电子 
谱 项 多 出 一 个 标记 . 原子 核 全 同 的 一 个 双 原 子 分子 , 在 原子 核 联 线 的 中 点 处 具有 
一 个 对 称 中 心中 (我 们 把 它 取 作 原 点 ). 因而 哈密 顿 量 对 分 子 中 所 有 电子 坐标 的 
同时 变 号 ( 原子核 坐标 不 变 号 ) 保 持 不 变 . 由 于 上 述 变换 算 符 @ 也 和 总 轨道 角 动 
量 算 符 相对 易 ,我 们 就 有 可 能 把 具有 给 定 4 值 的 谱 项 按 其 宇 称 分 类 :电子 坐标 
变 号 时 , 偶 态 ( 记 作 g) 的 波 函 数 保持 不 变 , 育 态 ( 记 作 ) 的 波 函 数 改 变 符号 , 代 
表 宇 称 的 下 标 w 和 g 按 惯例 放 在 谱 项 字母 的 右 下 角 , 例 如 IL, ,IE ,等 等 . 

下 面 是 一 个 经 验 事 实 , 绝 大 多 数 具 有 化 学 稳定 性 的 双 原 子 分 子 的 电子 基态 
是 完全 对 称 的 :电子 波 函 数 对 分 子 的 所 有 对 称 变换 一 律 保持 不 变 . 绝 大 多 数 情 形 
下 基态 的 总 自 旋 5 还 等 于 零 . 换 句 话说 ,分 子 的 基 项 为 >' ,如 果 该 分 子 由 两 个 
相同 原子 所 组 成 , 则 为 ' 守 *. 这 些 规 则 的 例外 有 0, 分 子 ( 基 项 为 工 - ) 和 NO 分 
子 ( 基 项 为 II). 


习 题 
对 于 H 离子 的 电子 谱 项 的 薛 定 请 方程 ,试用 椭圆 坐标 分 离 其 变量 . 
解 :在 两 个 静止 质子 的 电场 中 , 单 电 子 的 薛 定 请 方程 为 (采用 原子 单位 ) 
2 el 
V y+2 (E+ + jw=0， 
QD 还 有 一 个 对 称 面 , 即 分 子 轴 的 垂直 平分 面 . 但 是 这 个 对 称 元 素 无 需 单独 考虑 ,有 了 对 称 中 心 和 对 


称 轴 后 就 能 自动 给 出 这 个 对 称 面 . 
加 不 要 和 分 子 中 所 有 粒子 坐标 的 同时 反 演 混 清 起 来 (参考 § 86). 
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让 R ， 分 一 R; 
第 三 个 坐标 2 就 是 绕 两 核 连 线 的 转角 ,RR 是 两 核 的 间距 ( 见 《 力 学 》, $48). 这 个 
坐标 系 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 为 


vy! 


令 


.E.R 
|e | 


w=X(E)Y(n) eo, 
我 们 得 下 列 卫 和 了 YY 的 方程 
A’ 


[DD 和 | + (FERE +2RE +4 -#1)X=0, 
d 2 、dY 1 A* 
ld -了 7 ) 于 | + ( -FERY -4-- zj] 了 = 0， 
式 中 A 是 分 离 参 量 . 
每 个 电子 谱 项 妃 ( 尺 ) 由 三 个 量子 数 描述 :4 以 及 两 个 “椭圆 量子 数 "ns 和 my， 
后 者 确定 了 函数 于 (&) 和 了 (97) 的 零点 数目 . 
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双 原 子 分 子 中 的 电子 谱 项 作为 核 距 7 的 函数 可 以 用 能 量 对 r 的 作 图 法 表 
出 ,考察 代表 不 同 谱 项 的 不 同 曲 线 的 相交 问题 颇 有 意义 . 

设 U(r) 和 U,(7r) 是 两 个 不 同 的 电子 谱 项 . 如 果 它 们 相交 于 某 一 点 ,那么 函 
数 局 和 U, 在 该 点 附近 就 会 有 接近 值 . 为 了 判断 怎样 才能 相交 ,最 好 对 问题 进行 
以 下 的 处 理 . 我 们 考虑 一 个 点 ,该 点 处 的 U(r) 和 U,(r) 函数 值 十 分 接近 (我 
们 记 作 EE, 和 E,) 但 是 并 不 相等 ,现在 来 看 一 下 该 点 位 移 一 个 很 短 的 距离 gr 后 能 
不 能 使 VU, 和 U, 值 变 得 相等 . 能 量 E, 和 ,是 核 距 为 m 的 场 内 多 电子 系统 哈密 顿 
量 记 的 两 个 本 征 值 . 如 果 使 距离 "增加 5r, 哈 密 顿 量变 成 所 + 六 ,其 中 的 六 = 
5r . 9 入,V9r 是 一 个 小 的 改正 ,函数 U1, 和 U, 在 r,。+6r 点 的 值 可 看 作 这 个 新 哈密 顿 
量 的 本 征 值 . 这 个 观点 使 我 们 可 以 用 微 扰 论 求 出 Ui(r) 和 UU,(r) 谱 项 在 7 +6r 
点 的 值 , 广 看 成 算 符 应 的 一 个 微 扰 . 

可 是 ,通常 的 微 扰 论 方法 在 这 里 并 不 适用 ,因为 未 微 扰 问题 中 的 能 量 本 征 值 
E, 和 EE, 十 分 接近 ,其 差 值 一 般 讲 来 并 不 远大 于 微 扰 量 , 条 件 (38.9) 式 并 不 满足 . 
由 于 差 值 , ~- E, 趋 于 零 时 变 成 有 简 并 的 本 征 值 情 形 ,我 们 自然 可 试用 类 似 于 
$ 39 中 的 方法 去 解决 具有 相近 本 征 值 的 问题 . 

设 yy, ,是 未 微 扰 算 符 厂 的 两 个 本 征 函 数 ,属于 能 量 E, ,已 . 我 们 不 用 ,和 
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峭 :而 用 下 列 线性 组 合作 为 零 级 近似 
网 =o + ep- (79.1) 
把 上 式 代 入 受 微 扰 方 程 
(H+ Wy=Ey (79.2) 
， 得 到 
c (E+V-E)y, +e,(E,+V-E)y,=0, 
对 上 式 分 别 左 乘 yi 和 > ,积分 后 得 到 两 个 代数 方程 
c(E, +V,-E)+cV,=0, 
ciV, +ce,(E, +V,,-E) 0 | 


由 于 算 符 芯 是 自 斩 的 ,矩阵 元 Vi, 和 VV, 是 实数 并 且 WV, = 也. 以 上 两 式 的 相 容 条 
件 为 


(79.3) 








天 | + -五 V, 
=0 
V2 E, +V,,-E 
因而 
1 
= (Bb, +E, +V, +V,,)+ 
1 
+ /Et -E+tVys -Va) +|V,l. (79.4) 


上 式 给 出 了 欲求 的 一 级 近似 能 量 本 征 值 . 

如 果 在 r。+ 6r 处 这 两 个 谱 项 的 能 量 值 相等 ,( 即 谱 项 相交 ) ,这 就 意味 着 
(79.4) 式 给 出 的 两 个 E 值 相等 .为 此 必须 令 (79.4) 根 号 中 的 表 式 等 于 零 . 由 于 
它 是 两 个 平方 项 之 和 , 故 谱 项 存在 交点 的 条 件 是 

E,-E,+V,-V,,=0, V,=0. (79.5) 
可 是 ,可 供 我 们 支配 的 决定 微 扰 VV 的 只 有 一 个 任意 参量 ,即位 移 量 6r. 因此 
(79.5) 的 两 个 方程 一 般 讲 来 不 能 同时 满足 (假定 几 ,W, 已 选 成 实 函 数 , 故 Vi, 也 
是 实 的 ). 

但 也 有 可 能 碰 到 Vi, 和 矩阵 元 恒 等 于 零 的 情形 ,此 时 (79.5) 只 留 下 一 个 方程 ， 
适当 选择 Sr 可 使 该 方程 得 到 满足 . 这 种 情形 总 是 发 生 在 所 考虑 的 两 个 谱 项 具有 
不 同 对 称 性 的 时 候 . 这 里 所 讲 的 对 称 性 是 指 所 有 可 能 的 对 称 形式 : 绕 轴 转 动 , 对 
平面 的 反射 , 反 演 , 也 指 电子 的 对 换 . 在 双 原 子 分 子 中 ,这 意味 着 所 指 的 是 具有 不 
同 4 值 ,不 同 宇 称 或 不 同 多 重度 的 谱 项 ,或 者 是 指 ( 对 工 谱 项 而 言 ) + 和 了 - 
谱 项 . 

上 述 论断 的 成 立 ,在 于 微 扰 算 符 ( 和 哈密 顿 量 本 身 一 样 ) 与 分 子 的 所 有 对 称 
算 符 相 对 易 ,包括 沿 轴 的 角 动 量 算 符 ,反射 和 反 演算 符 以 及 电子 的 对 换算 符 . 
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$29 和 8$30 中 曾经 证 明 ,对 于 一 个 与 角 动 量 及 反 演 算 符 都 对 易 的 标量 算 符 
言 , 它 的 非 零 矩阵 元 只 有 角 动 量 和 宇 称 都 相同 的 状态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 . 
一 般 情形 下 , 当 所 对 易 的 算 符 为 任意 的 对 称 算 符 时 ,这 个 证 明 仍 能 成 立 . 我 
们 不 在 这 里 重复 这 个 证 明 , 因 为 $97 中 将 在 群 论 基础 上 给 出 另 一 个 普遍 
证 明 . 
因此 我 们 得 到 这 样 的 结论 , 双 原 子 分 子 中 只 有 对 称 性 不 同 的 谱 项 才能 相交 ， 
对 称 性 相同 的 谱 项 是 不 能 相交 的 (了 E. Wigner,J. von Neumann ,1929). 如 果 在 某 种 
近似 计算 的 结果 中 ,我们 得 到 了 对 称 性 相同 的 两 个 相 
交 谱 项 ,那么 在 下 一 级 的 近似 计算 中 它们 就 会 分 开 ,如 


图 27 的 实 线 所 示 . eh 
应 该 强调 的 是 ,这 个 结论 不 只 是 对 双 原 子 分 子 成 > 


立 , 而 且 是 量子 力学 的 一 个 普遍 定理 :只 要 哈密 顿 量 中 p> 


含有 某 个 参量 从 而 它 的 本 征 值 是 该 参量 的 函数 时 ,这 r 
个 结论 即 能 成 立 . 

采用 群 论 的 术语 ( 见 $ 96) , 谱 项 有 可 能 相交 的 一 图 27 
般 条 件 是 ,这 两 个 谱 项 应 该 分 属于 系统 哈密 顿 量 对 称 群 的 两 个 不 同 的 不 可 约 
表示 @. 

多 原子 分 子 中 ,电子 谱 项 不 是 一 个 参量 而 是 若干 个 参量 的 函数 ,这 些 参量 就 
是 各 个 核 距 . 令 * 为 独立 核 距 数 . 在 具有 NN 个 (N >2) 原 子 的 分 子 中 , 当 原 子 核 可 
任意 排列 时 ,这 个 数 s=3N - 6. 从 几何 学 的 观点 看 来 ,每 个 0,(r,,… ,7r,) 谱 项 是 
s+1 维 空间 中 的 一 个 曲面 ,这 些 曲面 的 交 区 可 以 有 不 同 的 维 数 ,从 0 维 ( 交 于 一 


点 ) 到 s -1 维 .除了 微 扰 了 现在 不 是 由 一 个 参量 而 是 由 * 个 参量 Sr, ,… ,6r, 所 确 
定 的 以 外 ,上 面 所 作 的 推导 全 部 有 效 . 即使 是 两 个 参量 ,(79.5) 中 的 两 个 方程 式 
一 般 讲 来 总 能 得 到 满足 . 因此 得 出 这 样 的 结论 :多 原子 分 子 中 任意 两 个 谱 项 都 有 
可 能 相交 . 如 果 这 两 个 谱 项 具有 相同 的 对 称 性 , 则 其 交 区 由 (79.5) 式 的 两 个 条 
件 所 确定 ,从 而 这 个 交 区 是 ; -2 维 的 . 如 果 这 两 个 谱 项 具有 不 同 的 对 称 性 ， 
(79.5) 式 中 只 留 下 一 个 条 件 ,这 个 交 区 是 ; -1 维 的 . 

例如 s=2 时 , 谱 项 可 表 为 三 维 坐 标 系 中 的 曲面 . 当 谱 项 的 对 称 性 不 同时 ,这 
些 曲面 的 交 线 是 一 条 直线 (s -1 =1) ,而 当 对 称 性 相同 时 , 则 交 于 一 点 (s -2 = 


Ur) 


@ 这 个 规则 的 表 观 例外 是 Hz 离子 的 电子 谱 项 . 它们 由 角 动 量 分 量 4 以 及 两 个 椭圆 量子 数 ne 和 
n, 来 描述 ( 见 78, 例 题 ) ,由 于 这 些 量子 数 分 别 与 不 同 变量 的 函数 相 联系 ,这 就 无 法 阻止 4 值 相同 而 ms 
和 n, 值 不 同 的 两 个 B(R) 谱 项 相交 ,即使 这 些 谱 项 对 旋转 和 反射 具有 相同 的 对 称 性 ,但 实际 上 ,该 系统 的 
薛 定 户 方 程 中 变量 的 可 分 离 性 ,说 明了 它 的 哈密 顿 量 尚 有 来 自 几 何 性 质 以 外 的 更 高 对 称 性 ,相对 于 这 个 
完整 对 称 群 而 言 ,mn 和 nm 值 不 同 的 态 具 有 不 同 的 对 称 类 型 . 
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0) .在 后 一 种 情形 下 ,不 难 判 明 交 点 附近 的 曲面 形状 . 谱 项 

交点 附近 的 能 量 值 是 由 (79.4) 式 给 出 的 . 该 式 中 的 矩阵 元 

Vi ,Vy ,Vw 是 位 移 Sr ,6r, 的 线性 晒 数 ,因而 也 是 距离 mr ,r, 本 一 二 
身 的 线性 函数 . 由 解析 几何 知道 ,这 样 的 一 个 方程 确定 了 一 

个 椭圆 锥 面 . 因此 这 两 个 谱 项 在 交点 附近 可 以 表 成 任意 放 
置 的 一 个 双 椭 圆锥 面 (图 28). 
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当 我 们 增 大 双 原 子 分 子 内 原子 核 间 的 距离 时 ,其 极限 是 两 个 孤立 原子 (或 
离子 ). 因此 就 产生 了 分 子 的 电子 谱 项 与 分 开 后 所 得 的 原子 态 之 间 的 对 应 关系 
问题 (E. Wigner,E. Witmer,1928 ). 这 种 关系 并 不 是 单 值 的 :如 果 把 两 个 给 定 态 
的 原子 靠拢 起 来 ,所 得 的 分 子 可 以 具有 各 种 不 同 的 电子 态 . 

我 们 先 假定 该 分 子 是 由 两 个 不 同 原子 组 成 的 . 设 孤 立 原子 分 别处 于 轨道 角 
动量 为 L,L 自 旋 为 5,,5, 的 态 中 ,并 令 工 >L. 角 动 量 沿 原子 核 连 线 的 投影 值 可 
取 MM = -上 ,- 刁 +1,…, 世 和 MM,= -LL +1,…,L. 和 M,+M, 的 绝对 值 
确定 了 这 两 个 原子 靠拢 后 所 得 的 4 值 .把 MM 和 M, 的 各 种 可 能 值 相 加 起 来 ,我 们 
发 现 所 得 的 各 种 A = 1M, + M,1 值 的 次 数 如 下 : 

A=L+L， 2 次 ， 
L +zL -14 次 ， 
L,-L, 2(2L, +1) 次 ， 
L -LL-1l1 2(2L,+1) 次 ， 
1 2(2L, +1) 次 ， 
0 2L, +1 次 ， 

我 们 记得 ,A 0 的 谱 项 都 是 双重 简 并 的 ,A =0 的 谱 项 都 是 无 简 并 的 , 因 

此 有 : 
A=L, + 工 的 谱 项 共 1 i 
A =L + 上 -1 的 谱 项 共 2 个 ， 


4 = -L 的 谱 项 共 2L, +1 个， (80.1) 
A=L -Ll 的 谱 项 共 2L,+1 个 ， 


4 =0 的 谱 项 共 2L, + 1 个; 
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一 共有 (2L, +1)(2L, +1) 个 谱 项 ,它们 的 4 值 从 0 到 工 +L. 

两 个 原子 的 自 旋 5S, ,S, 按 角 动 量 相 加 的 一 般 规 则 组 合成 为 分 子 的 总 自 旋 ,给 
出 下 列 各 个 可 能 的 S 值 : 

S$=S +9,,S + -1,.…,|S, -Ss,|. (80.2) 
把 每 个 S 值 和 (80.1) 中 的 各 个 4 值 组合 起 来 , 即 得 所 合成 的 分 子 中 所 有 可 能 谱 
项 的 完整 的 清单 . 

对 于 开 谱 项 ,还 有 一 个 符号 问题 . 这 个 问题 是 很 易 解 决 的 ,只 需 注 意 到 当 
r 一 oo 时 ,分 子 波 函 数 可 以 表 成 两 个 原子 波 函数 的 乘积 (或 乘积 之 和 ). A =0 的 角 
动量 既 可 以 从 不 等 于 零 但 有 M, = - M, 的 两 个 原子 角 动 量 相 加 而 成 ,也 可 以 从 
M, = M, =0 的 两 个 原子 角 动 量 相 加 而 成 . 我 们 用 yy) ,y 避 代表 第 一 个 和 第 二 个 
原子 的 波 函 数 . 当 M = |M,|= |M,|0 时 ,可 作 以 下 的 对 称 乘积 和 反对 称 乘 积 ; 

py = pn th uber, 

py = yn yu 
对 竖 直 平面 ( 即 通 过 分 子 轴 的 一 个 平面 ) 的 反射 使 角 动 量 的 轴 向 投影 变 号 ,从 而 
使 We ,沙包 分 别 变 成 东信 ,人 ,以 及 反之 . 此 时 函数 y! 保持 不 变 而 由" 变 一 符 
号 ,前 者 对 应 于 并 * 谱 项 ,后 者 对 应 于 并 - 谱 项 . 因此 对 于 每 个 驻 值 ,得 到 一 个 
2 ' 谱 项 和 一 个 匡 - 谱 项 . 由 于 M 可 以 取 工 个 不 同 的 值 (M =1,…,L,), 总 共有 
忆 个 汪 * 谱 项 和 工 个 谱 项 . 

另 一 方面 , 若 Mi = M, =0 ,分子 波 函 数 的 形式 为 y= yy. 为 了 判明 5 
函数 对 竖 直 平面 的 反射 所 具有 的 性 质 , 我 们 选取 一 个 坐标 系 , 它 的 原点 在 第 一 个 
原子 的 中 心 , 它 的 z 轴 沿 着 分 子 轴 . 我 们 注意 到 ,对 xz 竖 直 平面 内 的 反射 ,等 价 
于 对 原点 反 演 后 再 绕 y 轴 旋 转 180°. yn 函数 经 过 反 演 后 要 有 飞 以 P,P, = +1 是 
第 一 个 原子 的 所 给 态 的 宇 称 . 其 次 ,无 限 小 旋转 算 符 作用 于 波 函 数 后 所 得 的 结果 
(从 而 任 一 有 限 大 旋转 的 结果 ) ,完全 由 该 原子 的 总 轨道 角 动 量 所 决定 . 因此 只 
须 考虑 轨道 角 动 量 为 !( 同 时 角 动 量 的 z 分 量 m =0) 的 一 个 单 电子 原子 这 一 特殊 
情形 就 足够 了 . 把 结果 中 的 ! 换 成 二 , 即 得 对 于 任意 原子 的 解 .mm =0 的 电子 波 函 
数 的 角 部 除了 一 个 常 系数 外 等 于 P,(cos 9)[ 见 (28.8)]. 绕 7y 轴 旋转 180" 相 当 
于 x 一 -%,y 一 7,z 一 -2z 的 变换 ,或 者 相当 于 球 坐标 中 r 一 r,g 一 站 -9,9p 一 人 -9 
的 变换 . 此 时 有 cos 0 一 -cos 09, 而 P,(cos 0) 函数 则 乘 以 ( -1) 

由 此 得 出 结论 ,对 竖 直 平面 内 反射 的 结果 ,yiW 函数 要 乘 以 ( -1)”P,. 同 理 
小 要 乘 以 ( -1)2P, ,因而 岁 =yi Wi 波 函 数 要 乘 以 ( -1)"**%PP,. 谱 项 为 
> 或- ,要 看 这 个 因子 等 于 +1 还 是 -1 而 定 . 

总 结 所 得 结果 ,我们 发 现 ,( -1)”*%P,P, = +1 时 在 总 数 为 2L, +1 个 的 5 
谱 项 (每 个 具有 适当 的 多 重度 ) 中 ,共有 I,+1 个!* 谱 项 和 工 个 了 谱 项 ， 
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( -1) 2PiP, = -1 时 则 反之 . 
现在 考虑 两 个 相同 原子 所 组 成 的 分 子 . 把 原子 的 自 旋 和 轨道 角 动 量 组 合成 
为 分 子 的 总 3S 和 4 的 规则 , 仍 和 不 同 原 子 构成 分 子 时 的 情形 相同 . 所 不 同 的 是 
谱 项 具有 奇偶 性 . 在 这 里 必须 区 分 两 种 情况 ,要 看 这 两 个 被 结合 原子 是 处 于 相同 
状态 还 是 处 于 不 同 状态 . 
如 果 这 两 个 原子 处 于 不 同 状态 加 D, 它 的 谱 项 总 数 要 比 不 同 原子 的 情形 大 一 
倍 . 实际 上 ,对 原点 ( 即 分 子 轴 的 平分 点 ) 的 反射 使 得 两 个 原子 的 状态 相互 对 换 . 
把 分 子 波 函 数 相 对 于 原子 态 的 对 换 进 行 对 称 化 或 反对 称 化 以 后 ,可 得 两 个 谱 项 
(具有 相同 的 A 和 5) ,其 中 的 一 个 是 偶 的 另 一 个 是 奇 的 . 因此 总 起 来 说 ,有 数目 
相同 的 偶 谱 项 和 奇 谱 项 ， 
另 一 方面 ,如 果 这 两 个 原子 处 于 相同 状态 , 则 其 总 态 数 仍 和 具有 不 同 原子 的 
分 子 相 同 . 至 于 这 些 态 的 宇 称 问 题 ,研究 后 人 (这 个 研究 由 于 太 繁 ,不 在 这 里 给 
出 ) 得 到 下 列 结果 : 
设 N,,NN, 为 具有 给 定 A 和 5 值 的 奇偶 谱 项 数 . 则 : 
A 奇数 时 ,N, =N,，; 
A 偶数 和 5S 偶数 ($=0,2,4,…) 时 ,N=N,+1; 
4 偶数 和 5 奇数 (S=1,3,…) 时 ,N,。=N,+1. 
最 后 ,在 之 谱 项 中 还 应 区 分 “和 了 二 .此 时 有 ， 
$ 偶数 时 ,N+ = N7 +1=L+1， 
S 奇数 时 ,N: =N- +1=L+1; 
其 中 的 六 = 瑟 三 五 所 有 2 * 谱 项 的 宇 称 为 (-1) ,所 有 三” 谱 项 的 宇 称 
为 ( -1)°*. 
除了 以 上 考虑 过 的 分 子 谱 项 与 r~*o 时 的 原子 谱 项 间 的 关系 问题 以 外 ,我 
们 还 可 以 提出 分 子 谱 项 与 一 "0 时 亦 即 两 个 原子 核 合 成 一 点 时 的 “复合 原子 ” 谱 
项 间 的 关系 (例如 H, 分 子 谱 项 与 He 原子 谱 项 间 的 关系 ). 我 们 不 难 导出 以 下 的 
规则 . 从 自 旋 为 $ 轨道 角 动 量 为 工 宇 称 为 已 的 一 个 “复合 "原子 谱 项 出 发 ,把 其 
组 成 原子 分 开 后 ,可 得 自 旋 为 $ 角 动 量 的 轴 分 量 值 为 4=0,1,… 江 的 各 个 分 子 
谱 项 ,每 个 4 值 有 一 个 谱 项 .分 子 谱 项 的 宇 称 则 和 原子 谱 项 的 宇 称 相 同 (P= +1 
时 为 g,P= -1 时 为 u).A =0 的 分 子 谱 项 当 ( -1)"P = +1 时 为 了 * 谱 项 , 当 
( -1)"P= -1 时 为 了“ 谱 项 . 


QD 特别 是 ,我 们 可 以 讨论 一 个 中 性 原子 和 一 个 电离 原子 的 结合 . 
加 参考 E. Wigner,E, Witmer. Ze. f. Physik ,51 ,859 ,1928. 
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习 题 

1， 试 求 基态 原子 结合 而 成 的 HH,,N, ,0O，, ,Cl 分 子 的 各 种 可 能 谱 项 . 

解 : 根 据 以 上 给 出 的 规则 ,可 得 下 列 可 能 谱 项 : 

H， 分 子 (两 原子 处 于 "S 态 ):' 5 +, 5; 

N: 分 子 ( 两 原子 处 于 'S 态 ): 了. >:,， 2+, 了: ; 

Cl, 分 子 (两 原子 处 于 'P 态 ):2'> ，: 工 - ，!II,，!I,，!A，， 

2 A 

0, 分 子 ( 两 原子 处 于 P 了 态 ):2'> ,> ，I，I,，A,，2 二: ， 

ce ， J 311,, 3A,， ps ， 2 :TI ， 
Ts 
谱 项 符号 前 的 数字 代表 该 类 谱 项 的 出 现 次 数 , 如 果 这 个 数 超过 1 的 话 . 

2. 同上 题 ,但 分 子 为 HCl,C0O. 

解 :不 同 原子 结合 时 , 态 的 宇 称 也 很 重要 . 按 (31.6) 式 可 知 H,0,C 原子 的 
基态 都 是 偶 的 ,而 Cl 原子 的 基态 是 奇 的 (这 些 原子 的 电子 组 态 见 表 3). 根据 以 
上 所 给 规则 可 得 : 

HCl 分 子 (两 原子 处 于 "S,,P, 态 );”*,'"II 

C0 分 了 ( 两 下 字义 于 PD]2 IA 
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原子 相互 结合 成 为 分 子 的 性 质 是 用 原子 价 概念 描述 的 . 每 种 原子 具有 一 定 
的 原子 价 , 当 原子 结合 时 ,它们 的 原子 价 必须 相互 匹配 , 亦 即 原子 的 每 个 价 键 必 
须 有 另 一 原子 的 一 个 价 键 和 它 相 配 . 例如 甲烷 分 子 CH 中 ,四 价 碳 原子 的 四 个 价 
键 和 四 个 单价 氢 原 子 的 价 键 相 匹 配 . 在 对 原子 价 作 出 物理 诠释 时 ,我 们 从 两 个 氢 
原子 结合 成 ;分子 这 一 最 简单 的 例子 开始 . 

考虑 两 个 处 于 基态 ("S$) 的 氨 原 子 . 当 它 们 接近 时 ,最 终 系 统 可 以 处 于 。 
或 二 : 分子 态 中 . 单项 对 应 于 反对 称 的 自 旋 波 函数 ,三 重 项 对 应 于 对 称 的 自 旋 
波 函 数 . 反之 ,坐标 波 函 数 对 > 谱 项 是 对 称 的 ,对 过 谱 项 则 是 反对 称 的 . 显然 ， 
H, 分 子 的 基 项 只 能 是 了 谱 项 . 实际 上 ,反对 称 的 波 函 数 g(r ,r,)(r, 和 7r, 是 两 个 
电子 的 矢 径 ) 总 是 具有 节点 (因为 r, =r, 时 它 等 于 零 ) ,因此 它 不 可 能 是 该 系统 
的 最 低 态 . 

数值 计算 表明 ， 区 电子 谱 项 确 有 一 个 很 深 的 极 小 值 ,相当 于 形成 一 个 稳定 
的 H, 分 子 . 在 二 态 中 ,能量 V(r) 随 着 原子 核 间 距 的 增 大 而 递减 ,相当 于 这 两 个 
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氨 原 子 的 相互 排斥 由 (图 29). 

因此 在 基态 中 , 所 分子 的 总 和 目 旋 $=0. 我 们 
发 现 ,差不多 所 有 由 主 族 元 素 组 成 的 化 学 性 质 稳 
定 的 化 合 物 的 分 子 都 具有 这 种 性 质 . 在 无 机 分 子 
中 ,例外 的 有 双 原 子 分 子 0;( 基 态 为 ) 和 NO 
(基态 为 开 ) 以 及 三 原子 分 子 NO,, Cl0, (总 自 旋 


5S = 三 ). 过 渡 族 元 素 具 有 特殊 的 性 质 ,我 们 将 在 


讨论 了 主 族 元 素 的 原子 价 性 质 以 后 再 去 讨论 它 . 
原子 相互 结合 的 性 质 因而 和 它们 的 自 旋 有 关 
(W. Heitler, H. London ,1927 ). 进行 结合 时 ,原子 
的 自 旋 相互 抵消 . 我 们 最 好 用 一 个 整数 , 即 原子 自 图 29 
旋 的 两 倍 , 作 为 原子 结合 能 力 的 定量 标志 . 这 个 整 
数 就 等 于 该 原子 的 化 学 价 . 在 此 我 们 必须 记 住 ,同一 原子 可 以 具有 不 同 的 原子 
价 ,要 看 它 处 于 哪个 态 中 ， 
让 我 们 用 这 个 观点 看 一 下 周期 表 中 的 主 族 元 素 . 第 一 族 元 素 ( 表 3 的 第 一 


列 , 碱 金属 族 ) 的 正常 态 中 自 旋 为 5= 地 ,因而 它们 的 原子 价 等 于 1. 只 有 把 满 壳 


层 中 的 电子 激发 出 来 以 后 才能 得 到 自 旋 值 较 高 的 激发 态 . 但 这 种 激发 态 高 到 这 
样 的 地 步 , 以 致 激发 原子 无 法 组 成 稳定 的 分 子 . @ 

第 二 族 元 素 ( 表 3 第 二 列 ,碱土 金属 族 ) 的 原子 在 正常 态 具有 S =0 的 自 旋 . 
因而 这 些 原子 处 于 正常 态 时 不 能 组 成 化 合 物 .但 有 一 个 激发 态 比 较 接近 于 基态 ， 
它 的 组 态 不 是 s 而 是 未 满 壳 层 中 的 sp 组 态 , 具 有 总 自 旋 5=1. 处 于 这 种 态 中 的 
原子 是 2 价 的 ,这 是 第 二 族 元 素 的 主 原子 价 . 


第 三 族 元 素 的 正常 态 具有 电子 组 态 wp 并 且 自 旋 $= 六 . 但 把 封闭 s 帝 层 中 


的 一 个 电子 激发 以 后 ,可 以 得 到 一 个 激发 态 , 它 具有 组 态 sp 并 具有 自 旋 3 = 
3/2 ,这 个 态 接 近 于 正常 态 . 因此 这 一 族 元 素 可 以 有 3 价 和 1 价 . 此 族 的 前 两 个 元 
素 ( 硼 、 铝 ) 只 表现 为 3 价 元 素 . 随 着 原子 序 的 增 大 ,原子 价 为 1 的 趋势 就 逐渐 显 
示 出 来 , 锭 元 素 表现 为 3 价 和 1IL 价 的 机 会 相等 (例如 在 化 合 物 TICI 和 TiCl, 中 ). 
这 是 因为 对 前 几 个 元 素 讲 来 ,三 价 化 合 物 中 的 结合 能 大 于 单价 化 合 物 中 的 结合 





Q@ 我 们 在 这 里 不 讨论 原子 间 的 范 德 瓦尔 斯 引力 ( 见 $89). 这 个 力 的 存在 使 得 二 谱 项 的 V(r) 曲线 
(在 远 距 处 ) 具 有 一 个 极 小 值 .但 是 这 个 极 小 值 与 ' 三 曲线 的 极 小 值 相 比 是 很 浅 的 ,在 图 29 所 示 的 尺寸 中 
这 个 极 小 值 无 法 表 出 . 

@ 关于 Cu,Ag,Au 元素, 见 本 节 末 ， 
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能 ,它们 之 间 的 差 值 超过 了 该 原子 的 激发 能 量 . 

第 四 族 元 素 中 ,基态 具有 组 态 sp , 自 旋 等 于 1, 它 的 邻近 激发 态 具 有 组 态 
sp' 而 自 旋 等 于 2. 这 些 态 相当 于 2 价 和 4 价 . 它 和 第 三 族 一 样 ,前 两 个 元 素 ( 碳 ， 
硅 ) 主 要 表现 为 高 原子 价 ( 例 如 CO 等 为 例外 ) , 随 着 原子 序 的 增 大 而 显示 出 低 价 
趋势 . 

第 五 族 元 素 的 原子 中 ,基态 具有 组 态 sp? , 自 旋 为 $=3/2, 所 以 相应 的 原子 
价 等 于 3. 只 有 把 其 中 的 一 个 电子 激发 到 主 量子 数 更 高 的 壳 层 中 才能 得 到 自 旋 
更 高 的 激发 态 . 这 些 态 中 最 邻近 的 态 具 有 组 态 s ps*' 并 且 自 旋 $S =5/2( 我 们 习惯 
地 用 s' 代 表 电 子 的 一 个 s 态 , 它 的 主 量子 数 要 比 前 一 个 s 态 大 1). 这 个 态 的 激发 
能 量 虽 然 比 较 高 ,但 是 这 样 的 激发 原子 仍 能 组 成 稳定 的 化 合 物 . 因此 第 五 族 元 素 
表现 为 3 价 和 5 价 ( 例 如 氮 在 NH; 中 为 3 价 在 HNO, 中 为 5 价 ). 

第 六 族 的 元 素 中 ,基态 (组 态 为 sp) 的 自 旋 等 于 1, 因 而 原子 是 2 价 的 . 激 
发 一 个 p 电子 后 得 到 自 旋 为 2 的 sp’'s' 态 ,再 激发 一 个 s 电子 后 得 到 自 旋 为 3 的 
sp’s'p' 态 . 处 于 这 两 种 激发 态 中 的 原子 都 能 组 成 稳定 分 子 ,因而 表现 出 4 价 和 
6 价 . 第 六 族 中 的 第 一 个 元 素 ( 氧 ) 只 表现 为 2 价 , 后 面 的 一 些 元 素 把 高 原子 价 也 
表现 出 来 (例如 硫 在 H,S,SO, ,SO, 中 分 别 为 2,4,6 价 ). 


第 七 族 ( 协 素 族 ) 中 ,基态 ( 组 态 9p? , 自 旋 $ = > ) 原子 是 单价 的 . 但 是 以 下 的 


激发 态 可 以 形成 稳定 化 合 物 ,这 些 激 发 态 的 组 态 分 别 为 sp's’,s p's'p’,sp’s'p”， 
自 旋 分 别 为 3/2,5/2,7/2, 因 此 原子 价 为 3,5,7. 此 族 的 第 一 个 元 素 ( 握 ) 总 是 单 
价 的 ,但 是 以 后 的 元 素 还 表现 出 高 原子 价 ( 例 如 氯 在 HCl,HCIi0, ,HC10,,HC1l0, 
中 分 别 为 1,3,5,7 价 ). 

最 后 是 惰性 气体 族 元 素 的 原子 ,其 基态 是 完全 封闭 的 壳 层 (因而 和 目 旋 $S = 
0) ,它们 的 激发 能 量 非常 高 . 因此 原子 价 等 于 零 ,这 些 元 素 在 化 学 上 是 惰性 的 中 . 

以 上 所 作 的 论述 需要 给 予 如 下 总 的 说 明 . 当 我 们 讲 到 分 子 中 的 一 个 原子 具 
有 某 一 激发 态 的 原子 价 时 ,并 不 意味 着 把 这 个 原子 拉 到 远 距 离 处 以 后 一 定 能 得 
到 一 个 激发 原子 . 它 只 是 意味 着 这 个 分 子 中 的 电荷 密度 分 布 在 该 原子 的 原子 核 
附近 接近 于 一 个 孤立 激发 原子 的 电荷 密度 分 布 .但 当 原 子 核 之 间 的 距离 增 大 时 ， 
这 种 电荷 密度 分 布 很 有 可 能 趋 于 非 激 发 原子 的 情形 . 


QD 其 中 某 些 元 素 仍 能 与 气 和 气 结 合成 稳定 化 合 物 .它们 的 原子 价 可 能 与 封闭 吝 层 的 最 外 层 中 的 电 
子路 迁 到 能 量 较 近 的 未 满 f 态 或 d 态 中 有 关 . 

还 可 以 提 及 惰性 气体 原子 与 该 元 素 的 激发 原子 相互 作用 时 所 产生 的 相 吸 效应 . 这 种 效应 来 自 处 于 不 
同 状态 的 相同 原子 靠拢 时 可 能 态 数 的 加 售 ( 见 580). 在 这 里 ,激发 态 在 两 个 原子 之 间 的 交 赫 挨 迁 作用 代 
替 了 产生 通常 原子 价 的 交换 作用 . He 分 子 就 是 这 种 分 子 的 一 个 例子 , 由 两 个 相同 原子 所 组 成 的 电离 分 


子 中 也 出 现 这 种 类 型 的 化 学 键 (例如 Hy )， 
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当 原 子 结合 成 为 分 子 时 ,原子 中 的 封闭 电子 党 层 改 变 得 很 少 . 可 是 未 满 壳 层 
中 的 电子 密度 分 布 可 能 会 有 很 大 的 改变 . 在 表现 得 最 明显 的 异 极 键 情形 下 ,所 有 
的 价 电子 都 从 原来 的 原子 跑 到 了 另 一 个 原子 ,以 致 我 们 可 以 把 这 个 分 子 说 成 是 
由 电荷 (以 e 为 单位 ) 等 于 其 原子 价 的 离子 所 组 成 . 第 一 族 的 元 素 是 正 电 性 的 : 
它们 在 蜡 极 化 合 物 中 失去 电子 而 构成 正 的 离子 . 当 我 们 转向 随后 的 几 族 时 ,元素 
的 正 电 性 逐渐 不 明显 并 转变 为 负电 性 ,并 在 第 七 族 元 素 中 达到 最 高 程度 . 关于 异 
极 性 问题 ,我 们 需要 和 分 子 中 的 激发 原子 一 样 作出 同样 的 说 明 . 如 果 一 个 分 子 是 
异 极 性 的 , 它 并 不 意味 着 原子 拉 开 后 一 定 能 得 到 两 个 离子 . 例如 ,对 CsF 分 子 我 
们 的 确 可 以 得 到 Cs “和 了 -离子 . 但 对 NaF 分 子 所 得 的 却 是 Na 和 下 的 中 性 原子 
(因为 气 的 电子 亲 和 势 大 于 多 的 电离 势 而 小 于 钠 的 电离 势 ). 

相反 的 极端 情形 是 同 极 键 , 同 极 分 子 中 的 各 个 原子 平均 说 来 保持 为 中 性 . 同 
极 分 子 不 同 于 异 极 分 子 , 它 并 没有 显著 的 偶 极 和 矩 . 异 极 型 和 同 极 型 的 区 别 完 全 是 
定性 的 ,任何 中 间 类 型 都 有 可 能 出 现 . 

现在 来 讲 过 渡 族 元 素 . 名 族 和 铂 族 在 原子 价 的 性 质 方面 与 主 族 元 素 极 为 相 
似 . 唯一 不 同 的 是 ,由 于 原子 内 的 d 电子 处 于 较 深 的 位 置 ,它们 和 分 子 中 的 其 它 
原子 的 作用 很 弱 . 结果 使 这 些 元 素 的 化 合 物 中 常常 出 现 “ 不 饱和 ”的 化 合 物 , 它 
们 的 分 子 具 有 不 等 于 零 的 自 旋 (实际 上 都 不 超过 1/2). 每 一 种 元 素 都 可 以 呈现 
出 好 几 种 原子 价 ,这 些 原子 价 之 间 的 差 值 可 以 等 于 1 ,不 像 主 族 元 素 那 样 只 能 相 
差 2( 主 族 元 素 的 原子 价 改 变 是 由 于 电子 的 激发 ,这 些 激发 电子 的 自 旋 原来 是 成 
对 抵消 的 ,因此 激发 以 后 有 一 对 电子 的 自 旋 同 时 获得 释放 ). 

稀土 族 元 素 是 以 存在 未 满 节 电子 帝 层 为 特征 的 . 这 些 f 电 子 处 于 比 d 电子 更 
深 的 位 置 ,因而 它们 并 不 参与 原子 价 . 所 以 稀土 族 元 素 的 原子 价 只 由 未 满 充 层 中 
的 s 和 p 电子 所 决定 中 . 但 是 必须 注意 , 当 原 子 受 激 以 后 ff 电子 有 可 能 转 人 s 和 pp 
态 ,使 原子 价 增加 1. 因此 稀土 族 元 素 所 表现 的 原子 价 其 差 值 也 等 于 1( 实 际 上 它 
们 都 是 三 价 | 和 四 价 的 ). 

钢 族 元 素 占 有 特殊 的 地 位 . 钢 和 针 不 含 于 电子 ,参与 它们 原子 价 的 是 d 电 
子 , 因 此 它们 的 化 学 性 质 不 像 稀土 元 素 而 像 名 族 和 铂 族 元 素 . 至 于 铀 , 虽 在 基态 
中 有 f 电 子 , 但 在 化 合 物 中 也 没有 {电子 . 最 后 ,Np,Pu,Am,Cm 原子 的 化 合 物 中 
虽 有 了 电子 ,但 是 参与 原子 价 的 电子 仍 为 s 和 d 电子 . 在 这 种 意义 下 ,它们 都 是 
类 铀 的 “未 配对 ”的 s 和 d 电子 的 最 大 数目 分 别 等 于 1 和 5, 所 以 铜 族 元 素 的 最 
高 原子 价 等 于 6 ,而 稀土 族 元 素 的 最 高 原子 价 ( 有 s 和 p 电子 参与 的 原子 价 ) 等 
于 1+3=4. 


QD 某 些 稀 土族 原子 的 未 满 沉 层 中 存在 着 d 电子 ,这 种 电子 并 不 重要 ,因为 这 些 原子 参与 化 合 物 时 
实际 上 总 是 处 于 没有 d 电子 的 激发 态 . 
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铁 族 元 素 ,就 它们 的 原子 价 性 质 来 说 , 介 于 稀土 元 素 与 甸 族 铂 族 元 素 之 间 . 
这 些 原子 中 的 d 电子 处 于 比较 深 的 位 置 , 在 许多 化 合 物 中 它们 对 原子 价 键 没有 
贡献 . 因此 在 这 样 的 化 合 物 中 , 铁 族 元 素 类 似 于 稀土 元 素 . 在 这 一 类 化 合 物 中 ,有 
离子 型 的 化 合 物 ( 例 如 FeCl, ,FeCl: ) ,其 中 的 金属 原子 是 一 个 阳离子 . 和 稀土 元 
素 一 样 ,这 些 化 合 物 中 的 铁 族 元 素 可 以 有 好 几 种 原子 价 . 

铁 族 元 素 的 另 一 类 化 合 物 称 为 络 合 物 ,这 类 化 合 物 的 特点 是 分 子 中 的 过 渡 
族 元 素 不 是 一 个 简单 的 离子 而 是 一 个 复合 离子 中 的 一 部 分 (例如 KMnO, 中 的 
Mn0， 离子 ,KsFe(CN)。 中 的 Fe(CN)。 ”离子 ). 这 类 复合 离子 中 的 原子 要 
比 简单 离子 型 化 合 物 中 的 原子 挨 得 更 近 , 在 原子 中 d 电子 也 参与 了 价 键 . 因此 络 
合 物 中 的 铁 族 元 素 类 似 于 铝 族 和 铂 族 . 

最 后 必须 提 一 下 铜 , 银 , 金 等 元 素 , 它 们 在 $73 中 放 在 主 族 元 素 内 ,但 在 某 
些 化 合 物 中 它们 类 似 于 过 渡 族 元 素 . 这 些 元 素 中 ,由 于 d 壳 层 的 电子 可 以 跃迁 到 
能 量 相近 的 p 壳 层 (例如 铜 中 的 3d 电子 跃迁 到 4p) ,原子 价 可 以 超过 1. 在 这 样 
的 化 合 物 中 ,原子 具有 未 满 d 壳 层 因而 类 似 于 过 渡 族 : 铜 类 似 于 铁 族 元 素 , 银 和 
金 类 似 于 铝 族 和 铂 族 . 


习 题 
基态 氢 原 子 和 互 离子 结合 成 电离 分 子 可: , 试 求 核 距 尺 远 大 于 玻 尔 半径 时 


H， 的 电子 谱 项 (1. I. JIasnay,1961;C. Herring ,1961 ) 由 
解 :本 题 形式 上 类 似 于 $50 题 3, 在 这 里 对 原子 核 连 线 具有 轴 对 称 性 的 两 个 


三 维 势 阱 ( 国 绕 两 个 核 ) 代 赫 了 两 个 一 维 势 也. E。= -六 能 级 @@( 气 原子 的 基 术 


能 级 ) 分 裂 成 为 U,(R) 和 U,(R) 两 个 能 级 (? 荆 :+ 谱 项 和 ? 荆 + 谱 项 ) ,相应 的 电子 
波 函 数 为 

万 [Wy EC 

它们 对 称 和 反对 称 于 平分 原子 核 连 线 的 x=0 平面 (两 核 在 x 轴 上 的 = + 


We X,Y,2) = 


点 ). 其 中 的 Wo(x,y,z) 是 一 个 势 阱 中 的 电子 波 通 数 , 与 850 题 3 的 做 法 完全 类 
似 , 可 得 
QD 关于 H, 分子 的 相应 问题 , 见 也 . II, Top'pxoB ,I. II. IIuMaeackui ,有 AH CCCP. 1963. T. 151. C. 822 ; 


C. Herring，M. Flicker，pPhysical Review. 134A ,362 ,1964( 第 二 篇 文章 改正 了 第 一 篇 的 计算 错误 ). 
四 ”本题 采 用 原子 单位 . 
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0 
U,.(R) 一 正 。 = 二 ff wedyds, (1) 
式 中 的 积分 是 对 %*=0 平面 进行 的 0 
取 如 函数 ( 设 绕 核 1 运动 ,该 核 在 % =3R 处 ] 的 形式 为 


,= 网 2 
y y= (2) 
其 中 的 a 是 一 个 绥 变 函数 (对 氨 原 子 ,a =1). 风 函数 必须 满足 下 列 薛 定 请 方程 
1 1 1 1 
pe i . 
ri 和 疡 是 电子 离 核 1 和 核 2 的 距离 . 这 个 方程 中 的 电子 总 能 量 等 于 
1 
E, -到 ， 


因为 丈 , 本 身 含有 原子 核 的 库仑 排斥 能 1/R. 
由 于 加 通 数 离开 x 轴 时 很 快 训 减 , 只 有 远 小 于 尺 的 y 和 zz 区 域 对 积分 式 
(1) 才 是 重要 的 . 当 y,z<<R 时 ,把 (2) 代 入 (3) 得 


oa a a 





式 中 略 去 了 绕 变 玛 数 @ 的 二 阶 导数 并 已 仿 户 = 二 尽 + 上 式 中 必 广 RR( 即 在 核 
1 邻 区 ) 时 等 于 1 的 解 为 


这 时 (1) 式 给 出 
U.-E,= + | e "2nrdr, = 2Re”"-, 
R/2 


分 裂 量 为 @ 
U -U,= -4Re ". (4) 
在 足够 远 的 距离 处 ,这 个 表示 式 指 数 式 地 衰减 到 小 于 H 原子 与 H* 离子 偶 
极 纸 相互 作用 的 二 级 近似 效应 . 由 于 基态 所 原子 的 极 化 率 等 于 9/2[ 见 
(77.9)], 而 H+ 离子 的 场 为 多 =1/R?, 相 应 的 相互 作用 能 等 于 -9/(4R'), 计 及 
此 式 后 得 


(D 注意 所 求 的 效应 取决 于 这 样 的 距离 范围 ,在 此 范围 内 电子 以 同样 方式 和 两 核 作用 . 
@ 轩 ” 按 前 引文 献 , H: 分 子 的 相应 结果 为 U, ~ UVU, = -1.64R*?e 2*, 
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U,.(R) -Ek, = FT—Re 4 (5) 
仅 当 尺 =10.8 时 第 二 项 才能 与 第 一 项 差不多 ,我 们 还 要 指出 ,U, 谱 项 在 R= 


12.6 处 具有 一 个 极 小 值 , 它 等 于 -5.8 x10 一 原子 单位 ( -1.6 x10 eV) 中 . 
§ 82 双 原 子 分 子 单 重 谱 项 的 振动 和 转动 结构 


正如 本 章 初 所 指出 的 , 核 质 量 与 电子 质量 的 巨大 差别 ,使 我 们 有 可 能 把 确定 
分 子 能 级 的 问题 分 成 两 个 部 分 . 我 们 先 求 原子 核 为 静止 时 的 多 电子 系统 的 能 级 ， 
作为 核 距 的 函数 (电子 谱 项 ). 然后 可 以 考虑 对 一 个 给 定 电子 态 而 言 的 核 运动 ， 
这 相当 于 把 核 看 作 是 按 U,(r) 规 律 相互 作用 着 的 一 组 粒子 ,U, 是 相应 的 电子 谱 
项 . 分 子 的 运动 是 由 整体 平 动 以 及 原子 核 绕 质心 的 运动 合成 的 . 我 们 对 整体 平 动 
当然 不 感 兴 趣 , 可 把 质心 看 作 是 固定 的 . 

为 讨论 方便 计 , 我 们 首先 考虑 分 子 总 自 旋 $ 为 零 的 电子 谱 项 (单项 ). 
按 Z(r) 规 律 作用 着 的 两 体 (两 个 核 ) 相对 运动 问题 可 以 化 成 质量 为 M( 两 粒子 
的 折合 质量 ) 的 一 个 单 粒 子 在 一 有 心力 场 U(r) 中 的 运动 . U(r) 就 是 所 考虑 电子 
谱 项 的 能 量 . 有 心力 场 V(r) 中 的 运动 问题 又 可 以 化 成 势 场 中 的 一 维 运动 问题 ， 
该 势 场 的 有 效能 量 等 于 V(r) 与 离心 能 之 和 ， 

我 们 令 让 为 分 子 的 总 角 动 量 , 它 由 电子 的 轨道 角 动 量 工 和 原子 核 的 转动 角 
动量 相 加 而 成 . 于 是 原子 核 的 离心 能 算 符 可 写成 

B(r)(K-L)’. 

我 们 引用 了 双 原 子 分 子 理论 中 习 用 的 记号 : 


nh: 
B = 一 一 一 ， 
(7) 2 Mr 


这 个 算 符 对 电子 态 (r 为 给 定 ) 平 均 以 后 ,所 得 的 离心 能 是 > 的 因数 , 它 出 现 于 有 
效 势 能 U(r) 的 表 式 中 : 

U(r) =U(r) +B(r)(K-L)’, (82.2) 
式 中 的 横 线 代表 上 述 平均 . 

我 们 来 算出 对 某 个 态 的 平均 值 ,该 态 中 分 子 的 总 角 动 量 平方 具有 定 值 K” = 
K(K+1)( 式 中 天 为 整数 ) ,同时 电子 角 动 量 沿 分 子 轴 (z 轴 ) 的 分 量具 有 定 值 
L =4. 展开 (82.2) 式 的 括号 ,我 们 有 

U(r) =V(r) +B(r)K(K+1) -2B(r)L. K+B(r)L’, (82.3) 
最 后 一 项 不 含量 子 数 尺 而 只 与 电子 态 有 关 , 它 可 以 合并 到 能 量 U(r) 中 去 . 我 们 


(82.1) 


Q@ 这 个 极 小 信和 来 自 范 德 瓦 尔 斯 力 , 它 和 稳定 离子 H2 的 基态 谱 项 VU,(R) 的 极 小 值 相 比 是 极 浅 的 ， 
后 一 个 极 小 值 为 -0.6 原子 单位 ( -16.3 eV) ,位 于 R=2.0 处 . 
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来 证 明 这 一 点 对 其 前 一 项 也 是 成 立 的 . 
$ 27 末 表 明 ,如 果 角 动量 沿 某 轴 的 分 量具 有 定 值 , 则 角 动 量 矢 量 的 平均 值 


也 沿 该 轴 . 如 令 n 为 沿 z 轴 的 单位 矢量 , 则 有 工 =An. 经 典 力学 中 , 双 粒 子 (例如 
原子核) 系统 的 转动 角 动 量 为 r xp ,其 中 r=rn 是 双 粒 子 之 间 的 径 矢 ,p 是 相对 
运动 的 动量 . 这 个 角 动 量 垂直 于 半 量子 力学 中 ,这 一 点 对 原子 核 的 转动 角 动量 
算 符 同样 成 立 : 

(让 -上 ) .n=0, 或 尺 . n=L.n. 这 两 个 算 符 相 等 ,它们 的 本 征 值 当然 也 相等 ， 


又 由 于 n .上 工 = 上 =A, 我 们 有 
K.n=A, (82.4) 


因此 (82.3) 式 的 最 后 第 二 项 为 L .kK=n.: KA =Ah’, 它 与 XK 无关. 重新 定义 U(7) 
函数 ,可 把 有 效 势能 最 后 写成 
U(r) =U(r) +B(r)K(K+1). : (82.5) 
由 公式 天 =A 可 知 ,给 定 4 值 后 ,量子 数 的 取 值 只 能 是 
天 之 人 上. (82.6) 

求解 具有 (82. 5) 式 势能 的 一 维 薛 定 刘 方 程 ,可 得 一 组 能 级 . 我 们 把 这 些 能 
级 (具有 同一 K 值 的 能 级 ) 按 能 量 的 递增 次 序 加 以 编号 ,编号 数 为 v=0,1,2,…; 
v =0 对 应 于 最 低能 级 . 由 此 可 见 , 核 运动 使 每 个 电子 谱 项 分 裂 成 为 一 组 能 级 ,用 
K 和 vw 两 个 量子 数 加 以 标志 . 

这 些 能 级 (对 一 个 给 定 的 电子 谱 项 ) 的 总 数 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 . 如 果 电 
子 态 是 这 样 的 , 即 当 "一 om 时 该 分 子 变 成 两 个 孤立 的 中 性 原子 ,那么 势能 U(r) 
[因而 还 有 U(r)] 在 r 一 % 时 要 比 1/r 趋 于 零 更 快 地 趋 于 某 一 极限 常数 值 
U( wm ) (两 个 孤立 原子 能 量 之 和 , 见 § 89). 在 这 样 的 场 中 ,能 级 数 是 有 限 的 ( 见 
$ 18) ,尽管 在 实际 分 子 中 这 个 能 级 数 是 一 个 很 大 的 数值 . 这 些 能 级 是 这 样 分 布 
的 , 即 对 任 一 给 定 的 天 值 而 言 , 能 级 数 具 有 一 定 的 数值 (它们 的 v" 值 不 同 ) ,当天 
增 大 时 具有 同一 太 值 的 能 级 数 减少 ,直到 某 一 天 值 根 本 不 存在 能 级 为 止 . 

另 一 方面 ,如 果 r 一 o 时 分 子 分 解 成 两 个 离子 , 则 在 远 距离 处 ,U(r) - 
U( % ) 变 成 按 库仑 定律 ( ~17r) 吸 引 的 离子 吸引 能 . 在 这 样 的 场 中 有 无 穷 多 个 能 
级 , 愈 来 愈 密 地 挤 向 极限 值 VU(% ). 可 以 指出 ,对 大 多 数 基态 分 子 讲 来 都 属于 前 
一 种 情形 ,只 有 相当 少数 的 分 子 当 原 子 核 离 远 后 变 成 一 对 离子 . 

我 们 不 能 完整 地 算出 能 级 依赖 于 量子 数 的 一 般 表 式 . 这 样 的 计算 只 有 对 离 
基态 不 太 远 的 那些 低 激 发 态 才 是 可 能 的 @. 这 些 能 级 所 对 应 的 和 vw 量子 数 都 
很 小 . 实际 上 ,分 子 光谱 研究 中 经 常 考虑 的 也 就 是 这 些 能 级 ,因此 我 们 对 它们 特 
别 感 兴趣 . 


QD 我 们 总 是 指 属 于 间 一 电子 谱 项 的 那些 能 级 . 
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低 激 发 态 中 的 核 运 动 可 以 看 成 平衡 位 置 附近 的 小 振动 . 据 此 我 们 可 以 把 
U(r) 展 成 &=r -7. 的 玫 级 数 ,r. 等 于 U(r) 取 极 小 值 时 的 r 值 ,由 于 UVU'(r。) =0, 展 
到 二 次 项 为 止 时 我 们 有 

1 


U(r) =U, + 3 Mot ， 
其 中 .= U(r.) ,w. 是 振动 频率 . 
(82, 5 ) 式 右边 第 二 项 (离心 能 ) 中 只 要 令 r=r. 就 足够 了 ,因为 该 项 中 已 经 
含有 小 量 K(K+1). 因而 有 
U(r) =U.+B.K(K+1) + Mw, (82.7) 


其 中 的 B, = 形 /(27Mr) = 各 /(27) 称 为 转动 常数 (1 = Mr 是 该 分 子 的 转动 惯量 ). 
(82.7) 式 的 前 两 项 都 是 常数 ,第 三 项 相当 于 一 维 谐振 子 . 因此 我 们 可 以 立 
刻写 出 所 求 的 能 级 : 


E=U.+BK(K+1) +ho, (r+ ): (82.8) 
可 见 在 上 述 近似 下 ,能 级 由 三 个 独立 部 分 所 组 成 : 
E=E,+E.+E,, (82.9) 
第 一 项 E, =U 是 电子 能 量 ( 包 括 相 距 为 r =7r. 的 原子 核 库 仑 能 ) ,第 二 项 为 
E.=B.K(K+!1), (82. 10) 
这 是 分 子 转动 中 的 转动 能 . 第 三 项 为 
E,=hw, (+ 本) ， (82.11) 


它 是 分 子 内 原子 核 的 振动 能 . 根据 定义 ,vr 是 具有 给 定 值 的 那些 能 级 按 能 量 北 
增 次 序 加 以 编号 的 编号 数 , 称 为 振动 量子 数 . 

对 一 个 形状 给 定 的 势能 曲线 U(r) ,频率 w。 和 VW 成 反比 . 因此 振动 能 级 间 
距 AE, 和 1/V 放 成 正比 . 转动 能 级 间距 AE, 的 分 母 中 含有 转动 惯量 1, 因 此 和 1/M 
成 正比 .电子 能 级 及 其 间距 AE. 和 M 无 关 . 由 于 m/M(m 为 电子 质量 ) 在 双 原 子 


分 子 理论 中 是 一 个 小 参量 ,我 们 有 
AE. >> AE, >> AE,, (82.12) 


QD ”描述 双 原 子 分 子 ( 无 自 旋 ) 转 动 的 波 函 数 基本 上 和 一 个 对 称 陀 螺 (§ 103 ) 相同. 与 陀螺 不 同 之 处 
是 ,分 子 的 转动 只 需 用 定义 分 子 轴线 方向 的 两 个 角度 (a=9,B 和 =0) 来 描写 ,转动 波 函数 与 (103.8) 式 不 同 
之 处 在 于 量子 数 的 记号 并 且 少 了 一 个 er/Y2T 因 子 . 按 (82.4) 式 ,h 是 总 角 动 量 沿 分 子 轴 ( 8103 中 
的 V 轴 }) 的 分 量 , 我 们 必须 用 KK,M 和 A( 这 里 村 =,) 代 替 J,M 和 .因此 


5 f2K+1 
Ya P09) = 下 47 D4 ( 9,90,0). 
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上 式 给 出 颇 不 寻常 的 分 子 能 级 分 布 . 核 振 动 把 电子 谱 项 分 裂 成 为 一 组 相 靠 较 近 
的 能 级 . 这 些 能 级 又 由 于 分 子 的 转动 而 显示 出 精细 分 裂 外 

下 一 级 近似 中 ,能 量 不 再 能 分 成 振动 和 和 转动 两 个 独立 部 分 ;出 现 了 同时 含有 
K 和 和 2 的 转动 -振动 项 .计算 逐 级 近似 后 ,所 得 的 E 是 量子 数 K 和 vw 的 一 个 寡 级 
数 展 式 . 

我 们 将 在 这 里 计算 (82.8) 式 的 下 一 级 近似 .为 此 ,我 们 必须 把 U(r) 展 开 至 
< 的 四 次 医 为 止 (参考 8$ 38 中 的 非 谐振 子 问题 ). 同样 地 ,离心 能 也 要 展 至 上 项 . 
这 样 得 到 





U(r) =U, + FMoé + 


和 
K(K+l1)-— +be - 
人 


3 天 
2M 

现在 把 (82. 13) 中 的 最 后 四 项 当 作 微 扰 算 符 ,来 计算 对 (82. 8) 的 本 征 值 的 
改正 . 对 于 上 台 和 项 应 用 微 扰 论 的 一 级 近似 就 够 了 ,但 对 & 和 如 项 一 定 要 计算 二 
级 近似 ,因为 & 和 如 的 对 角 和 矩阵 元 都 等 于 零 . 所 有 要 计算 的 矩阵 元 都 已 在 $23 
和 §38 题 3 中 导出 . 所 得 的 结果 通常 表 成 下 列 形式 : 


E=E, + hw (0+ ) -Xiw, (+ 二) +B,K(K+1)-— 





2 2 
-站 K( 天 +1)EE+- KCK+1)E. (82. 13) 
Mr. rr。 


-DK (天 +1) ， (82. 14) 
其 中 的 
B,=B. -a. (s+3)=B, -ao (82.15) 


x。,B.,Q。,D,. 等 常数 与 (82. 13) 式 中 的 常数 有 以 下 关系 : 











% -二 (地)】 [三 a -6|. (82.16) 


@ 作为 例子 ,下 面 给 出 几 个 分 子 的 UV. ,hw。 和 8B。 值 (以 eV 为 单位 ) 


= 4.7 7.5 5.2 
fic, 0. 54 0. 29 0. 20 


10” x B. 7.6 0. 25 0. 18 
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和 wv, 无 关 之 项 已 归 在 5, 内 . 
习 题 
把 双 原 子 分 子 中 的 电子 运动 和 核 运 动 分 离开 来 , 试 确定 这 种 近似 的 准确 
程度 . 
解 :分 子 总 哈密 顿 量 可 写成 是 = 下 + 及,, 其 中 人 T=/2M 是 原子 核 相对 运动 
的 动能 算 符 (PP = -iF9/9r;r 是 连结 原子 核 的 径 矢 ;MM 是 折合 质量 ). 哈密 顿 量 


入 ,中 包括 电子 的 动能 算 符 、 电 子 之 间 以 及 电子 与 原子 核 之 间 的 库仑 势能 和 原子 
核 之 间 的 库仑 能 由. 设 巷 定语 方程 


hy =(T. +H)y=Ey (1) 
之 解 的 形式 为 
y= 》 X(T) png,7) (2) 
其 中 的 函数 组 p(9,7) 是 下 列 方程 的 正 交 归 一 化 解 ， 
Bp (gsr) =U, (7) p,q,7). (3) 


g 代表 电子 坐标 全 体 ;U.(r) 是 哈密 顿 量 玫 , 的 本 征 值 , 它 依赖 于 参量 r. 把 (2) 代 
入 (1) , 乘 以 py” (q:r) 并 对 9 积分 ,得 


和 ^2 
[于 + Vt Un) -EX = - Dh ty 7), (4) 
其 中 
=p BV 7(P’) 
m= Pr 也， mm PTT nm 
而 pon = | :6p。dg,(P)?. 是 对 电子 波 画 数 而 言 的 矩阵 元 ,对 角 元 pu 由 于 对 称 
性 而 等 于 零 


电子 波 函 数 gp, 只 是 在 原子 尺度 内 变化 显著 ,它们 对 了 的 微 商 不 会 引进 大 的 
M/m 参量 (m 为 电子 质量 ). 因而 Vi, 与 U,(r) 相 比 小 m/M 和信, 可 以 略 去 . 如果 把 
(4) 式 右边 看 作 一 个 小 的 微 扰 , 则 零 级 近似 波 函 数 X,(7) 为 下 式 之 解 ， 

AZ 
[+ UC7) ]x。 = 大。 (5) 


上 式 描述 U,(r) 场 中 的 核 运动 (v 是 这 种 运动 的 量子 数 ). 微 扰 论 的 适用 条 件 是 


Q@ 哈密 顿 量 入 取 的 是 分 子 质心 为 静止 的 坐标 系 (P。+P。=0,Pi 是 两 个 核 的 总 动量 ,P, 是 电子 总 动 
量 ). 其 中 没有 包含 质心 动能 P/2( Mi + M,) = Pn/2(M, +M,). 与 电子 动能 相 比 ,这 一 项 确实 很 小 ,比例 
为 m/M. 
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| Cnv’ | 从 +V |m2)|<<|E,,-E,,|. 
不 等 式 的 右边 是 不 同 电子 谱 项 的 能 量 差 ,此 量 对 小 的 m/M 参量 而 言 为 零 级 . 式 
左边 含有 核 波 函 数 的 矩阵 元 . V1 ,中 含有 m/M 因子 , 它 确 是 很 小 .在 WV, 的 矩阵 元 
中 , 算 符 已 作 用 于 Y 函数 ,使 它 乘 上 了 一 个 核 动 量 的 数量 级 的 量 . 如 果 原 子 核 作 


小 振动 ,其 动量 ~ VRiw. ;由 于 频率 w. 和 VW 杆 成 反比 , 答 阵 元 (no'1 记 1mo) 为 
(mv/M) 数量 级 . 
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现在 来 研究 自 旋 5 不 等 于 零 的 分 子 能 级 的 分 类 问题 .在 零 级 近似 中 , 当 相 对 
论 效 应 完全 略 去 以 后 ,分 子 和 任意 多 粒子 系统 一 样 , 它 的 能 量 与 自 旋 的 方向 无 关 
(此 自 旋 是 “自由 ”的 ) ,结果 使 能 级 具有 (25 + 1) 重 简 并 . 但 当 考虑 了 相对 论 效 
应 以 后 ,能 级 就 会 分 裂 ,从 而 使 能 量 成 为 自 旋 沿 分 子 轴 方 向 的 投影 值 的 基数. 我 
们 将 把 分 子 中 的 相对 论 作 用 称 为 自 旋 - 轴 作 用 . 它 的 主要 部 分 (和 原子 的 情形 
一 样 ) 就 是 自 旋 和 电子 轨道 运动 间 的 相互 作用 吃 . 

分 子 能 级 的 性 质 及 其 分 类 ,明显 地 依赖 于 自 旋 轨道 作用 和 分 子 转动 两 者 的 
相对 重要 性 . 后 者 所 起 的 作用 可 以 拿 两 个 相 邻 转动 能 级 的 间距 作 标 志 . 与 此 相 
应 ,我 们 来 考虑 两 种 极端 情形 . 一 种 情形 是 自 旋 - 轴 作 用 的 能 量 大 于 转动 能 级 之 
间 的 能 量 差 , 另 一 种 情形 则 相反 . 第 一 种 情形 通常 称 为 情形 a( 或 a 型 耦合 ) ,第 
二 种 情形 称 为 情形 Bb. (F. Hund ,1933 ). 

情形 a 最 为 常见 . 之 谱 项 是 一 个 例外 ,其 中 主要 属于 情形 5, 因为 自 旋 - 轴 
作用 效应 对 这 种 谱 项 讲 来 是 很 小 的 ( 见 后 )%. 对 于 其 它 的 谱 项 讲 来 ,情形 5 有 时 
在 极 轻 的 分 子 中 见 到 ,因为 这 种 情形 下 的 自 旋 - 轴 作 用 比较 弱 , 而 转动 能 级 的 间 
中 比较 大 (转动 惯量 比较 小 ). 

介 于 a 和 4 之 间 的 中 间 情 形 当 然 也 是 可 能 的 . 还 必须 注意 到 ,同一 个 电子 态 
当 转 动量 子 数 改变 时 可 以 从 情形 a 连续 地 变 到 情形 4. 原因 在 于 , 相 邻 转动 能 级 
之 间 的 间距 是 随 着 转动 量子 数 的 增 大 而 增 大 的 ,因此 妈 使 在 较 低 转 动能 级 时 属 
于 情形 a, 但 当 转 动量 子 数 增 大 后 ,转动 能 级 间距 就 有 可 能 大 于 自 旋 - 轴 作 用 的 
耦合 能 量 ( 情 形 5). 

情形 a 的 能 级 分 类 原则 上 与 自 旋 为 零 的 谱 项 分 类 没有 多 大 的 区 别 . 我 们 首 


Q@ 除了 自 旋 - 轨道 作用 和 自 旋 - 自 旋 作 用 以 外 ,还 有 分 子 转动 与 电子 自 施 及 轨道 运动 间 的 相互 作 
用 . 但 是 这 一 部 分 的 作用 很 小 ,可 能 只 对 自 旋 S= -的 谱 项 有 意义 ( 见 884)， 


@ “一 个 特殊 情形 是 0 分 子 的 电子 基 项 (”> 谱 项 ). 它 的 耦合 情况 介 于 e 型 和 型 之 间 ( 见 8$84 题 
3). 
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先 考 虑 原子 核 静 止 时 亦 即 完全 略 去 转动 时 的 电子 谱 项 .除了 电子 轨道 角 动 量 的 
投影 值 4 以 外 ,现在 还 必须 考虑 总 自 旋 沿 分 子 轴 的 投影 值 ,我 们 用 二 代表 这 个 
投影 量 中 , 它 的 取 值 为 3S,S -1,…, -5S. 当 自 旋 和 轨道 角 动 量 在 分 子 轴 上 的 投影 
方向 一 致 时 ,我 们 令 汪 取 正 值 ( 注 意 A 代表 轨道 自动 量 投影 值 的 绝对 值 ).4 和 
> 相 加 起 来 给 出 沿 分 子 轴 的 电子 总 角 动 量 ，: 

QQ=A+Y; (83.1) 
它 的 取 值 为 A+5,A+S-1,…,A 一 S$. 由 此 可 见 , 轨 道 角 动 量 为 4 的 一 个 电子 谱 
项 分 裂 成 为 25+1 个 具有 不 同 2 值 的 谱 项 ;和 原子 谱 项 的 情形 一 样 , 我 们 把 这 
种 分 裂 称 为 该 电子 能 级 的 精细 结构 或 多 重 分 裂 . 通常 把 2 值 标 在 谱 项 符号 的 右 


下 角 ; 例 如 4 =1,5 = 二 时 我 们 得 到 "TI,,"ITs 两 个 谱 项 . 


考虑 了 原子 核 的 运动 以 后 ,每 一 个 这 样 的 谱 项 中 会 出 现 振动 和 转动 结构 . 各 
种 转动 能 级 是 用 分 子 总 角 动 量 量子 数 J 的 数值 来 标志 的 ,这 个 总 角 动 量 包 括 了 
电子 的 自 旋 和 轨道 角 动 量 以 及 原子 核 的 转动 角 动 量 @. ] 可 以 取 从 102| 值 开始 的 
各 种 整数 值 : 
J>|12|， (83.2) 
显然 这 是 (82.6) 式 的 推广 . 
现在 来 推导 情形 a 中 分 子 能 级 的 定量 公式 . 先 考虑 电子 谱 项 的 精细 结构 .我 
们 在 §72 中 讨论 原子 谱 项 的 精细 结构 时 应 用 了 (72. 4) 式 ,该 式 表明 自 旋 - 轨道 
作用 的 平均 值 与 原子 总 自 旋 沿 轨 道 角 动 量 矢量 方向 的 投影 值 成 正比 . 与 此 完全 
类 似 , 双 原子 分 子 中 的 自 旋 - 轴 作 用 (对 原子 核 间 距 给 定 为 r 时 的 电子 态 取 平 
均 ) 和 分 子 总 自 旋 在 分 子 轴 上 的 投影 值 工 成 正比 ,因此 可 把 所 分 裂 的 电子 谱 项 
写成 下 列 形式 : 
U(r) +A(r)Z, 
式 中 的 V(r) 是 原 谱 项 (未 分 裂 前 的 谱 项 ) 的 能 量 ,4(r) 是 r 的 某 一 函数 ,这 个 郴 
数 与 原 谱 项 有 关 ( 特 别 是 和 4 值 有 关 ) 但 和 了 二 无 关 . 由 于 人 们 通常 采用 量子 数 2 
而 不 用 ,为 方便 计 ,我 们 可 把 4 之 改 成 4023; 所 差 的 44 可 以 包括 在 5(r) 内 . 因 
此 对 于 一 个 电子 谱 项 ,我 们 有 以 下 的 表 式 
U(r) +A{(r)0. (83.3) 
注意 分 裂 谱 项 的 各 个 分 量 是 彼此 等 距 的 : 相 邻 分 量 ( 人 2 值 相 差 为 1) 的 间距 
与 无 关 并 等 于 4(7). 


@ 不 要 和 A =0 的 谱 项 符号 混淆 起 来 ! 
国 ”符号 天 仍 保 留 为 不 考虑 自 旋 时 的 分 子 总 角 动 量 . 情形 a 中 量子 数 天 并 不 存在 . 因为 角 动 量 太 即 
使 近似 地 讲 来 也 不 能 守恒 . 


883 多重 谱 项 。 情形 a 。299 ， 


根据 一 般 考 虞 很 易 证 明之 谱 项 的 4 值 等 于 零 .为 此 我 们 来 进行 时 间 反 号 操 
作 . 此 时 的 能 量 值 一 定 保持 不 变 ,可 是 分 子 态 中 沿 分 子 轴 的 自 旋 和 轨道 角 动 量 都 
要 反问 .能 量 A(7) 之 中 的 过 就 要 变 号 ,如果 能 量 保持 不 变 , 则 4(r) 必 须 变 号 . 如 
果 4 关 0 ,我 们 对 4(r) 的 数值 不 能 作出 任何 结论 ,因为 4(r) 依 赖 于 轨道 角 动 量 ， 
而 轨道 角 动 量 本 身 也 要 变 号 . 但 当 4=0 时 ,我 们 可 以 肯定 4(r) 此 时 是 不 变 的 ， 
因此 它 只 能 等 于 零 , 由 此 可 见 , 对 过 谱 项 讲 来 ,一 级 近似 中 的 自 旋 - 轴 作 用 并 不 
产生 能 级 分 裂 ; 只 有 考虑 了 二 级 近似 中 的 自 旋 - 轴 作 用 或 者 是 一 级 近似 中 的 自 
旋 - 自 旋 作 用 以 后 ,能 级 才 会 分 裂 ( 与 过 成 正比 ) 但 是 比较 小 . 这 就 是 前 面 提 到 
的 二 谱 项 往往 属于 情形 b 的 根据 . 

当 我 们 求 出 了 多 重 分 裂 以 后 ,分子 的 转动 就 可 以 当 作 微 扰 来 处 理 , 完 全 类 似 
于 882 开始 所 作 的 推导 . 原子 核 的 转动 角 动 量 可 以 从 总 角 动 量 中 减 去 电子 的 轨 
道 角 动量 以 及 自 旋 以 后 得 到 ,所 以 离心 能 算 符 现在 呈 下 列 形式 : 

B(r)(J-L-S8)’, 
上 式 对 电子 态 求 平均 后 再 加 到 (83.3) 式 中 , 即 得 欲求 的 有 效 势 能 U)(7): 
U(r) =U(r) +4(r)2+B(r)(J- 工 -S) = 
=U(r) +A(r)Q+B(r) [. 产 -2J.( 工 +S) + 
+ 了 2 +2 研 .SS+S2?]， 

了 的 本 征 值 是 J(J+1). 其 次 ,根据 和 $§ 82 中 相同 的 论证 ,我 们 有 : 


L=nh, S=n5, (83.4) 
还 有 (J - 工 -$) .n=0, 因 此 有 本 征 值 : 
J-:n=(L+S$).:n=A+Y = 人 (83.5) 


把 以 上 诸 值 代 人 ,我 们 得 : 
U(r) =U(r) +4(r)O+B(r)[JCJ+1 -202 +L +2L.S+S]. 
对 电子 态 平 均 时 采用 的 是 零 级 近似 波 函 数 册 .但 在 这 种 近似 中 自 旋 值 是 守恒 的 ， 
从 而 S =S(S+1). 这 个 波 函 数 是 自 旋 函 数 和 坐标 函数 的 乘积 ;因此 角 动 量 工 和 
5 的 平均 是 相互 独立 地 进行 的 ,我 们 可 得 
L.S=An.S=AY. 

最 后 ,轨道 角 动 量 志 的 平均 值 与 自 旋 无 关 , 它 是 标志 所 给 电子 谱 项 (未 分 裂 的 谱 
项 ) 的 一 个 的 函数 .凡是 > 的 函数 但 与 1, 过 无 关 的 项 都 可 以 包括 在 V(r) 中 , 凡 
是 与 之 (或 者 8) 成 正比 的 项 都 可 以 包括 在 表 式 4(r)2 中 . 因此 可 得 下 列 有 效 势 
能 表 式 

U(r) = U(r) +4(r)P+B(Cr)[JCJ+1) -202 1. (83.6 ) 


QD 这 是 既 对 分 子 转 动 效应 又 对 自 旋 - 轴 作 用 而 言 的 零 级 近似 . 
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利用 § 82 中 从 (82. 5) 式 开始 的 那 种 方法 ,我们 可 以 求 出 目前 情形 下 的 分 子 
能 级 . 把 U(r) 和 4(r) 展 为 的 窒 级 数 ,对 U(r) 只 展 到 的 二 次 大 为 止 ,但 对 上 
式 中 的 第 二 项 和 第 三 项 只 保留 零 次 短 ,我 们 得 到 以 下 能 级 表 式 : 


E=U,+A.0+hw. (v+=) +B[JCT+1) -207], (83.7) 


式 中 的 4。 =4(7,) 和 B. 是 标志 所 给 (未 分 裂 ) 谱 项 的 一 些 常数 . 继续 展 至 高 次 各 
以 后 ,可 得 含有 量子 数 的 高 次 磊 项 的 一 个 级 数 ,我 们 就 不 在 这 里 写 出 来 了 . 


$84 多 重 谱 项 .情形 4。 


现在 转向 情形 5. 此 时 分 子 的 转动 效应 超过 了 多 重 分 裂 . 因此 我 们 必须 首先 . 
考虑 转动 效应 而 略 去 自 旋 - 轴 作 用 ,然后 把 后 者 作为 微 扰 来 处 理 ， 
自 旋 为 “自由 ”的 分 子 中 ,守恒 的 不 但 有 总 角 动 量 J, 而 且 还 及 (原子 核 角 
动量 与 电子 轨道 角 动 量 之 和 ) ,K 和 J 的 关系 为 : 
J=K+S, (84.1) 
量子 数 天 区 别 具 有 自由 自 旋 的 一 个 转动 分 子 中 某 一 给 定 电子 谱 项 的 各 个 不 同 
态 . 在 给 定 天 值 的 态 中 ,有 效 势能 Ui (Cr) 显然 是 和 $ = 0. 情 形 时 的 (82.5) 式 一 
样 的 : 
U(r) =U(r) +B(r)K(K+1), (84.2) 
式 中 天 的 取 值 为 4,4+1，…- 
考虑 到 自 旋 - 轴 作 用 以 后 ,每 一 谱 项 一 般 分 裂 成 为 25 +1 个 谱 项 (或 者 是 
2K +1 个 谱 项 ,如果 K<S) ,它们 具有 不 同 的 总 角 动 量 JV. 根据 角 动 量 相 加 的 一 
般 法 则 ,J 的 取 值 (当天 给 定 后 ) 是 从 天 +S 到 | 天 -3S|: 
IK-S|<J<K+S. (84.3) 
计算 分 裂 能 量 (用 微 扰 论 的 一 级 近似 ) 时 ,需要 求 出 自 旋 - 轴 作 用 能 量 算 符 
对 零 级 近似 态 ( 相对 于 自 旋 - 轴 作 用 的 零 级 近似 态 ) 的 平均 值 . 在 目前 情形 下 ， 
这 意味 着 既 对 电子 态 又 对 分 子 转动 态 (r 为 给 定 ) 求 平均 .我 们 知道 ,第 一 个 平均 


的 结果 是 一 个 4(r)n .5 形式 的 算 符 , 它 与 自 旋 算 符 沿 分 子 轴 的 投影 n .5 成 正 
比 . 再 把 这 个 算 符 对 分 子 转动 求 平均 ,并 取 自 旋 矢 量 的 方向 为 任意 , 则 有 n .5 = 


n，$. 平 均值 x 是 一 个 矢量 ,从 对 称 性 角度 考虑 应 该 和 “矢量 ”KK 的 方向 一 致 ,K 
是 标志 分 子 转动 的 唯一 矢量 . 因此 可 以 写作 


n= 常数 x 不， 
式 中 的 常数 很 容易 求 出 ,只 要 以 上 K 乘 等 式 的 两 边 并 注意 本 征 值 n.K =A[ 见 


QD 情形 6 中 , 自 旋 沿 分 子 轴 的 投影 n* S 并 不 具有 定 值 , 所 以 不 存在 量子 数 二 (或 归 ). 
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(82.4) 式 ] 及 K =K(K+1), 即 有 


n.$:= 


A A 


A 
KCK TI - 
最 后 ,根据 一 般 公式 (31.3) ,乘积 K .5 的 本 征 值 等 于 : 
KS=5[J(J +1) _K(K+1) -S(S+1)]. (84.4) 
结果 ,所 求 的 目 旋 -~ 轴 作 用 能 量 平均 值 如 下 式 所 示 : 


A 
A(r)3RCR TIIL +1) —-K(K+1)-S(S+1)] = 


= A(r) S)(J+S+1) -二 4(r)4， 


A 
3KCK 41) 
这 个 式 子 应 该 加 到 (84.2) 式 的 能 量 公式 中 . 其 中 的 二 4(r)4 项 与 XK 和 J 无 关 可 


以 包括 在 U(r) 内 ,因此 有 效 势能 的 表 式 最 后 为 
U(r) = U(r) +B(r)K(K+1)+ 
(J -5) (7+s+1】 
2K(K+1)  “ 
按 通 党 方式 展 成 & =r -7 的 短 级 数 以 后 , 即 得 情形 5b 时 的 分 子 能 级 表 式 : 
E=U,+hw, (v+) +BK(K+1)+ 


+A(r)A (84.5) 


(1-5) (7+sS+1] 

2K(K+1) 

正如 上 节 所 指出 的 ,之 谱 项 的 且 旋 - 轴 作 用 在 一 级 近似 下 并 不 给 出 多 重 分 
裂 , 为 了 求 出 它 的 精细 结构 ,我 们 有 必要 考虑 自 旋 - 自 旋 作 用 , 它 的 算 符 是 电子 
自 旋 的 二 次 式 . 现在 我 们 感 兴趣 的 并 不 是 这 个 算 符 本 身 ,而 是 这 个 算 符 对 该 分 子 
的 电子 态 的 平均 结果 ,正如 我 们 对 自 旋 - 轴 作 用 算 符 所 作 的 那样 . 显然 ,从 对 称 
性 考虑 可 知 ,所 求 的 平均 算 符 应 该 和 总 自 旋 对 分 子 轴 的 投影 值 的 平方 成 正比 ,也 
就 是 说 可 以 写成 下 列 形式 : 


+AA (84.6) 


a(r)(S. n)’, (84.7) 

式 中 的 a(r) 又 是 一 个 标志 所 给 电子 谱 项 的 距离 r 的 函数 . 对称 性 的 考虑 中 还 允 

许 存在 一 个 与 $ 成 正比 的 项 ,但 由 于 自 旋 的 绝对 值 是 一 个 常数 ,这 一 项 无 关 紧 

要 . 我 们 不 打算 在 这 里 推导 一 个 繁杂 的 普遍 公式 去 说 明 (84.7) 式 的 算 符 所 产生 
的 分 裂 ,本 节 的 题 1 中 将 推导 出 对 二 三 重 谱 项 的 公式 . 

> 双重 谱 项 是 一 个 特殊 情形 . 根据 克拉 默 斯 定理 ( $60) ,在 总 自 旋 为 $ = 

1/2 的 多 粒子 系统 中 ,双重 简 并 是 永远 存在 的 ,即使 全 部 考虑 了 该 系统 中 的 内 在 
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相对 论 作 用 以 后 也 是 这 样 . 因此 不 管 在 任何 近似 中 ,即使 同时 考虑 了 自 旋 - 轴 作 
用 和 自 旋 - 自 旋 作用 以 后 ,* 开 谱 项 仍 不 分 裂 . 

只 有 考虑 了 自 旋 与 分 子 转动 的 相对 论 作 用 以 后 ,才能 得 到 谱 项 的 分 裂 , 这 个 
效应 是 极 小 的 . 这 种 作用 的 平均 算 答 显然 时 ?及 .5 的 形式 , 它 的 本 征 值 由 
(84.4) 式 确定 ,该 式 中 应 令 5=1/2,J =K+1/2. 结果 对 "下 谱 项 得 到 下 列 公式 


E =U, + how, (v+) +B.K(K+1) +Y (K+ 地 ) (84.8) 


有 一 个 常数 -一 y 已 包括 在 以 中 . 


习 题 


1. 求情 形 5 中 匡 谱 项 的 多 重 分 列 (H. A. Kramers ,1929 ). 

解 :所 求 的 分 裂 由 (84.7) 式 的 算 符 确定 ,这 个 算 符 须 对 分 子 转 动 求 平均 .我 
们 把 它 写 成 qmnsSi5, 的 形式 ,其 中 的 a。 =a(r,). 由 于 S 是 守恒 矢量 ,我 们 只 需 
对 乘积 n,n, 求 平均 . 根据 829 例题 中 所 得 的 公式 ,我 们 有 

KK 二 天 大 
和 
其 中 未 写 出 之 项 (与 8 成 正比 ) 所 给 出 的 能 量 与 J 了 无关, 不 会 产生 当前 讨论 的 那 
种 能 级 分 裂 . 分 裂 值 从 而 由 下 列 算 符 确定 : 





Rn = 


Qe A 人 人 入 信人 
CK- CRTI) KK, + KK.). 
由 于 S 和 KK 对 易 , 故 有 
SSiK,K, =S,KSK,=(S: 下 ) 
S. 尺 的 本 征 值 已 由 (84,4) 式 给 出 . 此 外 尚 有 
SS RR -SdRR +idS,ek, - 
=(S Kk) -地 $8, -8,8;)ienk, = 


=(S.: 大) + 了 eueun8 记 =(S K)’ +S .kK. 


三 重 项 ”>》(S=1) 的 三 个 分 量 对 应 于 J 人 =kK,K +1. 求 得 这 些 分 量 间 的 能 
级 间距 为 : 


K+l K 
KAI 


2. 试 求 介 于 情形 和 8 之 间 的 双重 谱 项 (4 关 0) 的 能 量 ( 卫 . Hill 和 J.H. van 
Vleck ,1928 ). 


Ex, -Erx = 


$84 多 重 谱 项 :情形 45 ‘303， 


解 :由 于 转动 能 量 和 自 旋 - 轴 作 用 能 量 已 假定 具有 同一 数量 级 ,在 微 扰 论 中 
两 者 必须 同时 考虑 , 故 微 扰 算 符 的 形式 为 也 : 
V=B.K’ +An.: 和. 
零 级 近似 波 函 数 最 好 采用 角 动 量 氏 和 jj 同时 具有 定 值 的 态 函 数 ( 即 情形 有 的 函 
数 ), 由 于 双重 谱 项 的 $S=1《2, 当 JJ 了 给 定 以 后 ,量子 数 天 可 取 天 =J+tlLZ2 两 个 值 ， 
为 了 建立 久 期 方程 ,我 们 有 必要 算出 (mnSKJIYHnSK'J) 和 阵 元 (mn 代表 确定 电子 


谱 项 的 其 余 量 子 数 集合 ) ,其 中 的 KK 和 K' 可 以 取 上 列 诸 值 . 算 符 梧 的 短 阵 是 对 
角 的 ;对 角 纸 阵 元 等 于 民 ( 开 +1). (mn，S) 的 算 阵 元 可 以 用 一 般 公式 (109.5) 算 
出 , 令 该 式 中 的 方 =S 沪 = 开导 的 约 化 矩阵 元 由 (87.4) 式 给 出 ,计算 后 给 出 下 列 
久 期 方程 


7 - 
a (md) (3) a (1) -二 -0 
i (7 二 ) -4 B. {J+ 地) (7 二) +457 -EW 
解 出 上 式 并 把 加 在 未 扰 能 量 上 , 即 得 : 


E=U,+ho, (v+ 方 ) +B.J(J+1)+ 


+ /B (7 六) -A.B.A + 


常数 BB/4 已 包括 在 U. 内 . 情形 a 相当 于 A.>>B,J, 情 形 b5 时 不 等 式 则 反之 . 

3. 试 求情 形 介 于 a 和 4b 之 间 的 "也 三 重 能 级 的 各 个 分 量 的 间距 . 

解 : 和 题 2 一 样 ,转动 能 量 和 自 旋 - 自 旋 作用 能 量 在 徽 扰 论 中 要 一 起 考虑 . 
微 扰 算 符 的 形式 为 





V=B.K’ +a.(n. §)’. 
采用 情形 5 中 所 用 的 零 级 近似 波 函 数 ,《Kln， SIK') 夭 阵 元 (此 答 阵 的 对 和 角 指 标 
全 已 略 去 ) 仍 可 按 (109.5) 和 (87.4) 式 算出 ,但 此 时 有 A=0,S =1,. 非 零 矩 阵 
元 为 
Sn 
2J+1 


J+1 
127+1 


J 给 定 后 KK 可 取 尺 =J,J +1 诸 值 . 对 (天 1TI 天 ') 诸 纸 阵 元 可 得 





《JIlz .SIJ-1》= (Jln*: SIJ+1)= 


Q) 对 转动 求 平均 之 前 必须 先 对 振动 求 平均 . 因此 我 们 把 B(r) 和 4(r) 函数 换 成 数值 8, 和 4。( 只 限 
于 二 展 式 的 第 一 项 ) ,而 未 扰 能 级 为 E09 = U, + fw。 人 "+ 二 
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(JIVIJ) =B.J(J+1) +a., 


_ J+l 
CT-1IVIJ -1) =B(T-1)) +ad7ri’ 


《CJ+11VIJ+1)=B(J+1)(J+2) rap 
+1 
(J-1IVIJ+1) =(J+1IVIJ -1) = a。 A 
我 们 看 到 ,在 天 =J 态 和 天 =Jt+l 态 之 间 并 没有 跃迁 .因此 其 中 的 一 个 能 级 
就 是 已 = 《JIVIJ). 其 它 两 个 能 级 ( 忆 ,,E,) 可 从 J+t1 态 的 跃迁 矩阵 元 所 组 成 的 
二 次 久 期 方程 中 解 出 .我 们 只 对 三 重 项 各 个 分 量 的 相对 位 置 感 兴趣 ,可 以 在 |， 
, ,Es 三 个 能 量 中 一 律 减 去 一 个 常数 a.. 结果 得 
E,=B.J(J+1), 


Es=BA(f+]+1) -+ /下 (27+1)2 -a.B. + 


情形 5 时 (a 很 小 ) ,考虑 开 值 相同 了 值 不 同 的 三 个 能 级 (J = 天 , 玉 +1) ,我 们 
仍 得 题 1 中 的 公式 ， 


$85 多 重 谱 项 情形 c 和 4 


除了 a 和 “两 型 耦合 以 及 介 于 其 间 的 耦合 外 ,还 有 其 它 类 型 的 耦合 . 这 些 耦 
合 型 式 的 来 源 如 下 , 量子 数 4 归根 结 底 是 由 分 子 中 两 个 原子 间 的 电 作 用 而 来 
的 , 它 是 电子 谱 项 问题 中 轴 对 称 性 的 结果 (分 子 中 的 这 种 作用 称 为 轨道 角 动 量 
与 分 子 轴 的 耦合 作用 ). 4 值 不 同 的 谱 项 间 的 间距 给 出 了 这 种 作用 的 一 个 尺度 . 
在 这 以 前 我 们 默认 了 这 种 作用 是 很 强 的 ,使 得 其 间距 远大 于 谱 项 的 多 重 分 裂 间 
距 和 转动 结构 间距 . 但 在 实际 上 也 存在 着 相反 的 情形 ,此 时 轨道 角 动 量 和 分 子 轴 
之 间 的 作用 差不多 等 于 甚至 小 于 其 它 的 效应 . 在 这 样 的 情形 下 ,不 管 怎样 的 近 
似 , 我 们 当然 不 能 说 轨道 角 动 量 在 轴 上 的 投影 值 是 守重 的 ,量子 数 4 也 就 失去 

如 果 轨 道 角 动 量 与 轴 的 耦合 小 于 自 旋 - 轨道 耦合 ,就 称 为 情形 c. 它 出 现 于 
含有 稀土 族 原子 的 分 子 中 . 这 些 原子 的 特点 是 合 有 一 些 角 动量 未 被 抵消 掉 的 f 
电子 .由 于 ff 电子 处 于 原子 的 较 深 处 ,它们 与 分 子 轴 的 作用 就 有 所 前 弱 . 介 于 a 
型 和 < 型 之 间 的 耦合 情形 ,往往 在 重 原子 所 组 成 的 分 子 中 磁 到 . 

如 果 轨 道 角 动量 与 轴 的 耦合 小 于 转动 结构 的 间距 ,就 称 为 情形 d. 这 种 情形 
出 现 于 最 轻 分 子 (H,, He, ) 某 些 电 子 谱 项 的 高 转动 能 级 (J 值 很 人 的 能 级 ) 中 .这 
些 谱 项 的 特点 是 分 子 中 存在 着 一 个 高 激发 电子 , 它 与 其 余 电子 (或 称 为 “分 子 
实 ”) 的 作用 很 弱 ,以 致 它 的 角 动 量 并 不 沿 分 子 轴 方 向 量子 化 (此 时 “分 子 实 " 沿 
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轴 具 有 确定 的 角 动 量 A ). 

当 原子 核 间 的 距离 7 增 大 时 ,原子 间 的 作用 减弱 ,最 后 小 于 原子 中 的 自 旋 - 
轨道 作用 .因此 ,如 果 考 虑 > 足够 大 时 的 电子 谱 项 ,我 们 就 得 到 情形 c. 当 我 们 要 
弄 清 分 子 的 电子 谱 项 与 r 怀 o 时 所 得 的 两 个 原子 态 间 的 关系 时 ,必须 注意 这 

在 $ 80 中 我 们 已 经 讨论 过 这 样 的 关系 ,但 是 略 去 了 自 旋 - 轨道 作用 . 当 我 
们 把 谱 项 的 精细 结构 也 考虑 在 内 以 后 ,还 会 产生 两 个 孤立 原子 的 总 角 动 量 值 
J ,J 与 分 子 的 量子 数 2 之 间 的 关系 问题 . 我 们 不 打算 重复 完全 类 似 于 8 80 的 
讨论 ,下 面 只 给 出 它 的 结论 . 

如 果 分 子 是 由 不 同 原子 组 成 的 ,那么 , 角 动 量 为 儿 和 J,(J ,二 J ) 的 两 个 原子 
结合 时 所 得 的 各 种 | 2| 值 @ 仍 由 表格 (80. 1) 给 出 , 表 中 的 5 ,L 应 改 成 ,J,, 同 
时 4 应 改 成 | 2|. 唯一 的 区 别 是 , 当 +J, 为 半 整 数 时 |0| 的 最 小 值 不 是 表 中 的 
0 而 是 1/2. 另 一 方面 , 当 + J 为 整数 时 存在 着 2J, +1 个 人 =0 的 谱 项 ,这 些 谱 
项 的 符号 问题 尚 待 确定 (正如 略 去 精细 结构 后 对 谱 项 工 所 作 的 那样 ). 如 果 攻 和 
了 ,都 是 半 整 数 , 则 (2J, +1) 为 偶数 ,其 中 的 一 半 谱 项 为 0+ 另 一 半 谱 项 为 0-. 如 
果 了 ) .和 了 郊 都 是 整数 , 则 有 几 + 1 个 谱 项 为 0* , 另 有 了 风 个 谱 项 为 0-[ 如 果 
( -1)7 PP, =1] ,或 者 反之 [如 果 ( -1)"*%P,P, = -1]. 

如 果 分 子 是 由 处 于 不 同 状态 的 相同 原子 组 成 的 ,结果 所 得 的 各 种 分 子 态 与 
异 原 子 分 子 的 情形 完全 一 样 ,唯一 的 区 别 是 谱 项 总 数 增加 了 一 倍 ,并 且 每 个 谱 项 
在 奇 谱 项 和 偶 谱 项 中 各 出 现 一 次 . 

最 后 ,如 果 分 子 是 由 处 于 相同 状态 (具有 角 动 量 几 = 几 =J) 的 相同 原子 所 
组 成 , 它 的 总 态 数 仍 和 异 原子 分 子 的 情形 相同 ,它们 的 宇 称 分 布 却 是 这 样 的 ; 

了 整数 有 偶数 时 : N,=N, +1; 

J 整数 介 奇 数 时 : 。 N,=N,; 

J 半 整 数 2 偶数 时 : N,=N,; 

7 半 整 数 介 奇数 时 : N,=N,+1. 
同时 所 有 的 0: 谱 项 为 偶 ,所 有 的 0- 谱 项 为 奇 . 

当 原 子 核 趋 近 时 ,c 型 耦合 往往 过 渡 到 a 型 耦合 @. 这 时 可 能 出 现下 列 有 趣 
情况 . 

我 们 已 经 讲 过 ,A =0 的 谱 项 属于 情形 5, 从 a 型 的 分 类 观点 看 来 ,这 意味 着 
2 值 不 同 (而 4 都 等 于 零 ) 的 各 个 多 重 能 级 对 应 于 同一 个 能 量 . 但 是 这 样 的 能 级 


Q@ 把 两 个 原子 的 总 角 动 量 儿 和 J, 相 加 成 为 角 动 量 2 时 ,2 的 符号 显然 是 不 重要 的 . 
@@ 4 型 和 c 型 谱 项 分 类 间 的 对 应 关系 ,不 能 一 般 地 推导 出 来 . 它 的 推导 必须 考虑 到 具体 的 势能 曲 
线 , 考 虚 到 对 称 性 相同 的 能 级 不 能 相交 的 规则 ($79)， 
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有 可 能 由 两 个 处 于 不 同 精细 结构 态 中 的 原子 彼此 靠近 时 所 产生 ， 

因此 就 有 可 能 发 生 两 对 不 同 精细 结构 态 的 原子 对 应 于 同一 个 分 子 谱 项 . 对 
02 =0 的 那些 谱 项 讲 来 ,也 有 可 能 发 生 同 样 的 情况 , 即 当 原子 核 趋 近 时 它们 变 成 
一 个 Az0( 因 而 > = -4) 的 分 子 谱 项 ,这样 得 到 的 能 级 是 双重 简 并 的 ,因为 情 
形 a 中 的 谱 项 0* 和 0- (它们 可 以 来 自 两 对 不 同 的 原子 态 ) 具 有 相同 的 能 量 忠 . 
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$78 中 我 们 已 经 研究 过 双 原 子 分 子 谱 项 的 若干 对 称 性 质 . 这 些 性 质 刻 划 了 
波 函 数 在 核 坐标 不 变 的 变换 下 所 具有 的 行为 . 例如 分 子 对 于 通过 分 子 轴 的 平面 
所 具有 的 反射 对 称 性 ,导致 了 "和 > 谱 项 的 区 别 ,相对 于 所 有 电子 坐标 同时 
变 号 的 对 称 性 (对 相同 原子 组 成 的 分 子 而 言 ) 包 ,导致 了 谱 项 的 奇偶 分 类 . 这 些 对 
称 性 刻 划 着 各 个 电子 谱 项 ,属于 同一 电子 谱 项 的 所 有 转动 能 级 具有 相同 的 对 
称 性 . 

分 子 的 态 和 任 一 多 粒子 系统 的 态 一 样 ( 见 $30) ,还 以 反 演 (所 有 电子 坐标 
和 所 有 核 坐 标 同时 变 号 ) 时 的 行为 为 标志 . 由 于 这 一 点 ,所 有 的 分 子 谱 项 可 以 分 
成 符号 正 ( 电 子 坐 标 和 核 坐 标 同时 反 号 时 波 函 数 保持 不 变 ) 和 符号 负 ( 反 演 时 波 
函数 变 号 ) 两 类 包 . 

4 关 0 时 ,每 一 个 谱 项 相对 于 角 动 量 沿 分 子 轴 的 两 种 可 能 取向 讲 来 都 是 双重 
简 并 的 . 反 演 操作 的 结果 角 动 量 本 身 并 不 变 号 ,但 是 分 子 轴 反 了 向 (原子 已 易 
位 ) ,从 而 角 动 量 沿 分 子 轴 的 取向 也 反 了 过 来 . 属于 所 给 能 级 的 两 个 波 渔 数 因此 
在 反 演 中 进行 相互 变换 ,而 且 我 们 总 是 可 以 把 它们 线性 组 合成 一 个 对 反 演 不 变 
的 函数 和 一 个 反 演 时 变 号 的 函数 . 因此 对 每 一 个 谱 项 可 以 得 到 两 个 态 , 其 中 的 一 
个 是 正 的 另 一 个 是 负 的 . 实际 上 每 一 个 Az0 的 谱 项 总 是 分 裂 的 ( 见 § 88), 于 是 
这 两 种 态 对 应 于 不 同 的 能 量 值 . 

过 谱 项 的 符号 问题 需要 特殊 考虑 . 首先 , 自 旋 显然 与 谱 项 符号 ( 正 负 符 号 ) 
没有 关系 , 因 反 演 操作 只 改变 粒子 的 坐标 ,而 保留 波 函 数 的 自 旋 部 分 不 变 . 因此 
任 一 给 定 谱 项 的 各 个 多 重 结构 分 量 全 都 具有 相同 的 符号 . 换 句 话说 , 谱 项 的 符号 
只 依赖 于 天 而 不 依赖 于 J%. 

分 子 波 函数 是 电子 波 函 数 和 原子 核 波 函数 的 乘积 . $ 82 中 曾经 指出 过 ,> 


@ 此 处 略 去 了 4 双 线 ( 见 § 88). 

@ ”假定 坐标 原点 选 在 分 子 轴 上 两 核 的 中 点 处 . 

电 ”我 们 保留 了 这 个 习 用 术语 , 但 很 不 幸 ,因为 在 原子 情形 下 谱 项 的 反 演 行为 被 称 为 宇 称 ,而 不 称 为 
正 负 符号 . 

这 里 所 讲 的 正 负 符 号 不 要 和 谱 项 上 附加 的 + , -指标 混 消 起 来 ! 

@” 记 住 三 谱 项 通常 属于 情形 5b. 因此 必须 采用 量子 数 尺 和 J. 
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态 中 的 原子 核 运动 等 价 于 一 个 轨道 角 动 量 为 天 的 粒子 在 有 心力 场 U(r) 中 的 运 
动 .因此 可 以 肯定 , 当 坐标 变 号 时 原子 核 波 函 数 要 乘 以 ( -1) [ 见 (30.7) ]. 

电子 波 函 数 表征 电子 谱 项 ,为 了 明确 它 的 反 演 性 质 ,我 们 必须 考虑 一 个 固 年 
在 原子 核 上 并 和 原子 核 一 起 转动 的 坐标 系 . 令 *,y,z 为 固定 于 空间 的 一 个 定 坐 
标 系 ,而 上 ,7 为 转动 坐标 系 , 该 坐标 系 中 分 子 是 固定 不 动 的 . E,n,l 坐标 轴 的 
方向 是 这 样 确定 的 ,使 得 上 轴 和 分 子 轴 重 合并 沿 核 1 到 核 2 的 方向 ,E,n,t 各 轴 
的 正方 向 的 相对 位 置 与 x,y,z 坐标 系 的 情形 一 样 (这 就 是 说 ,如 果 *,y,z 是 左手 
坐标 系 , 则 # 上 ,7, 也 是 左手 坐标 系 ). 反 演 操作 的 结果 ,x,y,z 轴 全 都 反 向 ,使 它 
从 左手 坐标 系 变 到 右手 坐标 系 , 此 时 的 &,n,l 也 应 变 成 右手 坐标 系 , 但 上 轴 是 刚 
性 地 固定 在 原子 核 上 保持 着 它 原 有 的 方向 ,所 以 & 轴 或 n 轴 中 一 定 要 有 一 个 轴 
反 向 . 因此 定 坐标 系 中 的 反 演 操作 等 价 于 动 坐标 系 中 对 通过 分 子 轴 的 一 个 平面 
所 作 的 反射 操作 . 但 在 这 样 的 反射 下 , >“ 谱 项 的 电子 波 函 数 保 持 不 变 , 而 之 谱 
项 的 电子 波 函 数 变 一 符号 . 

由 此 可 见 , 2 “* 谱 项 的 转动 分 量 的 符号 是 由 ( -1) 因子 确定 的 :K 为 偶数 的 
一 切 能 级 都 是 正 的 ,K 为 奇数 的 一 切 能 级 都 是 负 的 . > 谱 项 的 转动 能 级 的 符号 
由 ( -1) ”确定 :天 为 偶数 的 一 切 能 级 都 是 负 的 ,而 天 为 奇数 的 一 切 能 级 都 是 
正 的 . 

如 果 分 子 由 相同 原子 中 所 组 成 ,那么 它 的 哈密 顿 量 还 对 两 个 原子 核 的 坐标 
对 换 保 持 不 变 . 如 果 它 的 波 函 数 对 原子 核 的 对 换 保 持 不 变 , 它 的 谱 项 称 为 对 这 两 
个 核 是 对 称 的 ;如 果 波 函数 反 号 , 则 称 为 是 反对 称 的 . 关于 原子 核 的 对 称 性 , 它 与 
谱 项 的 正 负 符号 及 奇偶 宇 称 密 切 相 关 . 原子 核 的 坐标 对 换 等 价 于 所 有 粒子 ( 电 
子 和 核 ) 的 坐标 变 号 再 加 上 一 次 只 对 电子 而 言 的 坐标 变 号 . 由 此 可 知 ,如 果 该 谱 
项 是 偶 的 ( 奇 的 ) 同时 又 是 正 的 ( 负 的 ) , 它 对 原子 核 而 言 就 是 对 称 的 . 如 果 该 谱 
项 是 偶 的 ( 奇 的 ) 同时 又 是 负 的 ( 正 的 ) , 它 对 原子 核 而 言 就 是 反对 称 的 . 

$ 62 之 末 曾 经 确立 过 一 个 普遍 定理 :两 个 同类 粒子 所 组 成 的 一 个 系统 的 总 
自 旋 为 偶数 时 , 它 的 坐标 波 函 数 是 对 称 的 ;为 奇数 时 则 是 反对 称 的 . 如 果 把 这 个 
结论 应 用 到 相同 原子 所 组 成 的 分 子 的 两 个 原子 核 上 ,我们 就 能 发 现 , 谱 项 的 对 称 
性 和 总 自 旋 1 的 奇偶 性 有 关 ,1 由 两 个 核 自 旋 i 相 加 而 得 .1 是 偶数 时 谱 项 为 对 
称 ,7 是 奇数 时 谱 项 为 反对 称 @. 特别 是 ,如 果 这 两 个 原子 核 没 有 自 旋 (i=0) , 则 7 
等 于 零 ,这 个 分 子 就 不 存在 反对 称 的 谱 项 . 由 此 可 见 , 核 自 旋 对 分 子 谱 项 具有 重 
要 的 间接 影响 ,尽管 它 的 直接 影响 ( 谱 项 的 超 精细 结构 ) 并 不 重要 、. 


Q@ ”这 两 个 相同 原子 不 但 要 属于 同一 元 素 而 且 要 属于 同一 同位 素 ， 
国 ”根据 谱 项 的 宇 称 .符号 以 及 对 称 性 之 间 的 关系 可 以 肯定 ,原子 核 总 自 旋 7 为 偶数 时 正 能 级 是 价 
的 ,而 负 能 级 是 奇 的 .了 为 奇数 时 则 反之 . 
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计 及 核 自 旋 后 会 导致 能 级 的 附加 简 并 . 还 在 $62 中 ,我 们 曾经 计算 过 7Z 值 
为 奇数 和 偶数 时 的 态 数 ,I 由 两 个 核 自 旋 i 相 加 而 成 . 当 i 为 半 整 数 时 ,1 为 偶数 
的 态 数 等 于 i(2i+1) ,1 为 奇数 的 态 数 等 于 (i+1)(2i+1). 根 据 上 述 结论 ,可 知 i 
为 半 整 数 时 对 称 和 反对 称 谱 项 的 简 并 度 D g, 和 g, 之 比 等 于 
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> (86.1) 
同 理 当 i 为 整数 时 这 个 比值 等 于 

A (86.2) 


我 们 已 经 知道 , z* 谱 项 旋转 分 量 的 符号 由 ( -1)* 确 定 . 例如 开 * 谱 项 的 旋 
转 分 量 当 天 为 偶数 时 是 正 的 因而 是 对 称 的 ,当天 为 奇数 时 是 负 的 因而 是 反对 称 
的 .根据 以 上 所 得 的 结论 可 以 肯定 , 王 * 能 级 旋转 分 量 的 核 统计 权重 随 着 值 的 
依次 改变 而 按 (86. 1) 或 (86.2) 式 的 比值 交替 地 改变 .对 王 : 以 及 号 - , 工 - 也 有 
完全 类 似 的 情况 . 特别 是 当 i=0 时 ,区 : ,7 谱 项 中 天 为 偶数 的 能 级 以 及 了 +， ， 
- 谱 项 中 为 奇数 的 能 级 它们 的 统计 权重 都 等 于 零 . 换 名 话说, 工 + , 王 - 电子 
态 中 不 存在 为 偶数 的 转动 态 ,而 在 区 * , 王 - 态 中 不 存在 为 奇数 的 转动 态 . 

由 于 核 自 旋 与 电子 的 作用 极 弱 ,1 值 的 改变 几率 极 小 ,即使 在 分 子 碰撞 中 也 
是 这 样 . 因此 7 值 奇偶 不 同 的 分 子 只 有 对 称 的 或 只 有 反对 称 的 谱 项 ,使 它们 犹如 
两 种 不 同形 式 的 物质 . 例如 正 氨 和 仲 氨 ,前 一 种 分 子 中 两 个 核 自 旋 i = 1/2 是 平 
行 的 (1=1) ,后 一 种 则 是 反 平行 的 (1=0). 
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本 节 将 给 出 双 原 子 分 子 中 各 种 物理 量 矩 阵 元 的 一 些 普 遍 公式 ,我 们 先 计算 
零 自 旋 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 ， 
设 4 为 分 子 ( 具 有 固定 的 原子 核 ) 的 某 个 矢量 物理 量 ,例如 它 的 电 偶 极 矩 或 
磁 偶 极 矩 . 我 们 先 在 上 ,7 坐标 系 中 考虑 这 个 量 , 该 坐标 系 随 分 子 一 起 转动 ,t 
轴 沿 分 子 轴 . 相对 于 这 个 系统 的 分 子 角 动 量 ( 即 电子 角 动 量 工 ) 并 不 全 部 守恒 ， 
但 它 的 Zz 分 量 是 守恒 的 . 因此 量子 数 L =4 的 选择 定 则 仍然 成 立 ( 与 $29 中 的 
M 一 样 ) .矢量 的 非 零 矩 阵 元 从 而 为 
《nm 414 .1n4》 ,《n'A1A,+i4,1n,4 -1), 
《n',A—114A, -i4,1nA), (87.1) 
n 为 具有 给 定 A 值 的 电子 谱 项 的 编号 . 


QD 这 样 的 能 级 简 并 度 常 称 为 该 能 级 的 统计 权重 . (86. 1)(86.2) 式 确定 了 对 称 和 反对 称 能 级 的 核 
统计 权重 之 比 . 
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如 果 两 个 谱 项 都 是 荆 谱 项 ,我 们 还 需要 考虑 来 自 平面 (通过 分 子 轴 的 平面 ) 
反射 对 称 性 的 选择 定 则 . 这 样 的 反射 中 ,一 个 普通 矢量 ( 极 矢量 ) 的 7 分 量 保持 
不 变 ,但 轴 矢 量 的 上 分 量 要 变 号 . 由 此 可 知 , 对 一 个 极 矢 量 ,4, 只 有 > 一 之 ”和 
> 一 跃迁 矩阵 元 才 是 非 零 的 ,对 轴 矢 量 只 有 > “一 > 跃迁 矩阵 元 . 我 们 不 
必 讨 论 4,,4, 分 量 ,因为 对 这 些 量 不 改变 4 就 无 法 丑 迁 . 

如 果 该 分 子 由 相同 原子 所 组 成 ,就 还 有 宇 称 的 选择 定 则 , 一 个 极 矢量 的 分 量 
在 反 演 时 要 变 号 . 因此 只 有 宇 称 不 同 的 状态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 才 是 非 零 的 (对 
轴 矢 量 则 相反 ), 特别 是 , 极 矢量 分 量 的 所 有 对 角 和 矩阵 元 都 等 于 零 . 

(87. 1) 式 的 矩阵 元 与 同一 矢量 在 x,y,z 定 坐标 系 中 的 矩阵 元 的 关系 问题 ， 
可 用 后 面 $ 110 中 导出 的 适用 于 任意 轴 对 称 物理 系统 的 普遍 公式 来 解决 . 当 把 
对 量子 数 Mi( 分 子 总 角 动 量 的 z 分 量 ) 的 依赖 性 (对 所 有 矢量 相同 ) 分 离 出 来 
以 后 ,还 留 下 约 化 矩阵 元 4n'K'A' | 4 nrnKA). 它们 与 (87.1) 和 矩阵 元 的 关系 ,由 大 
=k'=1( 对 应 于 一 个 矢量 ) 的 (110.7) 式 适当 改变 它 的 量子 数 记 号 后 得 出 . 按 
(82.4) ,4 等 于 总 角 动 量 K 的 才 分 量 ,采用 一 阶 球 基 张 量 的 分 量 与 矢量 的 箔 卡 
儿 分 量 之 间 的 关系 式 (107. 1) ,以 及 表 9 的 3 符号 值 ( $106) ,可 得 下 列 对 4 为 


_ 2K+1 
(n'KA I AlNnKAy=A [ERI (AlhelnA), 
3 
人 < (ne41A lnA). 


(n'KA|AInK,A-1) = 


_ /QRE+D(K+A)(K-A+1),, 时 
= |/ 站 (n'AlA, +iA, In,A -1), 


(n'KANANn,K-1,A-1) 


(87.3) 
= /A (mAh +ih, In,A -1), 


Cn’,K-1l,AlAlnK,A-1) 


-i | -A 人 (n'AlA, +iA, In,A -1). 


留 下 的 非 零 矩阵 元 可 以 通过 约 化 矩阵 元 的 厄 米 性 得 到 : 
(nKANANn'K’A') =(nK'A’'|AlnKA. 
对 ,7,t 坐标 系 中 的 矩阵 元 则 为 
(nAlA, -过 ,ln 4 =《n4 14 +ih, Im4)》”， 
(nAlA,ln'A’ =《n 4 14 1n4)》“. 


(87.2) 
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下 面 是 矢量 4 =n( 沿 分 子 轴 的 单位 矢量 ) 时 的 矩阵 元 特例 公式 . 此 时 有 4， 
=A, =0,4, =1, 在 ,7n,b 坐标 系 中 只 有 对 角 元 不 等 于 零 . (nA14,1n4) =1. 约 化 
和 矩阵 元 除 指标 外 对 所 有 指标 均 为 对 角 ,如 果 只 写 出 天 指标 ,我 们 有 


2K+1 
‘Kl nlK>=A KCKTIY’ 


KEK-A 
Fok 


(87.4) 
(天 -11m1K》=i 





(H. Hinl, F. London ,1925) .对 于 4 =0, 上 式 给 出 
(天 1 mlKR》=0,( 开 -1 | 天》=iV 玉 ， 
这 和 运动 于 有 心力 场 中 的 单位 矢量 矩阵 元 相 一 致 , 见 (29. 14). 

现在 再 来 看 一 下 , 当 在 自 旋 不 等 于 零 的 态 之 间距 迁 时 ,前面 所 得 的 公式 应 作 
怎样 的 修改 . 重要 的 是 ,首先 应 知道 这 些 态 究竟 是 属于 情形 a 还 是 情形 4. 

如 果 这 两 个 态 都 属于 情形 ,公式 主要 只 是 作 记 号 上 的 更 改 . 量子 数 玉 和 
Mx 不 再 存在 ,应 换 成 总 角 动 量 J 及 其 z 轴 投影 Mj. 另外 还 有 S 和 上 =4+ 二 , 故 
约 化 矩阵 元 为 

(n'J'S'0'A’ 14 1 nsnA). 

设 4 为 任 一 轨道 矢量 ( 即 不 依赖 于 自 旋 ). 其 算 符 与 自 旋 算 符 $ 对 易 , 故 其 
矩阵 对 量子 数 8 和 5, = 是 对 角 的 ;2=A + 三 将 随 4 一 起 变化 ( 即 Q2' -0=A' 
-A). (87.2) - (87.4) 式 的 改变 只 是 在 矩阵 元 中 添加 了 一 些 指 标 并 用 J 和 02 
代替 天 和 4 人 4. 例如 ,(87.2) 第 一 式 变 成 (对 角 指 标 $ 已 略 去 ) 

2 +1 
J(J+1) 

现在 令 4 =S. 由 于 自 旋 算 符 和 轨道 角 动 量 对 易 ,也 和 哈密 顿 量 对 易 , 故 其 矩 
阵 对 n 和 A 是 对 角 的 但 对 S 和 (或 0) 为 非 对 角 . 4,,4, ,4, 分 量 的 5, 一 5S'， 
> 跃迁 矩阵 元 由 (27. 13) 式 给 出 , 式 中 用 S$S 和 代替 工 和 MM. 然后 用 (87.2) 和 
(87.3) 式 变换 到 %,y,z 坐标 系 , 并 用 J 和 代替 K 和 A. 从 而 得 ,例如 (对 角 指 标 
n,S 和 A 等 已 略 去 ) 

《JC21S1y,2-1) = 


/1(2J+L)(JV+OUJ -CO+1l ， 
= | AJCT+1) (1S, +iS,102-1) = 


四 [CO ot 2)(S—-2+1) 1 
4J(J+1) ， 


其 次 ,假定 两 个 态 都 属于 情形 ,并 设 4 为 轨道 天 量 ,矩阵 元 的 计算 可 分 两 
步 完 成 . 先 只 考虑 转动 分 子 而 不 计 和 人 $ 和 的 相 加 ;和 矩阵 元 对 $ 是 对 角 的 并 可 





(n’'JQATANnINA)=0 (nA 1A,1n4). 
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由 (87.2)(87.3) 式 确定 . 第 二 步 ,把 K 加 到 S$ 上 给 出 总 角 动 量 ,新 矩阵 元 可 用 
普遍 公式 (109.3) 得 到 , 式 中 用 天 ,5S,J 代替 j,j, ,J 例如 ,对 J,K,A 对 角 的 矩阵 
元 为 
(n'JKA | A|nJKA) = 
KJS 
JK1 
应 用 表 10( $ 108) 中 的 G7 符号 以 及 (87.2) 的 约 化 矩阵 元 ,最 后 可 得 
(np'JK41141nJK4》 = 


2J+1 J(J+1)+K(K+1)-S(S+1),,, 
-MTCT+D 2K(K+1) Ve 
情形 a 和 情形 5 的 两 态 之 间 的 跃迁 和 矩阵 元 ,可 用 类 近 的 方法 计算 . 这 里 不 再 


讨论 . 


si 1) (27+1){ | (nkA 1 4 | nkA). 


习 题 
1. 求 一 双 原 子 分 子 谱 项 的 斯 塔 克 人 分裂, 该 分 子 具 有 恒定 的 偶 极 给 ,该 谱 项 


属于 情形 a. 

解 : 偶 极 矩 d 在 电场 8 中 的 能 量 为 -d' 8, 根 据 对 称 性 的 考虑 , 双 原 子 分 子 
的 偶 极 给 显然 沿 分 子 轴 jd=da,d 是 一 个 常数 . 取 场 的 方向 为 z 轴 ,得 -dn,e 形 
式 的 微 扰 算 符 . 

根据 以 上 导出 的 公式 求 出 nn, 的 对 角 给 阵 元 ,得 到 情形 & 时 的 能 级 分 裂 式 由 : 


a 0 
AE= -6 dM ry 
2. 同上 题 ,但 谱 项 属于 情形 以 并 且 人 天 0). 
解 : 同 法 求 得 
后 J(J+1) -3S(S+1) +K(K+1) 
A 2K(K+1)J(J+!1) 


3， 同上 题 ,但 对 也 谱 项 . 

解 :4=0 时 线性 效应 不 再 存在 ,需要 转 入 微 扰 论 的 二 级 近似 . 一 般 公 式 
(38.10) 求 和 时 ,只 要 保留 这 样 一 些 项 就 可 以 了 ,这些 项 对 应 于 该 电子 谱 项 的 各 
个 转动 分 量 之 间 的 跃迁 (其 它 项 的 分 母 中 能 量 差别 比较 大 ). 因 此 可 得 
| CKMx |n,|K-1,Mx) | | (KM |n,|K+1,Mx) 可 


AE,.=d@ 
4 | Er. -Er Er — Er,i 


@ 可 以 指出 的 是 ,这 个 结果 似乎 和 不 存在 线性 斯 塔 克 效 应 的 一 般 论 断 (76) 相 矛盾 . 实际 上 ,这 样 
的 矛盾 当然 是 不 存在 的 ,因为 这 里 出 现 的 线性 斯 塔 克 效 应 是 由 02z0 的 双重 简 并 能 级 引起 的 ,只 要 这 个 斯 
塔 克 分裂 的 能 量 大 于 A 双 线 的 能 量 ( $ 88) ,以 上 所 得 的 公式 是 适用 的 . 





。312 . 第 十 一 章 ” 双 原子 分 子 


其 中 的 Ek = BK(K+1). 经 简单 计算 后 得 
de [K(K+1) -3Mx] 


Abum = BB aKCK+1) KR -I ORTIY 


$88 A 双重 分 裂 


Az0 的 谱 项 的 双重 简 并 (§78) 实 际 上 是 近似 的 . 它 的 产生 只 是 由 于 我 们 
直到 现在 为 止 略 去 了 分 子 转动 对 电子 态 的 影响 (以 及 略 去 了 对 自 旋 - 轨道 作用 
的 高 次 近似 ) ,这 一 点 正 是 我 们 在 以 前 的 理论 中 所 作 的 , 考虑 了 电子 态 和 转动 之 
闻 的 相互 作用 以 后 ,4 关 0 的 谱 项 就 分 裂 成 为 两 个 靠 得 很 近 的 能 级 . 这 种 现象 称 
为 A 双重 分 裂 (E. Hill ,J, H. van. Vleck ,R. Kronlg ,1928 ) . 

现在 来 定量 地 考 虚 这 个 效应 ,我 们 仍 从 单项 (S =0) 开 始 , 我 们 已 经 计算 过 
(8$82 中 ) 转 动能 级 在 微 扰 论 一 级 近似 下 的 能 量 值 , 它 由 下 列 算 符 的 对 角 和 矩阵 元 
(平均 值 ) 所 确定 ， 

B(r)(K-L)’. 
计算 下 一 级 近似 时 ,必须 考虑 上 述 算 符 对 4 的 非 对 角 和 矩 阵 元 . 咎 和 瑚 算 符 对 4 
是 对 角 的 ,因此 只 需要 考虑 -2BK. 工 算 符 . 

六 .二 和 矩阵 元 的 计算 最 好 利用 一 般 公 式 (29. 12) , 令 该 式 中 的 A4=K,B = 工 ; 
LL 和 M 取 作 K 和 Mx, 并 把 nn 改写 成 n 和 A, 其 中 的 nn 代表 确定 电子 谱 项 的 (A 以 
外 的 ) 量 子 数 集合 . 由 于 守恒 矢量 K 的 矩阵 对 nn 和 A 是 对 角 的 ,而 在 矢量 所 含 
的 非 对 角 和 矩阵 元 中 A 值 的 改变 只 能 等 于 1( 参 考 § 87 中 对 任意 矢量 4 所 讲 的 


(nAKM.IK .Lin,A-1,KM.,.) = 


=3(nAlLe +iL,In,A -1) VR+ANKR+I-A). 


A 值 作 更 大 改变 的 非 零 和 矩阵 元 是 不 存在 的 . 

只 有 在 微 扰 论 的 第 24 级 近似 中 ,A 一 4 -1 和 矩阵 元 的 微 扰 效应 才能 使 4 
态 之 间 出 现 一 个 能 量 差 . 与 此 相应 ,这 个 差 值 将 和 B” 即 (mAM)“ 成 正比 (M 为 
原子 核 质 量 ,m 为 电子 质量 ). 4 >1 时 ,这 个 值 太 小 我 们 不 感 兴趣 . 因此 A 双重 
分 裂 效 应 只 对 下 面 要 考虑 的 II 谱 项 (4 =1) 才 是 重要 的 . 

4=1 时 必须 进行 二 级 近似 . 能 量 本 征 值 的 改正 可 按 一 般 公 式 (38. 10) 确 
定 . 该 式 求 和 项 分 母 中 的 能 量 差 呈 E, 4 x - ,m1 x 形式 . 这 些 能 量 差 中 含有 天 的 
项 相互 抵消 ,因为 原子 核 距离 给 定 为 r 以 后 所 有 各 个 谱 项 的 转动 能 量 都 等 于 
B(r)K(K+1). 所 以 分 裂 值 AE 与 K 的 关系 完全 由 分 子 中 的 矩阵 元 平方 确定 . 这 
些 矩 阵 元 平方 项 对 应 于 4 从 1 到 0 以 及 从 0 到 -1 的 跃迁 ,根据 (88.1)' 式 这 两 


(88.1) 
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个 跃迁 矩阵 元 和 的 关系 是 相同 的 ,我 们 即 得 II 谱 项 的 分 裂 值 
AE = 常数 xK(K+1)， (88.2) 

式 中 的 常数 具有 B*/e 的 数量 级 ,e 具有 相 邻 电子 谱 项 间 能 量 差 值 的 数量 级 . 

现在 转向 自 旋 不 等 于 零 的 谱 项 ("I 和 II 谱 项 ,更 高 的 5 值 实际 上 找 不 到 ). 
如 果 这 个 谱 项 属于 情形 5, 则 多 重 分 裂 对 转动 能 级 的 A 双 线 并 没有 影响 , 它 仍 由 
(88.2) 式 所 确定 . 

但 在 情形 a 中 , 自 旋 的 影响 就 很 重要 . 此 时 每 个 电子 谱 项 除了 用 4 外 还 要 
用 2 来 标志 . 如 果 把 4 简单 地 改 为 -A,(2=A+3 值 就 要 改变 ,从 而 得 到 一 个 完 
全 不 同 的 谱 项 . 相互 简 并 的 态 是 4,Q2 态 和 -4, -2 态 .这 种 简 并 性 不 但 能 被 以 
上 考虑 的 轨道 角 动 量 与 分 子 转动 间 的 相互 作用 解除 掉 , 而 且 也 能 被 自 旋 - 轨道 
作用 解除 掉 . 但 总 角 动 量 沿 分 子 轴 的 投影 值 2 是 精确 守恒 的 ( 当 原 子 核 固定 
时 ) , 它 不 能 被 自 旋 - 轨道 作用 所 破坏 . 可 是 自 旋 - 轨道 作用 能 够 同时 改变 4 和 
了 而 使 2 保持 不 变 (也 就 是 存在 着 4 和 了 开 作 相应 改变 的 牙 迁 矩阵 元 ). 这 个 效应 
的 本 身 ,或 者 和 轨道 -转动 效应 ( 它 改变 A 但 不 改变 3) 合 在 一 起 ,就 会 导致 A 
双重 分 裂 . 

让 我 们 先 考 虑 "II 谱 项 . 对 于 II), 谱 项 (4 =1,3= -1/2,02=1/2), 同 时 考 
虑 了 自 旋 -轨道 作用 和 轨道 - 转动 作用 以 后 (都 是 一 级 近似 ) 即 得 能 级 分 裂 . 实 


际 上 ,前 一 作用 给 出 A =1,3 = -FA =0, 史 =1/2 的 典 迁 ,后 一 作用 则 把 A = 


0,5=1/2 的 态 变 成 4 = -1,3=1/2 的 态 , 这 个 态 与 初 态 的 差别 就 是 把 4 和 0 
都 改变 了 符号 . 自 旋 -轨道 作用 的 矩阵 元 与 转动 量子 数 了 无关, 轨道 -转动 作用 
与 了 的 关系 则 由 (88.1) 式 确定 ,该 式 中 ( 根 号 中 ) 的 K 和 A 应 该 改 成 J 和 2. 因 
此 对 "II, 谱 项 的 A 双重 分 裂 讲 来 ,得 下 列表 式 : 


AE = 常数 x (7+ 地)， (88.3) 


其 中 的 常数 ~ 4B/e. 另 一 方面 , II;% 谱 项 的 分 裂 只 能 在 高 级 近似 中 找到 ,因此 实 
际 上 AE,, =0. 
最 后 ,我 们 来 考虑 "II 谱 项 . 对 于 Ilo 谱 项 (4 =1,5= -1), 考 虑 了 自 旋 - 轨 
道 作用 的 二 级 近似 后 可 得 能 级 分 裂 ( 由 于 A =1,3= -1 一 4=0,3=0 一 4= 
-1,3=1l 的 跃迁 ). 据 此 ,这 种 情形 下 的 4 双重 分 裂 完 全 与 ] 无关: 
AE,。 = 常数 ~ A /e. (88.4) 
对 于 "IT, 谱 项 ,=0, 因 此 自 旋 对 分 裂 没 有 影响 ,我 们 仍 得 (88.2) 那 样 的 公式 , 式 
中 的 天 要 改 成 J: 
AE, = 常数 .J(J+1). (88.5) 
对 II, 谱 项 需要 应 用 更 高 级 的 近似 ,因此 可 令 AE, =0. 
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A 双重 分 裂 所 得 的 一 个 能 级 总 是 正 的 , 另 一 个 是 负 的 ,这 一 点 已 经 在 § 86 
中 讨论 过 . 研究 了 分 子 波 函数 以 后 ,可 以 确立 起 正 负 能 级 的 交替 规则 , 我 们 只 在 
这 里 给 出 它 的 研究 结果 四. 我们 发 现 ,如 果 对 某 个 了 值 , 正 能 级 处 于 负 能 级 的 下 
面 ,那么 在 J+1 的 双 线 中 这 个 次 序 就 反 过 来 , 正 能 级 位 于 负 能 级 的 上 面 ,并 依 此 
类 推 . 正 负 能 级 次 序 随 着 总 角 动 量 值 的 依次 变化 而 交替 地 变化 , 这 里 所 讲 的 是 情 
形 a 的 谱 项 ,情形 5b 中 这 一 点 也 能 成 立 ,不 过 依次 变化 的 是 角 动 量 值 . 


习 题 


求 'A 谱 项 的 4 分裂 
解 ; 现 在 这 个 效应 出 现 于 微 扰 论 的 四 级 近似 中 . 它 与 天 的 关系 由 四 个 
(88. 1) 纸 阵 元 的 乘积 所 确定 ,这 些 和 给 阵 元 的 4 值 改变 依次 为 :2 一 1,1 一 0,0 一 
-1, -1 一 一 2. 它 给 出 
AE = 常数 x(K-1)K(K+1)(K+2), 
其 中 的 常数 ~B'/e. 


$89 原子 间 的 远 距 作用 


我 们 来 考虑 两 个 相隔 很 远 (相对 于 它们 的 大 小 ) 的 原子 , 求 它 们 之 间 的 相互 
作用 能 量 . 换 句 话 说 ,我 们 来 求 当 原子 核 间 距 很 大 时 电子 谱 项 U.(7r) 所 能 具有 的 
形式 . 

为 了 求解 这 个 问题 ,我 们 应 用 微 扰 论 , 把 两 个 孤立 原子 看 作 未 微 扰 系统 , 它 
们 间 的 电 作用 势能 则 看 作 微 扰 算 符 . 根据 静电 学 我 们 知道 , ( 见 《 场 论 》$ 41， 
$ 42) ,两 个 相 > 很 远 的 带电 系统 之 间 的 电 作用 可 以 按 1/r 的 寡 展 开 ,这 个 展 
开 式 中 的 依次 各 项 相当 于 这 两 个 系统 之 间 的 总 电荷 作用 、 偶 极 矩 作用 以 及 四 极 
和 矩 作用 ,等 等 .对 中 性 原子 讲 来 总 电荷 等 于 零 . 这 个 展 式 是 从 偶 极 - 偶 极 作用 
( ~1/r) 开 始 的 ,其 次 是 偶 极 - 四 极 项 ( ~ 1《r) ,四 极 - 四 极 (和 偶 极 - 八 极 ) 项 
( ~ 1/r ) ,等 等 ， 

我 们 先 假定 两 个 原子 都 处 于 S 态 ,很 易 证 明 ,在 微 扰 论 的 一 级 近似 中 ,这 两 
个 原子 间 无 相互 作用 . 原子 间 的 相互 作用 能 是 由 微 扰 算 符 对 未 微 扰 系统 波 函 数 
(等 于 这 两 个 原子 波 函 数 的 乘积 @) 的 对 角 和 矩阵 元 确定 的 .但 在 $ 态 中 ,这些 对 角 
矩阵 元 也 就 是 偶 极 矩 和 四 极 矩 等 等 的 平均 值 ,它们 都 等 于 零 ; 这 一 点 可 以 根据 对 
称 性 的 考虑 直接 得 知 ,因为 $ 态 中 原子 的 电荷 分 布 是 球 对 称 的 . 因此 在 微 扰 论 的 


@ 可 参考 E. Wigner,E. Witmer, Zeitschrift fur Physik ,51 ,859 ,1928. 
四 ”我们 略 去 了 随 着 距离 作 指数 式 衰减 的 交换 效应 ;参考 862 题 1 及 § 81 例题 
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一 级 近似 中 , 微 扰 算 符 展 为 1Xr 的 震级 数 后 每 一 项 的 贡献 都 等 于 零 中 . 
二 级 近似 中 ,我 们 只 需要 保留 微 扰 算 符 中 的 偶 极 作用 项 ,因为 这 一 项 当 r 增 
大 时 衰减 得 最 慢 ,该 项 为 
-dd+30d PN) (GD 天 ) 


一 一 一 一 一 (89.1) 


n 为 原子 连 线 的 单位 矢量 . 由 于 偶 极 矩 的 非 对 角 和 矩阵 元 一 般 讲 来 不 等 于 零 ,我们 
在 微 扰 论 的 二 级 近似 中 所 得 的 非 零 结果 是 了 的 二 次 式 , 也 就 是 正比 于 1. 我 们 
早已 知道 ,最 低 本 征 值 的 二 级 近似 改正 总 是 负 的 ( $38). 因此 我 们 得 两 个 基态 
原子 的 下 列 相互 作用 能 表 式 : 


U(r) = -常数 (89.2) 


其 中 的 常数 取 正 值 @(EF. London ,1928 ). 

因此 两 个 处 于 S$ 基态 相距 较 远 的 原子 以 反比 于 其 距离 的 7 次 方 的 引力 
( -dU/dr) 彼 此 相 吸 . 远 距 离 的 原子 的 这 种 引力 通常 称 为 范 德 瓦 尔 斯 力 - 这 个 力 
使 得 电子 谱 项 势能 曲线 上 出 现 一 个 极 小 值 , 即 使 这 两 个 原子 不 能 形成 稳定 分 子 ， 
但 是 曲线 下 陷 不 多 (深度 只 有 一 个 电子 伏 的 几 十 分 之 一 甚至 几 百 分 之 一 ) ,而 且 
其 位 置 在 几 倍 于 稳定 分 子 的 原子 间距 处 ， 

如 果 只 有 一 个 原子 处 于 S 态 , 所 得 的 相互 作用 能 仍 为 (89.2) 式 ,因为 一 级 
近似 等 于 零 只 需 一 个 原子 的 偶 极 矩 (和 其 它 的 矩 ) 等 于 零 就 足够 了 . (89.2) 式 中 
的 常数 不 但 依赖 于 这 两 个 原子 的 态 ,而 且 还 依赖 于 两 者 的 相对 取向 ,也 就 是 依赖 
于 角 动 量 沿 原子 连 线 的 投影 值 0. 

如 果 两 个 原子 都 具有 不 等 于 零 的 轨道 角 动 量 和 总 角 动 量 ,情况 就 不 同 了 , 偶 
极 矩 对 任意 原子 态 的 平均 值 都 等 于 零 ( $75) ,但 是 四 极 矩 对 Lz0.Jz0 或 1/2 
的 态 的 平均 值 不 等 于 零 . 因此 微 扰 算 符 中 的 四 极 - 四 极 项 在 一 级 近似 中 给 出 不 
等 于 零 的 结果 ,原子 间 的 相互 作用 能 现在 不 是 按 距 离 的 6 次 方 衰减 而 是 按 5 次 
方 衰减 的 ; 





U(r) = 党 数 (89.3) 


六 
式 中 的 常数 可 以 是 正 的 也 可 以 是 负 的 ,也 就 是 既 有 了 吸引 的 也 有 排斥 的 . 和 以 前 的 
情形 一 样 ,这 个 常数 不 但 依赖 于 原子 态 ,而 且 也 依赖 于 这 两 个 原子 所 组 成 的 系统 


(DD 当然 ,这 并 不 导致 原子 相互 作用 能 量 的 平均 值 正好 等 于 零 . 它 随 着 距离 作 指数 式 衰减 ,也 就 是 训 
减 得 比 1Mr 的 任何 有 限 次 罕 来 得 快 ,从 而 展 式 的 每 项 为 零 . 这 是 因为 相互 作用 算 符 的 多 极 矩 展开 本 身 ,就 
包含 了 这 两 个 原子 的 电荷 相距 其 远 的 假定 ,而 在 量子 力学 中 ,电子 的 密度 分 布 即使 在 远 距 离 处 也 具有 有 
限 的 (然而 是 指数 式 小 的 ) 值 . 

@ 例如 ,对 两 个 氢 原 子 而 言 这 个 常数 (用 原子 单位 ) 等 与 6.5, 氨 原子 时 为 1.5, 氨 为 68 , 氮 为 150. 
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一 个 特殊 情形 是 两 个 相同 原子 处 于 不 同 状态 时 的 相互 作用 . 此 时 的 未 微 扰 
系统 (两 个 孤立 原子 ) 由 于 存在 着 交换 原子 态 的 可 能 性 而 具有 附加 简 并 . 与 此 相 
应 ,一 级 近似 的 修正 值 要 用 久 期 方程 求 出 ,此 方程 中 不 但 出 现 微 扰 的 对 角 和 矩阵 元 
而 且 还 有 非 对 角 和 矩阵 元 . 如 果 这 两 个 原子 态 的 宇 称 相 异 ,同时 角 动 量 工 相差 +1 
或 0( 但 不 都 等 于 0)( 对 J 也 有 同样 的 限制 ) ,那么 对 这 两 个 态 之 间 的 跃迁 讲 来 ， 
偶 极 矩 的 非 对 角 和 矩阵 元 一 般 来 说 不 等 于 零 . 因此 从 微 扰 算 符 的 偶 极 项 中 即 可 求 
得 一 级 近似 的 效应 . 原子 间 的 相互 作用 能 此 时 就 和 1/r 成 正比 : 


U(r) = -Ee (89.4) 


式 中 的 常数 可 正 可 负 . 

但 在 通常 情况 下 ,我 们 感 兴趣 的 原子 间 相 互 作用 往往 要 对 角 动 量 的 所 有 可 
能 取向 求 平均 (例如 ,对 于 气体 中 的 原子 间 的 相互 作用 ). 经 过 这 样 的 平均 以 后 ， 
所 有 多 极 矩 的 平均 值 都 等 于 零 , 因 而 在 原子 间 相 互 作用 中 , 微 扰 论 一 级 近似 中 所 
有 多 极 矩 的 线性 效应 也 都 等 于 零 . 于 是 近 距 离 原 子 间 的 平均 相互 作用 力 总 是 遵 
循 (89.2) 式 的 规律 . 中 

我 们 来 进一步 考虑 一 个 原子 和 一 个 离子 相互 作用 的 类 似 问 题 , 在 微 扰 论 的 
一 级 近似 中 ,这 个 相互 作用 由 离子 库仑 场 中 的 四 极 矩 能 量 算 符 (76. 8 ) 的 平均 值 
给 出 . 由 于 该 场 的 势 p ~ 1/r, 原 子 与 离子 相互 作用 能 量 正比 于 1r . 但 是 这 个 效 
应 仅 当 该 原子 具有 平均 四 极 矩 时 才 存 在 . 即使 如 此 , 当 对 角 动 量 J 的 所 有 方向 取 
平均 以 后 , 它 还 是 等 于 零 . 

以 1《r 为 医 次 的 不 总 是 等 于 零 的 下 一 级 相互 作用 项 ,出 现在 对 偶 极 矩 算 符 
(76.1) 而 言 的 二 级 微 扰 论 中 . 由 于 离子 场 强 ~ 1/r ,这 种 相互 作用 能 正比 于 
1Mr . 它 可 通过 原子 (处 于 S$ 态 ) 极 化 率 a 表 成 


U = -是 (89.5) 
r 
如 果 原 子 处 于 基态 ,这 个 能 量 ( 和 所 有 的 基态 能 量 修 正 一 样 ) 是 负 的 , 亦 即 原子 
和 离子 间 具 有 吸引 力 &. 


QD 这 个 规律 是 以 非 相 对 论 理论 为 基础 导出 的 . 它 仅 当 电磁 作用 的 推迟 效应 不 重要 时 才 是 正确 的 . 
为 此 ,原子 间距 7 必须 小 于 c/wo ,wo 是 原子 激发 态 和 基态 之 间 的 跃迁 频率 . 计 及 推迟 效应 的 原子 间作 用 
见 第 四 卷 § 85. 

@ 一 个 原子 和 一 个 远 距离 的 电子 间 也 有 类 似 的 引力 .这 种 引力 就 是 该 原子 具有 了 明 附 一 个 电子 形成 
负离子 能 力 的 原因 (结合 能 从 几 分 之 一 到 几 个 电子 伏 ). 并 不 是 所 有 的 原子 具备 这 种 能 力 , 因 为 在 一 个 远 
距离 处 作 1《r (或 1Xr ) 衰减 的 场 中 ,对 应 于 电子 的 束缚 态 的 能 级 数 总 是 有 限 的 ,特殊 情况 下 可 以 等 于 零 
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习 题 


推导 处 于 S 态 的 两 个 相同 原子 间 的 范 德 瓦 尔 斯 力 公 式 , 用 偶 极 和 矩 的 纸 阵 元 
表 出 . 
解 : 把 徽 扰 论 一 般 公 式 (38.10) 应 用 到 (89.1) 式 的 算 符 即 可 求 得 解答 , 鉴于 
S 态 原子 的 各 向 同性 ,可 以 事先 知道 , 当 对 所 有 的 中 间 态 求 和 时 , 秋 量 @@ 和 国 的 
三 个 分 量 的 矩阵 元 平方 给 出 同样 的 贡献 ,不 同 分 量 的 匀 积 项 则 等 于 霍 , 结果 为 
6 (nld,10)’(n’'ld,10)? 
Ue 3 E+E.,-2E, ， 
其 中 忆 和 五 为 原子 基态 能 量 和 激发 态 能 量 的 未 徽 扰 值 , 由 于 假定 基态 中 节 =0， 
《nald,.10) 给 阵 元 仅 当 跃迁 到 卫 态 (了 =1) 时 才 不 等 于 零 .应 用 (29.7) 式 ,得 U(r) 
的 最 终 形 式 为 
U7) = ey (nl do0o (nl | a lo0) 


E, 十 下。 -2Eow 
式 中 约 化 算 阵 元 和 能 级 的 指标 RL 中 的 第 二 个 指标 给 出 工 值 ,第 一 个 指标 代表 确 
定 该 能 级 所 需 的 其 余 量 子 数 集合 . 
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本 章 所 述 双 原子 分 子 理论 的 一 个 基本 前 提 是 假定 了 分 子 波 函数 分 离 成 为 一 
个 电子 波 函 数 ( 以 核 距 为 参量 ) 和 一 个 核 运 动 波 函数 的 乘积 . 这 种 假定 相当 于 在 
分 子 的 精确 哈密 顿 量 中 略 去 了 某 些 小 项 ,这 些 项 相当 于 电子 和 核 运动 的 相互 
作用 ， 

当 用 微 扰 论 计 及 这 些 项 后 ,就 会 出 现 不 同 电 子 态 间 的 跃迁 . 当 牙 迁 态 中 至 少 
有 一 个 是 属于 连续 谱 的 态 时 , 它 在 物理 上 特别 重要 . 

图 30 中 给 出 了 两 个 电子 谱 项 的 势能 曲线 (更 确切 地 说 ,是 分 子 的 给 定 转 动 
态 中 的 有 效 势能 U, 曲 线 ). 能 量 E'( 图 30 中 第 二 条 水 
平 虚线 ) 代 表 处 于 电子 态 2 的 一 个 稳定 分 子 的 某 个 振 
动能 级 . 在 电子 态 1 中 ,这 个 能 量 处 于 连续 谱 范围 内 . 
换 句 话说 ,从 态 2 到 态 1 时 这 个 分 子 就 会 自动 分 解 ， 
这 种 现象 称 为 预 离 解 D. 由 于 预 离 解 的 存在 , 像 曲线 2 
那样 的 离散 谱 状态 实际 上 只 有 有 限 的 寿命 ,这 就 意味 
着 离散 能 级 变 宽 了 ,也 就 是 具有 一 定 的 宽度 ( 见 844 . 
未 ). 图 30 


U(r) 





中 曲线 1 的 极 小 值 也 有 可 能 根本 不 存在 ,如 果 它 对 应 于 原子 间 的 纯 斥 力 的 话 . 
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男 一 方面 ,如 果 总 能 量 E 位 于 这 两 个 态 的 离 解 极限 之 上 (图 30 中 第 一 条 水 
平 虚 线 ) ,从 一 态 到 另 一 态 的 跃迁 相 当 于 所 谓 第 二 类 碰撞. 例如 1 一 2 的 唉 迁 意 
味 着 两 个 原子 的 碰撞 ,其 结果 是 使 两 个 原子 处 于 激发 态 ,并 以 减少 了 的 动能 分 开 
( 当 "一 时 ,曲线 1 在 曲线 2 的 下 面 ,UV,(% ) - (om ) 之 值 就 是 原子 的 激发 能 
量 ). 

由 于 原子 核 的 质量 很 大 ,它们 的 运动 是 准 经 典 的 . 因此 所 考虑 的 跃迁 概率 问 
题 属于 $52 中 讨论 过 的 那 一 类 . 根据 该 节 中 的 一 般 考虑 可 以 知道 ,跃迁 概 率 主 
要 由 经 典 跃 迁 点 名 确定 ,由 于 双 原 子 系 统 ( 分 子 ) 的 总 能 量 在 跃迁 中 守恒 ,“ 经 典 
可 能 "的 条 件 是 两 个 有 效 势能 相等 :Uj,(r) = Uj,(7). 又 由 于 分 子 的 总 角 动 量 守 
恒 , 两 态 的 离心 能 相同 ,因此 这 个 条 件 意味 着 势能 相等 ; 

U,(r) = U,(7), (90.1) 
不 再 含有 角 动 量 . 

如 果 (90. 1) 式 在 经 典 允 许 区 (E> Uj,Uhn 的 区 域 ) 内 无 实 根 , 根 据 $52, 牙 
迁 概 率 是 一 个 指数 式 的 小 量 名 . 仅 当 势能 曲线 相交 于 经 典 允 许 区 时 (如 图 30 所 
示 ) ,跃迁 概率 才 是 显著 的 . 此 时 (52. 1) 式 中 的 指数 宕 等 于 零 (该 式 也 就 不 再 适 
用 ) ,跃迁 概率 将 由 下 面 导出 的 非 指数 表 式 确定 . 这 时 条 件 (90. 1) 可 作 如 下 解 
释 . 如 果 势 能 (和 总 能 ) 相同 ,两 者 的 动量 也 就 相同 . 条 件 (90. 1) 也 可 写成 下 列 
形式 

n=7T, Pi =P2; (90.2) 
bp 是 原子 核 相 对 径 向 运动 的 动量 ,下 标 1 和 2 代表 两 个 电子 态 .我 们 就 可 以 这 样 
说 ,跃迁 发 生 时 刻 两 个 原子 核 的 距离 及 其 相对 动量 都 保持 不 变 ( 这 称 为 弗 兰 
克 - 康 登 原理 ). 从 物理 上 讲 , 这 是 由 于 电子 速度 远大 于 核 速度 ,在 “电子 跃迁 期 
间 ” 两 个 原子 核 的 位 置 或 速度 不 会 有 显著 的 改变 . 

不 难 确立 所 考虑 跃迁 的 选择 定 则 . 首先 ,我 们 有 两 个 明显 的 精确 定 则 . 总 角 
动量 J 以 及 谱 项 的 符号 ( 正 或 负 ; 见 $86) 在 唉 迁 中 不 能 改变 ,这 是 因为 总 角 动 
量 的 守恒 以 及 坐标 系 反 演 下 波 函 数 行为 的 不 变 是 任意 (封闭 的 ) 多 粒子 系统 的 
精确 定律 . 

其 次 , 宇 称 相 异 态 之 间 的 禁 戒 跃迁 定 则 (由 相同 原子 组 成 的 分 子 ) 也 是 近乎 
精确 的 . 态 的 宇 称 可 以 由 核 自 旋 和 谱 项 符号 唯一 地 确定 . 谱 项 符号 的 守恒 是 一 个 
精确 的 定律 ,而 核 自 旋 是 近乎 守恒 的 ,因为 它 和 电子 的 作用 非常 弱 . 


(D 或 者 是 势能 变 成 无 穷 大 的 r=0 点 . 

@ 如 果 参 与 跃迁 的 分 子 谱 项 可 由 两 对 不 同 的 原子 态 来 实现 ( 见 § 85 末 ), 亦 即 势能 曲线 在 远 距 离 
处 可 以 分 裂 成 为 两 支 时 ,就 会 出 现 一 种 特殊 情况 . 此 时 的 跃迁 概率 相当 大 . 一 个 例子 见 A. H. Boponun ,了 ， 
E. HgxTXH ,OITHKa H cuekTp. 1968. T.25. C. 803. 
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要 求 势 能 曲线 必须 要 有 一 个 交点 ,这 就 意味 着 两 个 谱 项 必须 具有 不 同 的 对 
称 性 ( 见 8$ 79). 我 们 来 考虑 微 执 论 一 级 近似 下 实现 的 跃迁 ,( 只 能 在 高 次 近似 下 
实现 的 跃迁 , 它 的 概率 比较 小 ). 首先 要 注意 的 是 ,哈密 顿 量 中 导致 此 跃迁 的 项 
正好 就 是 引起 能 级 的 4 双 线 的 项 . 这 些 项 中 首先 有 自 旋 - 轨道 作用 项 . 它们 是 
两 个 轴 矢 量 的 乘积 ,一 个 具有 自 旋 性 质 ( 即 由 电子 自 旋 算 符 组 成 ) , 另 一 个 具有 


坐标 性 质 . 但 要 强调 指出 ,这 两 个 矢量 并 不 是 简单 地 等 于 5 和 工 矢量 . 它们 对 于 
S 和 A 改变 0, +1 的 跃迁 具有 非 零 的 矩阵 元 ,其 中 AS 和 AA 都 等 于 零 ( 同 时 A 
#0) 的 情形 应 该 除去 ,否则 谱 项 的 对 称 性 将 在 跃迁 中 保持 不 变 . 两 个 王 谱 项 闻 
的 嫉 迁 只 有 当 一 个 为 对 * 另 一 个 为 -时 才 是 可 能 的 ,因为 一 个 轴 矢 量 只 对 ?* 
和 站- 之 间 的 跃迁 才 有 非 零 矩阵 元 ( 见 § 87). 


哈密 顿 量 中 对 应 于 分 子 转动 与 轨道 角 动 量 相 互 作用 之 项 是 与 了 ' 工 成 正比 
的 , 它 的 矩阵 元 对 于 A4 = +1 而 自 旋 不 变 的 跃迁 不 和 等于零 (只 有 矢量 的 Y 分 量 
二 具有 A4 =0 的 矩阵 元 ,但 是 L, 对 于 电子 态 是 对 角 的 ). 

除了 以 上 考虑 过 的 那些 项 以 外 ,还 有 来 自 核 动能 算 符 (对 核 坐 标 微 商 的 算 
符 ) 的 微 扰 ,这 个 算 符 不 但 作用 于 核 波 函数 上 而 且 作 用 于 以 7 为 参量 的 电子 波 函 
数 上 . 哈密 顿 量 中 的 这 个 相应 项 与 未 微 扰 哈密 顿 量具 有 同样 的 对 称 性 .因此 它 只 
能 导致 对 称 性 相同 的 电子 谱 项 间 的 跃迁 ,由 于 这 两 个 谱 项 并 不 相交 , 它 的 跃迁 概 
率 小 得 可 以 忽略 . 

现在 来 进行 跃迁 概率 的 具体 计算 .为 确定 起 见 , 我 们 考虑 第 二 类 碰撞 . 根据 
一 般 公 式 (43.1) ,所 求 的 概率 由 下 式 确定 : 
2 | Xm V(r)Xwdr 
其 中 的 yw =ryn(ww 为 原子 核 径 同 运动 波 孔 数 ),V(r) 是 微 扰 能 量 ;我 们 已 把 
(43. 1) 式 中 的 v 取 作 能 量 E 并 且 对 它 进行 了 积分 . 末 态 波 函 数 xw 应 按 能 量 的 6 
汞 数 归 一 化 . 经 过 这 样 的 归 一 化 后 ,(47.5) 中 的 准 经 典 函 数 具 有 下 列 形式 : 


， (90.3) 


Ww 三 





-信人 oo- 
归 一 化 因子 已 按 $21 Et 初 态 波 函数 可 以 写成 下 列 形式 : 
4 全 一 三 | pidr — | (90.5) 


它 是 这 样 归 一 化 的 ,使 得 (90. eo 
都 等 于 1;v, 和 vw, 是 原子 核 相 对 径 向 运动 的 速度 . 当 把 这 些 函 数 代 入 (90.3) 式 
后 , 即 得 量 纲 为 1 的 唉 迁 概率 w. 它 可 以 看 作 原 子 核 两 次 通过 r= 点 的 姥 迁 概 
率 (ro 为 能 级 的 交点 ). 要 记 住 ,(90.5) 的 波 函 数 在 某 种 意义 下 相当 于 两 次 通过 
该 点 ,因为 它 同 时 含有 人 射 行 波 和 反射 行 波 . 
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由 函数 (90.4) 和 (90.5)》 所 构成 的 了 (的 矩阵 元 中 ,被 积 函数 内 含有 余弦 
函数 的 乘积 ,这 个 乘积 可 以 化 成 宗 量 为 原来 宗 量 之 和 及 差 的 两 个 余 弱 函数 之 和 . 
在 谱 项 交点 站 只 有 第 二 个 余弦 函数 是 重要 的 , 故 得 

Y(r)dr|- 
| eos( a prdr- 调 | p2adr r A ， 
离开 交点 时 积分 很 ey 因此 可 把 余弦 函数 的 宗 量 展 为 志 =r-m 的 震级 数 
并 对 上 从 -到 +eo 积 分 (余弦 函数 前 的 缓 变 因 子 此 时 可 用 >=m 处 的 值 来 代 
蔡 ). 考虑 到 交 氮 处 P =p,, 即 得 : 


d 1 d 2 2 
| Par- psdr~ So to ” 
其 中 的 S, 等 于 上 ,点 处 这 两 个 积分 值 之 其 动量 的 微 商 可 通过 力 F= -dU/dr 
表达 出 来 . 对 等 式 站 + U1 = 可 + Usk 为 原子核 折 合 质量 ) 取 微 商 后 可 得 








dp dp 
wb 


因此 





-FF, 
v 6， 


F 
[par- | padr=5o+ 
1 02 


sv 为 vz 入 在 交点 处 的 公共 值 . 利用 以 下 的 熟知 公式 进行 积分 : 
EE cos( Q + 有 BE )dé = oo (ae+ 下 |， 
结果 得 


w = BF (> + 二 |， (90.6) 
Sb/ 是 一 个 很 大 的 量 并 随 能 量 已 很 快 地 变化 .因此 即使 对 一 段 不 大 的 能 量 
间隔 加 以 平均 后 ,余弦 的 平方 就 可 用 它 的 平均 值 来 代替 . 结果 得 下 列 公式 : 
4TT 
Ww iv | F, -FF,| (90. 7) 
(A1. 五. 朗 道 ,1932). 式 右 的 所 有 各 量 均 取 势 能 曲线 交 操 处 的 值 . 
应 用 于 预 离 解 时 ,我 们 感 兴趣 的 是 分 子 在 单位 时 间 内 的 离 解 概率 . 振动 着 的 


原子 核 在 单位 时 间 内 有 2 x 了 -次 通过 r=7o 点 . 因此 所 求 的 预 离 解 概 率 等 于 w 


(通过 两 次 的 概率 ) 乘 以 w/27, 即 等 于 
i (90.8) 
对 于 所 作 的 这 些 计 算 应 作 以 下 说 明 . 谈 到 谱 项 的 相交 时 ,我 们 所 指 的 谱 项 是 
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指 分 子 中 电子 运动 的 “未 微 扰 ”哈密 顿 量 下 的 本 征 值 , 并 没有 把 导致 路 迁 的 六 项 
计算 在 内 . 如 果 在 哈密 顿 量 中 包括 了 了 了 项 , 谱 项 就 不 可 能 相交 ,势能 曲线 要 上 略为 
分 开 , 如 图 31 所 示 . 这 是 在 $ 79 中 我 们 从 略为 不 同 的 观点 得 到 的 结论 . 

设 Un,(r) 和 U(r) 为 算 符 所 的 两 个 本 征 值 (其 中 的 
r 看 作 参 量 ). 在 U(r) 和 U(r) 曲线 交点 r, 的 邻 域内 ， 
我 们 必须 用 $ 79 中 所 示 的 方法 去 求 名 + 广 算 符 的 本 征 
值 U(r) ,结果 得 

U, .(7) = 坏人 U, +tU, +V, +V,)+ 


1 2 
+ (了 - Un + Va) +W,, 
a J 了 1 22 ) 2 图 31 


式 中 各 量 都 是 7 的 函数 ,U(r) 函数 ( 土 式 根 号 前 取 正 号 ) 

相当 于 图 31 中 上 面 一 条 连续 曲线 (1 一 2) ,7.(r) 相 当 于 下 面 一 条 曲线 (2' 一 
1). Vi 和 Vs 矩阵 元 可 以 分 别 归 入 Uj 和 Uj 函数 的 定义 中 ;Vi, 可 简 记 为 V(r), 上 
式 变 成 





U, (7) = 二 人 U, + U,,) + 了 MA Un - Un) +4V, (90.9) 
能 级 间距 为 
AU= MV(Un - Un) +4V. (90. 10) 
由 此 可 见 , 如 果 两 态 间 有 上 暑 迁 (V0) ,能 级 的 相交 就 不 存在 . 曲线 间 的 最 短 距 离 
位 于 >=m 处 ,该 处 的 Uj = Uj , 故 得 
(AU) i, =2|V(r) | (90. 11) 
在 这 点 附近 ,我 们 把 差 值 V,, - Uh 展 为 £=r -r 的 军 级 数 , 令 
Un -Up =U,-U,~é(F,-F,), 
其 中 下 = - (dV/dr),, 则 
AU = MV/(F,-F)E +4V(r). (90. 12) 
(90. 11) 和 (90. 12) 式 是 在 只 考虑 两 个 态 的 情况 下 导出 的 ,这 两 式 的 成 立 要 
求 (AD), 必 须 小 于 其 它 谱 项 的 间距 . (90. 7) 式 作为 牙 迁 概率 必须 满足 后 面 更 
为 严格 的 条 件 (90. 19). 如 果 后 一 条 件 并 不 满足 , 仍 容许 只 考虑 两 个 态 ,但 不 能 
用 通常 微 扰 论 计算 跃迁 概率 ,这 种 情形 下 需要 更 一 般 的 处 理 . 
如 果 我 们 只 考 碟 交点 的 邻 区 并 把 核 运 动作 准 经 典 处 理 , 那 么 系统 哈密 顿 量 
中 的 核 速 度 算 符 可 用 常数 "代替 ,坐标 > 可 以 作为 时 间 的 函数 满足 经 典 方程 dr/ 
di =, 亦 即 上 =r-m =wvt, 计 算 跃 迁 概率 的 问题 就 化 成 求解 电子 波 函 数 所 满足 的 
波动 方程 , 它 的 哈密 顿 量 显 含 时 间 i: 
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访 -本 多 = [总 (2) + 了 2) 1] (90. 13) 
令 几 和 内 为 对 应 于 曲线 a 和 中 的 电子 态 的 波 函 数 . 它们 是 下 式 之 解 
(H, + Dy., = ot) ,ss 
式 中 上 是 一 个 参量 . 把 (90. 13 ) 之 解 取 作 下 列 形式 ， 
VV=a(t)y, to(t) vy,. (90.14) 
如 果 方 程 按 i 一 - wm 时 a =1,6 =0 的 边界 条 件 求解 , 则 |5(% ) 上 给 出 分 子 
进入 内 态 的 概率 ,代表 原子 核 通 过 r = m 点 时 从 曲线 a 到 曲线 b 的 跃迁 . 同 理 ， 
la(wm) 上 =1 -|6b(% ) 上 为 分 子 仍 留 于 曲线 a 的 概率 . 两 次 通过 rm 点 (两 核 先 接 
. 近 再 分 开 ) 的 过 程 中 从 曲线 c 到 曲线 5 的 跃迁 可 以 有 两 种 方式 :a 一 6b 一 b( 接 近 时 
有 1 一 1 跃迁, 分开 时 分 子 留 在 12 曲线 上 ) ,或 者 a-*+a 一 b( 接 近 时 1 一 2', 分 开 
时 2' 一 2) ,因此 所 求 的 跃迁 概率 为 
w=2|b(%)| [1-|b(%)|1], (90. 15 ) 
式 中 引用 了 这 样 的 事实 , 即 通 过 r= 点 的 跃迁 概率 当然 和 运动 方向 无 关 ， 
bo ) 的 值 可 以 用 $53 中 描述 的 方法 求 出 ,不 必 直 接应 用 (90. 13) 式 .为 
此 ,我们 注意 到 UV.(:s) 和 U,(i) 曲线 相交 于 下 列 虚 点 : 


{+) _ 四 2| 了 2 
to = :iT 土 170 ， (90.16) 


对 很 大 的 负 : 值 ,(90.14) 中 的 系数 a(t) 具 有 下 列 “ 对 时 间 为 准 经 典 ” 的 形式 : 
a(t) = oxp| -=[ U,(t) dl. 


在 : 复 平 面 上 ,我 们 从 左 实 轴 出 发 沿 着 “ 准 经 典 ” 条 件 总 能 满足 的 回 线 到 达 右 实 
轴 , 由 于 UV。< U,, 所 取 回 线 一 定 在 上 半 平 面 内 绕 过 ”点 (参考 §53). a(1) 函数 
就 变 成 b(t) ,而 


lb(w)|? = ep{ Fm [fv +{ va]] = 


局 exp{ 一 SImf ”Ard] 
ti 可 取 实 轴 上 和 任 一 点 ,例如 i =0, 按 (90. 12) ,我 们 有 
AU = (FF,-F) vt +4V, (90.17) 
作 替 换 上 =ir 后 所 求 积 分 变 成 


(DD 853 中 ,我 们 假定 了 过 程 是 完全 绝热 的 ,因此 求 得 的 概率 是 指数 式 小 量 , 但 在 目前 情形 下 , 当 两 
核 就 在 nm 点 的 邻 域内 ,它们 的 速度 "如 果 不 足 够 小 的 话 ,这 个 条 件 可 能 被 破坏 . 可 是 ,根据 $52 和 8§53 中 
的 分 析 可 以 清楚 地 看 到 ,对 该 法 本 身 的 可 用 性 而 言 ,只 有 下 列 两 点 是 重要 的 , 即 当 | :| 大 时 的 绝热 性 以 及 
只 限于 两 个 能 级 ， 
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i[ A (FF) vrdr=i 
由 此 我 们 得 到 跃迁 概率 的 下 列 最 终 表 式 ， 


» -20p ( -FT) [1 -op( -FT)] (90.18) 
(C. Zener,1932). 我 们 可 以 看 出 ,在 两 种 极限 情形 下 跃迁 概率 都 变 得 很 小 . 当 
六 >> jw1F, -了 1 时 , 它 是 一 个 指数 式 小 量 ( 绝 热情 形 ) ; 当 
V<<fvlF, -Fl|, (90. 19) 
时 (90. 18 ) 变 成 (90.7) 式 . 由 (90. 17) 式 知 ,r ~ jyYlZCIP - Fi1v) 是 原子 核 通过 
交点 的 “通过 时 间 ” 相 应 的 频率 为 wm, ~ 1/7, 以 上 两 种 极限 情形 能 否 达 到 ,由 jw， 
和 该 问题 中 的 特征 能 量 | 之 间 的 关系 来 确定 . 
最 后 ,我 们 来 考虑 一 个 类 似 于 预 离 解 的 现象 , 称 为 双 原 子 分 子 光谱 中 的 微 
扰 . 如 果 有 两 个 离散 的 分 子 能 级 EE, 和 已 ,对 应 于 两 个 相交 的 电子 谱 项 ,彼此 靠 得 
很 近 , 那 么 这 两 个 电子 态 之 间 的 跃迁 可 能 性 会 引起 能 级 的 位 移 . 根据 微 扰 论 的 一 
般 公 式 (79.4) ,位 移 能 级 的 表 式 为 


ts (=) + | 人， (90. 20) 
式 中 的 Vw 是 分 子 态 1 和 2 之 间 跃 迁 的 微 扰 算 阵 元 ;矩阵 元 iv 和 7 显然 已 包 
括 在 EB 和 ,内 . 由 上 式 可 知 ,这 两 个 能 级 背 向 移动 而 分 开 ( 高 能 级 上 升 另 一 能 级 
下 降 ). 差 值 1E, - E,1 僵 小 位 移 量 则 愈 大 ， 

矩阵 元 Van 的 计算 方法 是 和 确定 第 二 类 磁 挤 的 概率 所 用 的 方法 相同 . 唯一 
的 差别 是 ,现在 的 波 函 数 xwm 和 xm 都 属于 离散 谱 ,因此 都 必须 归 一 化 为 1. 根据 
(48. 3 ) 式 我 们 有 


nV 
v|F, bh, | 


对 Xm 有 类 似 的 式 子 . 与 (90. 3) 到 (90. 5) 诸 式 比较 后 可 知 ,目前 考虑 的 矩阵 元 
Visw 与 两 次 通过 交点 时 的 那个 跃迁 概率 w 之 间 具 有 下 列 关 系 : 


#0w, fiw 
|| =w 3— 7 (90.21) 
习 题 


1. 试 求 第 二 类 碰撞 的 总 截面 并 把 它 表 为 相 碰 原子 动能 无 的 函数 ,跃迁 是 由 
自 旋 轨道 作用 引起 的 ( 朗 道 ,1932). 

解 : 者 虑 到 核 运动 的 准 经 典 性 ,可 引入 碰撞 参量 p 的 概念 (p 即 不 考虑 原子 
核 的 相互 作用 时 入 射 原子 核 的 偏 射 距离 ) ,并 把 有 效 截 面 dg 定义 为 “ 靶 面 积 ” 
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2mrpdp 与 每 次 碰撞 时 的 跃迁 概率 w(p) 的 乘积 (参考 《力学 》, $18). 对 p 积分 后 
即 得 总 截面 or， 

对 于 自 旋 -轨道 作用 ,矩阵 元 了 (Cr) 与 相 碰 原 子 的 角 动 量 有 无关. 我 们 把 曲 
线 交 点 r=ri 处 的 速度 写成 下 列 形式 ; 


2 MM 2 E 
(Ev ) 四 (so) 
其 中 的 U 是 U 和 UU, 在 交点 处 的 公共 值 ,是 两 原子 的 折合 质量 , 角 动 量 M= 
LPV。 ,Vs 是 两 原子 相距 无 穷 远 时 的 相对 速度 . 选择 能 量 的 零点 ,使 得 初 态 中 原子 
的 相互 作用 能 量 在 无 穷 远 处 等 于 零 , 此 时 及 =jwvi /2. 代入 (90.7) 式 得 : 


2 172 
do =2Tpdpw = ST ER 


人 Eo 
对 dp 的 积分 应 从 零 开 始 到 如 度 v 等 于 零 时 的 p 值 为 止 . 结果 得 : 
4 Vm Vn VE-U 
i|F, -FF, | E 
2. 同上 题 , 但 跃迁 是 由 分 子 转动 与 轨道 角 动 量 间 的 相互 作用 引起 的 ( 朗 道 ， 
1932 ) . 
解 ; 乱 阵 元 V 旦 V(r) =MD/ur "的 形式 ,其 中 的 D(r) 是 电子 轨道 角 动 量 的 矩 
阵 元 . 应 用 和 题 1 相同 的 方法 ,得 : 
_ 16V2m"D’ (E - U)’” 
3HVR|F, -PF, | E 
3. 当 能 量 E 接近 于 交点 处 的 势能 值 U0) 时 , 求 跃迁 概 幸 . 
解 : 当 碧 -UV 值 很 小 时 ,(90.7) 式 不 能 适用 ,由 于 交点 附近 的 核 速 度 v 不 能 
看 作 常 数 , 因 此 不 能 像 推导 (90.7) 式 那样 把 它 拿 出 积分 号 外 . 
交点 附近 的 Uj, ,Up 曲线 可 改 成 两 条 直线 : 
Un=U,-Fné, Up=U,-Fné, €=r-ro 
这 个 区 域内 的 波 了 另 数 Xm 和 xX 就 是 均匀 场 中 一 维 运动 的 波 函 数 ($24). 为 计算 
方便 ,我 们 采用 动量 表象 中 的 波 函 数 , 按 能 量 的 8 函数 妇 一 化 后 的 波 函 数 具 有 下 
列 形式 ( 见 § 24 例题 ): 
1 i 
C2 Wt | 


乘 以 V2m 堪 后 ,可 得 按 入 射 波 和 反射 波 的 单位 流 密 度 归 一 化 的 波 函 数 : 








Cr 


Ci -十 -[(5-U)p- 作 |] ? 


所 [F, | 
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积分 时 , 微 扰 能 ( 纸 阵 元 ) 史 又 有 可 能 拿 到 积分 号 外 ,并 用 它 在 交点 处 的 值 来 
代替 : 


2 


多 


2 咎 妈 
2W = 到 中 ae dp 





结果 得 : ; 
4mV (2) pp py (1 _ ly 
RP pp | (2 v0) (入 (元 元 | |， 


式 中 的 (EE) 是 艾 里 加 数 ( 见 数 学 附录 $68). 当 忆 -UV 很 大 时 上 式 变 
成 (90. 7 ) 式 . 

4. 试 求 一 个 复原 子 和 一 个 氮 离 子 ( 质 子 ) 远 而 慢 的 碰撞 ( 即 相对 迷 度 v<< 
1) 中 的 电荷 交换 概率 (O. 6. Dupcos,1951). 中 

解 :我们 把 H+ 互 系统 看 作 一 个 电离 所 分 子 ( 见 881 题 ), 电 荷 交 换 是 由 于 
电子 从 核 1 处 的 由 | 态 过 渡 到 核 2 附近 的 多 态 . 即便 原子 核 是 静止 的 ,这 些 态 都 
不 是 定 态 . 定 态 为 
1 
A -万 
它们 的 能 量 U,,(R) 是 核 距离 四 的 削 数 . 当 核 作 给 定 的 慢 运动 (看 作 经 典 运动 ) 
时 ,这 些 能 量 是 时 间 的 缓 变 函数 , 波 函 数 对 时 间 的 依赖 关系 由 “对 时 间 的 准 经 
典 因子 给 出 (对 照 8$53): 


(ww, 土 销 z) ， 


exp( 让 (6 dj 
:一 一 o 时 等 于 由 的 那个 登 加 态 为 
v=- 二 [veer ( -if wd] +werp( -if Ud)], 


ty% 时 ,上 式 呈 ci + 6 由 线性 组 合 形式 ,电荷 交换 概率 为 w = |c,| .简单 计算 
后 得 
w = Sin’”, 17= 半 | (U, - 忆 ) dt 
在 碰撞 矢量 p 很 大 (同时 速度 ! 够 慢 ) 的 碰撞 中 , 核 运 动 可 以 假定 在 尺 = 


Vp” +9 在 的 一 条 直线 上 ,R >>1 时 的 差 值 U,-U 已 由 $81 例题 中 (4) 式 给 出 . 
此 时 


2 -R-l1 


人 
2 Jp VR 一 0 


R, 


QD 本题 用 原子 单位 
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p >>1 时 ,这 个 积分 中 忆 值 的 重要 区 域 位 于 积分 下 限 附近 . 令 尺 =p(1 +x) ,我 
们 得 


bed -A 1 
9~2x2pre-"| 二 me 
0 x ev 


第 十 二 章 
对 称 性 理论 


$91 对 称 变换 


多 原子 分 子 中 的 谱 项 分 类 和 双 原 子 分 子 中 一 样 ,与 其 对 称 性 密切 相关 . 因 
此 ,我 们 先 来 考察 一 下 一 个 分 子 所 能 具有 的 各 种 对 称 型 式 . 

一 个 物体 的 对 称 性 ,是 由 使 该 物体 保持 不 变 的 所 有 的 变换 确定 的 ,这样 的 变 
换 称 为 对 称 变换 . 每 一 个 可 能 的 对 称 变换 ,可 以 表 成 三 种 基本 变换 中 的 一 种 或 一 
种 以 上 的 组 合 . 这 三 种 本 质 不 同 的 变换 型 式 是 :物体 绕 某 轴 转 过 某 一 给 定 角 的 旋 
转 ,对 某 一 平面 的 反射 ,以 及 把 物体 移动 某 一 距离 的 平移 . 其 中 最 后 一 种 显然 只 
能 适用 于 无 限 介 质 ( 唱 格 ) ,一 个 有 限 大 小 的 物体 (特别 是 一 个 分 子 ) 只 能 对 旋转 
和 反射 具有 对 称 性 . 

如 果 物 体 绕 某 轴 转 过 2mvnm 角 后 不 变 , 该 轴 就 称 为 n 阶 对 称 轴 ,n 可 取 任 一 
整数 值 :n =2,3,….n =1 相当 于 转 过 2m 角 , 也 就 是 零度 , 它 相 当 于 一 个 恒 等 变 
换 ,我 们 用 记号 C, 代 表 绕 某 一 给 定 轴 转 过 2m/n 角 的 操作 . 把 这 个 操作 重复 进行 
两 次 ,三 次 ,… ,我 们 得 到 转 过 2(2mw/n) ,3(2w/n) ,… 角 ,它们 也 能 使 物体 保持 不 
变 ,这 些 旋 转 可 以 记 作 C. ,C, ,… ,如 果 p 能 除 尽 n, 显 然 有 

人 (91.1) 

特别 是 旋转 二 次 以 后 ,我 们 又 回 到 原 位 , 即 实行 一 次 恒 等 变换 ,后 者 习惯 上 记 作 
已 ,我 们 可 写成 

Cb; (91.2) 

如 果 物 体 对 某 一 平面 反射 后 与 原先 重合 ,这 个 平面 就 称 为 对 称 平面 ,我 们 用 
记号 og 代表 对 平面 的 反射 操作 ,对 同一 平面 的 两 次 反射 显然 等 于 一 个 恒 等 
变换 : 

oo’ =E. (91.3) 

这 两 个 变换 (旋转 和 反射 ) 的 同时 运用 给 出 所 谓 旋转 - 反射 轴 , 具 有 一 个 mn 
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阶 旋转 -反射 轴 的 物体 , 先 绕 该 轴 转 过 25/n 角 再 对 垂直 于 该 轴 的 一 个 平面 反 
射 一 次 (图 32) 后 与 原先 重合 ,很 易 看 出 , 仅 当 n 为 偶数 时 它 才 是 一 种 新 的 对 称 
型 式 . 因为 如 果 ”是 奇数 ,把 旋转 - 反射 变换 重 
复 n 次 ,就 等 价 于 对 该 轴 垂 直 平 面 的 一 次 反射 
(因为 旋转 角 为 2r 角 , 对 同一 平面 的 奇数 次 反 
射 等 于 一 次 反射 ). 再 把 这 个 变换 重复 ” 次, 结 
果 就 把 这 个 旋转 -反射 轴 化 成 一 个 n 阶 对 称 轴 
和 重 直 于 该 轴 的 一 个 独立 对 称 平面 .但 如 4 是 偶 
数 ,旋转 - 反射 变换 重复 n 次 就 使 物体 回复 
原 位 . 

我 们 用 记号 ,代表 旋转 - 反射 变换 . 用 o， 
代表 对 垂直 于 所 给 轴 的 一 个 平面 进行 的 反射 , 按 
定义 可 写成 





9 =C.0, =0,C,, (91.4) 
其 中 C. 和 的 操作 次 序 显然 对 结果 无 影响 . 

二 阶 旋转 - 反射 轴 是 一 个 重要 的 特例 ,很 易 看 出 , 转 过 7 角 后 再 对 垂直 于 
转轴 的 平面 反射 一 次 就 是 一 个 反 演变 换 , 此 时 物体 上 的 一 个 P 点 变换 到 PO 延 
线 上 的 已 点 ,并 且 OP 等 于 0P' ,0 点 为 转轴 和 平面 的 交点 . 具有 这 种 变换 对 称 
性 的 物体 , 称 为 具有 对 称 中 心 的 物体 . 我们 用 记号 了 代表 反 演 操作 , 故 有 

I=S, = C,0,. (91.5) 
显然 还 有 Io = C: ,1C, = o,, 换 句 话说 ,一 个 两 阶 轴 、 一 个 垂直 于 该 轴 的 对 称 平 
面 以 及 它们 交点 处 的 一 个 对 称 中 心 三 者 是 相互 依赖 的 :只 要 存在 其 中 的 任意 两 
个 ,第 三 个 也 就 自动 出 现 . 

现在 来 指出 旋转 和 反射 的 若干 纯 几何 学 性 质 ,这 些 性 质 有 助 于 对 物体 对 称 
性 的 研究 . 

转轴 交 于 某 点 的 两 个 旋转 的 乘积 ,等 价 于 绕 第 三 轴 的 一 个 旋转 ,此 轴 也 通过 
该 交点 . 对 两 个 相交 平面 的 两 次 反射 等 价 于 一 个 旋转 ,其 转轴 显然 就 是 这 两 个 平 
面 的 交 线 ,其 转角 很 易 用 简单 的 几何 作 图 法 求 出 , 它 等 于 两 平面 夹 角 的 两 倍 . 如 
果 用 C(p) 代 表 转 角 为 p 的 绕 轴 旋转 ,用 记号 o, 和 o', 代 表 D 对 通过 该 轴 的 两 个 
平面 进行 的 反射 ,以 上 的 说 法 即 可 写成 : 

0,0",=C(29), (91.6) 
式 中 的 p 是 两 平面 的 夹 角 . 必须 注意 的 是 ,上 式 中 两 个 反射 的 乘积 次 序 并 不 是 


(D 通常 用 下 标 v 代 表 对 通过 某 一 给 定 轴 的 一 个 平面 (“ 竖 直 " 面 ) 所 进行 的 反射 ,用 下 标 h 代表 对 垂 
直 于 该 轴 的 一 个 平面 ("水 平 " 面 ) 所 进行 的 反射 . 
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无 所 谓 的 :o,o' 变 换 给 出 的 旋转 方向 是 从 o' 面 到 c, 面 ,乘积 次 序 对 调 后 给 出 的 
旋转 具有 相反 的 方向 . 对 (91. 6) 式 左 乘 o, 后 得 
0o, =0,C(29). (91.7) 

换 甸 话说 ,旋转 操作 后 再 对 通过 转轴 的 一 个 平面 反射 一 次 ,等 价 于 对 另 一 平面 的 
反射 ,并 且 这 个 反射 面 和 前 一 平面 的 夹 角 等 于 转角 的 一 半 . 由 此 可 知 ,一 个 两 阶 
对 称 轴 和 通过 该 轴 的 两 个 正 交 对 称 面 是 彼此 相关 的 :只 要 存在 其 中 的 两 个 ,第 三 
个 也 一 定 存 在 . 

现在 来 指出 ,转角 为 5 转轴 (图 33 中 的 Oa 和 085) 相交 成 角 9p 的 两 个 旋转 ， 
它们 的 乘积 等 价 于 转角 为 2p 转轴 垂直 于 前 两 轴 ( 图 33 中 的 PP') 的 一 个 旋转 ， 
变换 的 结果 仍 等 于 一 个 旋转 是 很 明显 的 ;经 过 第 一 
个 旋转 ( 绕 0a 轴 ) 后 P 点 变 到 已 点 ,再 经 第 二 个 旋 
转 ( 绕 0b 轴 ) 后 它 又 回 到 原 位 . 这 就 意味 着 ,PP' 直 
线 保持 不 动 ,因而 是 一 个 转轴 . 为 了 求 出 转角 ,只 要 
注意 到 0a 轴 在 第 一 旋转 中 保持 不 动 ,而 经 第 二 旋 
转 后 它 变 到 0a' 位 置 , 0a' 和 O06 的 夹 角 为 2p. 用 同 
样 的 方法 还 可 证 明 , 以 上 两 个 变换 的 操作 次 序 对 调 
后 所 得 的 旋转 具有 相反 的 方向 ， 图 33 

一 般 讲 来 两 个 逐次 变换 的 结果 和 它们 的 操作 
次 序 有 关 ,但 对 某 些 情形 也 可 和 操作 次 序 无 关 : 这 时 我 们 说 两 个 变换 是 对 易 的 . 
以 下 几 种 情形 就 是 可 对 易 的 变换 ， 

(1) 绕 同一 轴 的 两 个 旋转 ; 

(2) 对 正 交 平 面 的 两 个 反射 (等 价 于 绕 其 交 线 旋转 站 角 ); 

(3) 转角 为 5 转轴 彼此 正 交 的 两 个 旋转 (等 价 于 绕 第 三 个 正 交 轴 旋 转 ~ 
角 ); 

(4) 一 次 旋转 以 及 对 垂直 于 转轴 的 平面 所 作 的 一 次 反射 ; 

(5) 任 一 旋转 (或 反射 ) 以 及 对 转轴 上 (或 反射 平面 上 ) 一 个 点 所 作 的 一 次 
反 演 . 这 是 根据 (1) 和 (4) 得 到 的 ， 
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一 个 给 定 物体 的 所 有 对 称 变换 的 集合 , 称 为 该 物体 的 对 称 变 换 群 (或 者 简 
称 为 对 称 群 ). 以 上 所 讲 的 变换 都 是 指 物体 的 几何 变换 . 但 在 量子 力学 的 应 用 
中 ,最 好 把 这 些 对 称 变换 看 作 是 使 该 系统 的 哈密 顿 量 保持 不 变 的 各 种 坐标 变换 . 
很 明显 ,如果 一 个 系统 经 过 某 一 旋转 或 反射 后 保持 不 变 ,那么 它 所 对 应 的 坐标 变 
换 也 不 会 改变 该 系统 的 薛 定 雇 方程 . 因此 我 们 所 讲 的 变换 群 将 是 这 样 的 , 它 使 所 
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给 的 莅 定 汕 方程 保持 不 变 几 . 

对 称 群 的 研究 最 好 是 利用 群 论 这 一 数学 工具 , 它 的 要 点 将 在 下 面 加 以 说 明 . 
我 们 先 研究 含有 限 多 个 变换 的 那 种 群 ( 称 为 有 限 群 ). 组 成 该 群 的 每 一 个 变换 称 
为 该 群 的 一 个 群 元 . 

对 称 群 具有 以 下 几 点 重要 性 质 . 所 有 的 群 都 含有 一 个 恒 等 变换 E( 称 为 该 群 
的 单位 元 ) .一 个 群 中 的 元 可 以 彼此 “ 相 乘 ” ,两 个 (或 两 个 以 上 ) 变 换 的 乘积 是 指 
这 些 变换 相继 施行 后 所 得 的 最 终结 果 . 显然 ,一 个 群 中 任意 两 元 的 匀 积 仍 为 该 群 
中 的 一 个 元 . 对 于 群 元 的 乘法 ,结合 律 成 立 :(4B)C =4(BC) ,其 中 的 4,B,C 是 
同一 群 中 的 二 个 元 . 但 是 乘法 对 易 律 不 一 定 成 立 : 一 般 讲 来 ,4B 关 Bh. 对 群 中 的 
每 一 元 4, 在 同一 群 中 还 存在 着 它 的 “ 逆 " 元 4- ( 逆 变 换 ) ,满足 44” =E, 在 某 
些 情 形 下 ,一 个 元 有 可 能 等 于 它 的 逆 元 ,特别 是 EE = 五 互 逆 元 4 和 4- 显然 是 
对 易 的 . 

两 元 乘积 48 的 逆 元 为 

(45)- =B A-. 

更 多 个 元 的 连 乘积 也 有 类 似 的 式 子 , 应 用 乘法 结合 律 进 行 相 乘 后 ,很 易 证 明 这 

如 果 所 有 的 群 元 全 都 对 易 ,这 样 的 群 称 为 阿 贝尔 群 . 阿 贝尔 群 的 一 个 特例 就 
是 循环 群 . 循环 群 是 指 这 样 的 群 , 它 的 所 有 元 可 以 表 为 一 个 群 元 的 各 个 逐次 乘 
戎 ,也 就 是 由 下 列 诸 元 组 成 的 群 ， 


n 是 某 一 整数 . 
设 G 为 某 一 群 久 , 如 果 可 以 从 中 取出 一 组 元 吾 , 使 得 及 本 身 也 构成 一 个 群 ， 
那么 群 H 就 称 为 群 G 的 一 个 子 群 . 同一 个 群 可 以 出 现在 群 G 的 不 同 子 群 中 . 
取出 群 中 的 任 一 元 4 进行 逐次 自 乘 后 ,最 后 可 以 得 到 单位 元 (因为 该 群 的 
元 总 数 是 有 限 的 ). 如 果 n 是 满足 4" =E 的 最 小 整数 , 则 n 称 为 元 4 的 阶 ,同时 
群 元 的 集合 4,4 ,… ,4" = 五 称 为 4 的 周期 . 这 个 周期 记 作 {4}, 它 本 身 是 一 个 


3 采用 这 种 观点 后 不 但 能 包括 此 处 所 讲 的 各 种 旋转 和 反射 群 ,而 且 还 能 包括 保持 其 定语 方程 不 变 

的 其 它 变换 型 式 . 其 中 包括 所 考虑 系统 (分 子 或 原子 ) 中 同类 粒子 间 的 坐标 对 换 . 一 个 给 定 系统 中 同类 粒 

子 间 所 有 可 能 的 各 种 对 换 的 集合 , 称 为 该 系统 的 置换 群 (我 们 已 经 在 863 中 磁 到 过 ). 以 下 所 讲 的 群 的 一 
般 性 质 对 置换 群 讲 来 也 是 适用 的 ,但 是 我 们 不 准备 在 这 里 详 述 此 群 ， 

关于 本 章 所 用 的 记号 问题 , 需 作 下 列 说 明 . 对 称 变换 实质 上 都 是 算 符 , 它 和 金 书 所 讲 的 算 符 是 一 样 

的 ,因此 照例 要 在 它 的 字母 上 加 一 个 “入 ”号 , 我 们 并 没有 加 上 这 种 记号 ,是 由 于 省 略 后 不 会 在 本 章 中 引起 

误会 ,同时 和 习 用 的 记 法 相 一 致 . 根据 同一 理由 ,我 们 以 习 用 符号 代表 恒 等 变 换 , 而 不 用 其 它 各 章 中 所 

用 的 符号 1. 最 后 , 反 演算 符 在 本 章 中 记 作 了 ,而 不 用 $30 中 的 P 了 ,尽管 后 者 在 量 于 力学 新 近 文 献 中 是 常用 

的 ， 

@ 我 们 用 黑 斜 体 拉丁 字母 代表 群 . 
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群 , 也 就 是 原 群 的 一 个 子 群 并 且 是 一 个 循环 子 群 . 

要 判断 所 给 的 一 个 群 元 集合 是 不 是 一 个 子 群 ,只 要 看 一 下 该 集合 中 任意 两 
个 元 相 乘 后 是 不 是 仍 为 该 集合 中 的 一 个 元 就 可 以 了 . 事实 上 ,如 果 该 集合 是 一 个 
子 群 ,集合 中 每 一 个 元 4 和 它们 的 所 有 自 乘 寡 包 括 4 (n 是 这 个 元 的 阶 ) 在 内 
都 应 属于 该 集合 ,其 中 的 4 就 是 4 的 道 元 (因为 4 ”4=4"= 巨 ); 单 位 元 显然 
也 在 该 集合 中 . 

群 的 元 的 总 数 称 为 该 群 的 阶 . 很 易 证 明 , 子 群 的 阶 是 整 群 的 阶 的 一 个 整 因 
子 . 为 此 ,我们 来 考虑 群 G 的 一 个 子 群 豆 , 并 令 C, 为 群 G 中 不 属于 H 的 某 一 元 . 
用 C, 乘 (假定 为 右 乘 ) 豆 中 的 所 有 元 ,我 们 得 到 一 组 元 ( 称 为 右 陪 集 ) 记 作 HG.. 
这 个 陪 集中 的 所 有 元 显然 都 属于 群 G. 但 是 没有 一 个 元 属于 吾 , 因 为 如 果 对 五 
中 的 任意 两 个 元 H. 和 HH, 有 HG, =H, 就 有 G, = 五 也 ,这 就 是 说 ,G, 也 将 属于 
子 群 五 ,这 是 和 假设 矛盾 的 . 同 理 可 以 证 明 , 如 果 G6, 是 G 中 不 属于 HH 和 HG, 的 
一 个 元 则 陪 集 HG6, 中 的 所 有 元 不 能 属于 H 和 HG,. 继续 施行 这 种 手续 ,最 后 可 
把 有 限 群 G 中 的 所 有 元 全 部 分 尽 . 所 有 的 元 被 分 成 以 下 诸 陪 集 (G 中 五 的 各 个 
陪 集 ) : 

H,HG,,HG,,.…,HG,, 

每 一 个 陪 集 含有 个 元 ,h 是 子 群 H 的 阶 . 由 此 可 见 , 群 G 的 阶 g 为 g =hm, 定 
理 得 证 . 整数 m = g/h 称 为 群 G 中 子 群 8H 的 指数 . 

如 果 群 的 阶 数 是 一 个 素数 ,根据 上 述 定理 立 刻 可 知 这 样 的 群 不 存在 任何 子 
群 (除非 是 五 或 该 群 本 身 ). 这 个 定理 的 道 命 题 也 是 成 立 的 :凡是 不 存在 子 群 的 
一 个 群 一 定 是 素数 阶 并 且 一 定 是 一 个 循环 群 (否则 元 素 的 周期 将 是 它 的 子 群 ). 

现在 来 引进 共 思 元 这 一 重要 概念 . 两 个 元 4 和 B 称 为 相互 共 罗 的 ,如 果 

A=CBC,， 

式 中 的 C 也 是 该 群 中 的 一 个 元 . 上 式 右 乘 C 并 左 乘 C” 后 即 得 逆 式 B=C 4C. 
共 思 元 的 一 个 重要 特性 是 ,如 果 4 共 绒 于 B 以 及 B 共 力 于 C, 就 有 4 共 思 
于 C, 因 从 B=P ”AP 和 C=0Q0 BQ(P 和 0Q 都 是 该 群 的 元 ) 出 发 ,可 得 C = 
(PQ) -4(PO). 由 于 这 一 点 ,我 们 可 以 讲 到 由 群 中 的 相互 共 罗 元 素 所 组 成 的 一 
个 集合 ,这 样 的 集合 称 为 该 群 的 一 个 共 堪 元 类 (或 简称 类 ). 每 一 个 类 完全 由 该 
类 中 的 任 一 个 元 素 4 所 确定 :给 出 4 后 即 可 作 乘 积 C4C ,并 令 6 依次 地 等 于 
该 群 中 的 各 个 元 , 即 可 得 出 4 的 整个 共 斩 素 类 (当然 ,这 个 办 法 可 能 使 该 类 中 的 
每 个 元 得 出 好 几 遍 ). 因此 我 们 可 以 把 整个 群 分 成 若干 个 类 ,每 一 个 群 元 显然 只 
能 属于 其 中 的 一 个 类 . 群 的 单位 元 本 身 自 成 一 类 ,因为 对 于 该 群 中 的 所 有 元 ,都 
有 GEG” =E. 如 果 是 一 个 阿 贝尔 群 ,每 一 元 都 自 成 一 类 ,因为 按 定义 ,所 有 的 群 
元 彼此 对 易 ,每 一 个 元 只 能 和 自己 共 恩 从 而 自 成 一 类 . 要 强调 的 是 , 群 的 类 ( 除 
了 这 个 类 ) 根 本 不 是 该 群 的 子 群 , 从 它 不 含 单位 元 这 一 点 就 可 以 看 出 来 . 
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同一 类 中 的 所 有 元 具有 相同 的 阶 . 实际 上 ,如 果 是 4 元 的 阶 (因而 有 4" = 
EE) ,那么 对 它 的 共 堪 元 B=C4C"! 就 有 (C4C 1)"=CAC-!=E. 

设 五 为 群 G 的 一 个 子 群 ,G, 为 G 中 不 属于 五 的 一 个 元 . 很 易 证 明 ,G,HGv' 
这 一 组 元 具有 群 的 一 切 特性 ,因而 也 是 G 的 一 个 子 群 . H 和 G,HG;' 这 两 个 子 群 
称 为 是 共 郝 的 :一 个 子 群 中 的 每 个 元 和 另 一 子 群 中 的 一 个 元 相 共 轿 . 采取 各 种 不 
同 的 C, ,我 们 得 到 一 系列 共 绒 的 子 群 ,其 中 可 能 有 一 部 分 是 彼此 重合 的 . 也 可 能 
发 生 这 样 的 情形 , 凡 和 五 苍 的 子 群 都 和 五 重合 . 这 种 情形 下 的 五 称 为 群 G 的 
一 个 正规 子 群 或 不 变 子 群 . 例如 阿 贝 尔 群 的 每 个 子 群 显然 都 是 它 的 正规 子 群 . 

我 们 来 考虑 一 个 具有 n 个 元 4,4',4”",… 的 群 和 A, 还 有 一 个 具有 m 个 元 8， 
B',B",… 的 群 B, 并 且 假 定 4 的 所 有 元 (除了 单位 元 E 外 ) 都 不 同 于 B 的 元 但 和 
B 的 元 相对 易 . 如 果 把 群 4 的 每 个 元 和 群 B 的 每 个 元 相 乘 起 来 ,可 以 得 到 nm 个 
元 ,它们 也 组 成 一 个 群 , 实际 上 ,其 中 的 任意 两 个 元 相 习 后 4B . 4'B' =A4’. BB' 
=4"B" 仍 为 其 中 的 一 个 元 . 所 得 的 nm 阶 群 记 作 4@B, 并 称 为 群 A4 和 B 的 直 积 . 

最 后 来 介绍 群 的 同 构 概念 . 两 个 同 阶 的 群 A 和 B, 如 果 在 双方 的 元 间 可 以 建 
立 起 某 种 一 一 对 应 关系 ,使 得 元 4 对 应 于 元 B 以 及 元 4' 对 应 于 元 B' 时 ,就 有 元 
4"=44' 对 应 于 元 8” = B8', 则 这 两 个 群 就 称 为 同 构 的 . 这 样 的 两 个 群 从 抽象 观 
点 看 来 显然 具有 相同 的 性 质 ,尽管 它们 的 元 具有 不 同 的 实际 含义 . 
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有 限 大 物体 (例如 一 个 分 子 ) 的 对 称 群 必须 是 这 样 的 ,该 物体 上 至 少 要 有 一 
个 点 对 群 中 的 任 一 变换 都 保持 不 变 . 换 铝 话说 ,一 个 分 子 的 所 有 对 称 轴 和 所 有 对 
称 平面 至 少 要 有 一 个 公共 交点 . 实际 上 , 绕 两 个 不 相交 轴 的 逐次 旋转 或 者 对 两 个 
不 相交 平面 的 逐次 反射 都 能 使 物体 发 生 位移 ,从 而 不 能 使 该 物体 与 原先 重合 . 具 
有 以 上 性 质 的 对 称 群 就 称 为 点 群 . 

在 构造 点 群 的 各 种 可 能 类 型 之 前 ,我 们 先 介绍 一 个 简单 的 几何 手续 ,以 便 对 
一 个 群 的 诸 元 进行 分 类 . 设 0a 为 某 一 轴线 ,4 为 绕 该 轴 旋 转 某 个 定 角 的 一 个 群 
元 . 并 设 C 为 同一 群 中 的 一 个 变换 (旋转 或 反射 ) , 它 把 0a 轴 变 到 008 位 置 . 现在 
来 证 明 B = C4C ”元 相当 于 绕 08 轴 的 一 个 旋转 , 它 的 转角 等 于 4 元 绕 0a 轴 的 
转角 . 为 此 ,可 以 考虑 G46 ”变换 作用 于 0b 轴 本 身 的 结果 . GE 的 道 变换 G6” 先 把 
06 轴 变 到 Oa 位 置 , 下 一 步 的 4 变换 使 该 轴 保 持 不 动 , 最 后 的 C 变换 又 使 该 轴 
回 到 原来 位 置 . 最 后 结果 是 06 轴 保 持 不 变 ,因而 8 变换 就 是 绕 该 轴 的 一 个 旋 
转 ,由 于 4 和 B 属 于 同一 共 罗 类 ,具有 相同 的 阶 ,这 就 意味 着 它们 的 转角 相同 . 

由 此 得 出 结论 ,转角 相同 的 两 个 旋转 是 属于 同一 类 的 ,如 果 该 群 中 存在 一 个 
元 能 把 一 个 转轴 变 到 另 一 个 转轴 的 话 , 用 同样 方法 还 可 以 证 明 ,如果 该 群 中 存在 
一 个 变换 能 把 一 个 平面 变 到 另 一 个 平面 的 话 ,那么 对 不 同 平面 的 两 个 反射 是 属 
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于 同一 类 的 . 至 于 那些 可 以 相互 变换 的 对 称 轴 或 对 称 平 面 , 则 称 为 等 价 的 . 

以 上 所 讲 的 两 个 旋转 如 果 是 绕 同 一 轴 的 ,还 需 作 某 些 补充 说 明 , 设 C* (k= 
1,2,…, ~1) 是 绕 某 一 n 阶 对 称 轴 的 各 个 旋转 元 ,C* 的 逆 元 C;* = C… 等 于 绕 
同一 方向 转 过 (n -k) (2n/n) 角 ,也 等 于 逆向 转 过 2km/n 角 . 如 果 该 群 中 存在 一 
个 绕 其 垂直 轴 旋 转 5 角 的 变换 (这 个 变换 能 使 n 阶 轴 反 向 ) ,那么 根据 上 段 所 讲 
的 一 般 规则 ,6 和 C7 将 属于 同类 . 对 垂直 于 该 轴 的 平面 所 作 的 一 次 反射 ou, 也 
能 使 该 轴 (n 阶 轴 ) 反 向 ,但 是 必须 注意 ,这 样 的 反射 还 能 改变 旋转 的 方向 . 因此 
ou 的 存在 并 不 能 使 C* 和 C;“ 共 思 . 另 一 方面 ,对 通过 该 轴 的 平面 所 作 的 一 次 反 
射 o, 并 不 能 改变 该 轴 的 方向 但 能 改变 旋转 的 方向 ,因此 有 C; =o,C'o,. 如 果 有 
这 样 的 对 称 面 存在 ,C* 和 C 就 属于 同类 . 如 果 转 轴 和 转角 相同 但 旋转 方向 不 同 
的 两 个 元 是 共 思 的 ,该 转轴 就 称 为 双向 轴 . 

点 群 的 分 类 还 常用 到 下 列 规则 . 设 G 是 不 含 反 演 I 的 群 ,C, 是 由 1 和 EE 两 个 
元 组 成 的 群 . 则 直 积 GQ@C, 是 一 个 群 , 它 含 有 两 倍 于 G 的 元 ,其 中 的 一 半 元 等 于 
G 群 的 元 , 另 一 半 元 是 由 后 者 乘 以 7 后 得 到 的 .由 于 了 和 点 群 的 任意 其 它 变 换 都 
对 易 ,显然 群 G@C, 具 有 两 倍 于 G 的 类 :6G 群 中 的 每 一 个 类 4 对 应 于 群 CQC, 中 
4 和 41 两 个 类 . 特别 是 , 反 演 了 总 是 自 成 一 类 . 

现在 可 以 历数 所 有 可 能 的 各 种 点 群 . 我 们 来 构造 这 些 点 群 , 先 从 最 简单 的 开 
始 然后 逐步 加 入 新 的 对 称 元 . 我们 用 黑 斜 体 的 拉丁 字母 附 上 适当 的 下 标 代 表 这 
些 点 群 . 

TI. 群 C 

这 是 最 简单 的 对 称 型 式 , 它 只 有 一 个 n 阶 对 称 轴 . C, 群 就 是 绕 n 阶 轴 旋 转 的 
群 . 这 个 群 显然 是 一 个 循环 群 . 它 的 n 个 元 各 自 形成 一 类 . C, 群 只 含 恒 等 变 换 书 ， 
相当 于 不 存在 任何 对 称 性 的 情形 . 

I. 群 $5, 

5,, 群 是 绕 一 个 2n( 偶数 ) 阶 旋转 -反射 轴 的 旋转 反射 群 . 它 含 有 2n 个 元 并 
且 显 然 是 一 个 循环 群 . 特别 是 S$, 群 , 它 只 含 记 和 了 两 个 元 素 , 这 个 群 又 记 作 C,. 
要 指出 的 是 ,如果 群 的 阶 数 取 2n = 4p +2 的 形式 ,元 中 就 含有 反 演 ,因为 
(S42) ”=cz0, = 工 这 样 的 群 可 以 写成 直 积 形式 :8,,: = CQ@Ci, 也 记 作 
Ca :ic 

亚 ， 群 C， 

这 种 群 是 由 一 个 n 阶 对 称 轴 加 进 一 个 垂直 于 它 的 对 称 平面 后 得 到 的 . C,, 群 
含有 2n 个 元 :其 中 有 C.。 群 的 个 旋转 以 及 个 旋转 -反射 变换 Cee ,=1,2， 
…,n( 其 中 包括 反射 Co = o,). 这 个 群 的 所 有 元 是 对 易 的 , 即 它 是 一 个 阿 贝 尔 
群 , 它 的 类 数 等 于 元 数 . 如 果 n 为 偶数 (n=2p) ,这 个 群 含有 一 个 对 称 中 心 (因为 
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C?,0, = Ca, = 门 . 最 简单 的 群 Cu 只 含 已 和 0, 两 个 元 素 , 它 又 记 作 C. 
WV. 群 C。 
如 果 一 个 n 阶 对 称 轴 再 加 进 一 个 通过 该 轴 的 对 称 平面 ,就 会 自动 地 得 出 另 
外 nn-1 个 通过 该 轴 的 夹 角 为 rn 的 对 称 平面 [根据 $91 中 所 讲 的 几何 定理 
(91.7)@]. 由 此 而 得 的 群 C,, 含 有 2n 个 元 : 绕 n 阶 轴 的 n 个 旋转 以 及 对 竖 直 面 
的 n 个 反射 o,. 图 34 中 画 出 了 C,, 群 和 C, 群 的 对 称 平面 和 对 称 轴线 


Cw D, 已 4 


图 34 


C3o 


确定 其 类 时 ,我 们 注意 到 ,由 于 存在 着 通过 轴线 的 对 称 平面 ,这 个 轴 是 双向 
的 . 群 元 在 各 类 中 的 具体 分 布 取 决 于 n 是 偶数 还 是 奇数 . 

如 果 nn 是 奇数 (n=2p +1) ,每 一 个 平面 经 过 逐次 的 旋转 C6,,,, 后 可 以 依次 地 
变 到 其 它 的 2p 个 平面 ,因此 所 有 的 对 称 平面 都 是 等 价 的 ,对 它们 的 反射 属于 同 
一 类 . 绕 轴 的 旋转 中 除了 便 等 变换 外 共有 2p 个 操作 并 且 成 对 地 共 斩 . 所 以 它们 
组 成 p 个 类 ,每 类 有 两 个 元 (C2, 和 Cw,,k=1,2,…,p). 此 外 EE 自 成 一 类 . 因 
此 总 共有 pp +2 类 . 

如 果 是 偶数 (n=2p) ,逐次 旋转 C, 只 能 使 相间 平面 相互 变换 ,两 个 相 邻 
平面 无 法 相互 变换 . 因而 存在 两 组 等 价 面 ,每 组 有 P 个 ,相应 地 就 有 两 个 类 ,每 个 
类 有 pp 个 元 (反射 元 ). 在 绕 轴 的 旋转 中 ,C2 =E 和 C3, =C: 各 自 组 成 一 类 ,其余 
的 2p -2 个 旋转 成 对 地 共 轿 并 给 出 p -1 个 类 ,每 类 有 两 个 元 . 因此 群 C, ,共有 p 
+3 个 类 . 

V. 群 D. 

一 个 n 阶 对 称 轴 如 果 再 加 进 一 个 垂直 于 它 的 二 阶 对 称 轴 ,就 会 自动 地 产生 
n -1 个 另外 的 二 阶 对 称 轴 , 因 此 共有 个 夹 角 为 mn 的 二 阶 水 平 轴 . 结果 所 得 


(DD 很 易 证 明 , 有 限 群 中 两 个 对 称 平面 的 夹 角 不 可 能 不 等 于 27 的 一 个 有 理 分 式 . 否则 的 话 , 这 种 对 
称 面 进行 无 限 反 复 的 相互 反射 后 ,就 会 得 到 无 限 多 个 相交 于 同一 轴线 的 对 称 平面 , 换 句 话说 ,只 要 存在 两 
个 这 样 的 平面 ,就 会 导致 整个 的 轴 对 称 . 
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的 群 D, 含 有 2n 个 元 : 绕 n 阶 轴 的 n 个 旋转 以 及 绕 水 平 轴 转 5 角 的 n 个 旋转 (我 
们 用 U, 代 表 这 种 旋转 ,保留 C, 代 表 绕 竖 直 轴 转 5 角 的 旋转 ). 作为 例子 ,图 34 
画 出 了 和 群 D; 和 D, 的 对 称 轴 系 . 

和 情形 信 一 样 ,我们 可 以 证 明 n 阶 轴 是 一 个 双向 轴 . 当 是 奇数 时 ,所 有 的 
二 阶 水 平 轴 都 是 等 价 的 ; 当 是 偶数 时 ,它们 组 成 两 个 不 等 价 的 集合 . 因此 群 
D,, 共 有 p+3 个 类 :E, 两 个 U, 类 每 类 含有 p 个 旋转 U0, ,旋转 C,, 还 有 p -1 类 每 
类 含有 两 个 绕 紧 直 轴 的 旋转 . 另 一 方面 , 群 D,,,, 却 有 p+2 类 :EE,2p +1 个 旋转 
U, ,还 有 P 类 每 类 含有 绕 竖 直 轴 的 两 个 旋转 . 

群 D, 是 一 个 重要 的 特例 . 它 的 对 称 轴 系 是 由 三 个 相互 正 交 的 二 阶 轴 组 成 
的 . 这 个 群 也 记 作 . 

VI. 群 D, 

如 果 在 群 D, 的 轴 系 中 再 加 进 一 个 水 平 对 称 面 通过 nn 个 二 阶 轴 ,就 会 自动 地 
出 现 n 个 竖 直 平面 ,每 个 平面 通过 竖 直 轴 和 一 个 水 平 轴 . 由 此 而 得 的 D,, 群 含有 
4n 个 元 素 : 除 了 D, 群 的 2n 个 元 素 外 还 有 nn 个 反射 o, 和 nn 个 旋转 ~ 反射 变换 
Cao 图 35 中 画 出 了 Ds; 群 的 对 称 轴 和 对 称 面 . 


Ds Dy * Dy 


反射 o, 和 此 群 的 所 有 其 它 元 都 对 易 , 因 此 可 把 D,, 写 作 直 积 D,, = D.C,， 
其 中 的 C, 是 由 EE 和 oi 两 个 元 组 成 的 群 . 当 n 为 偶数 时 , 群 元 中 含有 反 演 操作 , 因 
此 还 可 写成 D,,, =D,, OC 

由 此 可 知 ,D,, 群 的 类 数 两 倍 于 D, 群 的 类 数 . 其 中 的 一 半 和 D, 群 的 类 相同 
( 绕 轴 旋转 ) ,其 余 的 一 半 是 由 前 者 乘 以 wx 后 得 到 的 . 对 竖 直 面 的 反射 o, 都 属于 
一 类 (如 果 n 是 奇数) 或 者 组 成 两 类 ( 如果 n 是 偶数 ) ,旋转 -反射 变换 exC* 和 
oC 成 对 共 思 . 

WL. 群 D,， ; 

还 可 以 用 另 一 种 方式 在 D, 群 的 轴 系 中 加 进 对 称 平面 . 所 加 进 的 竖 直面 通过 
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n 阶 轴 并 且 平 分 两 个 相 邻 二 阶 水 平 轴 的 夹 角 . 加 进 这 样 的 一 个 平面 后 又 会 自动 
产生 其 它 n -1 个 竖 直 平面 . 由 此 而 得 的 对 称 平面 系 和 对 称 轴 系 确定 了 群 D,, 
(图 35 中 画 出 了 和 群 D,, 和 群 D;, 的 平面 系 和 轴 系 ). 

群 D,, 含 有 4n 个 元 .除了 群 D, 的 2n 个 元 外 ,要 加 上 对 竖 直 面 的 n 个 反射 
( 记 作 o,,d 表示 “对 角 ” 平 面 ) 以 及 具有 形式 为 G = UVU,o, 的 n 个 变换 .为 了 和 弄 清 
变换 6 的 性 质 ,我 们 注意 到 ,根据 (91.6) 式 旋转 UV, 可 以 表 成 0, = oo 的 形式 ， 
式 中 的 o, 是 对 通过 二 阶 轴 的 竖 直 面 的 反射 . 因此 6 = obo,os(o, 和 oo, 变 换 本 身 
当然 不 是 该 群 的 元 ). 由 于 o, 和 cs 的 反射 面相 交 于 "” 阶 轴 , 夹 角 为 (2k +1) mV/ 
2n,k=1,…,(n 一 1)( 由 于 相 邻 面 的 夹 角 为 nm/2n) ,根据 (91.6) 式 就 有 o,os = 
C>* .因此 得 6G=o,Cm*" = Si*'' ,因此 这 些 元 就 是 绕 竖 直 轴 的 旋转 -反射 变换 . 
由 此 可 见 , 这 个 竖 直 轴 不 是 一 个 简单 的 n 阶 对 称 轴 , 而 是 一 个 2n 阶 旋 转 - 反 
射 轴 . 

对 角 平 面 使 两 个 相 邻 的 二 阶 水 平 轴 相互 反射 , 故 在 该 群 中 相 邻 的 二 阶 轴 是 
等 价 的 (n 是 奇数 或 偶数 时 都 成 立 ). 同 理 , 所 有 的 对 角 平 面 也 是 等 价 的 . 旋转 - 
反射 变换 52+! 和 8 成 对 地 共 恩 @. 

把 以 上 的 考虑 应 用 到 群 D,, ,我们 发 现 它 共 有 以 下 的 2p +3 类 ;E, 绕 nn 阶 
轴 的 旋转 C, , 绕 n 阶 轴 的 其 余 旋 转 组 成 的 p -1 类 每 类 合 有 两 个 共 罗 的 旋转 ,2p 
个 旋转 UV, 组 成 的 一 个 类 ,2p 个 反射 o, 组 成 的 一 个 类 ,还 有 p 类 每 类 含有 两 个 旋 
转 -反射 变换 . 

当 nn 为 奇数 时 (n=2p +1), 群 元 中 含有 反 演 (因为 此 时 有 一 个 水 平 轴 和 一 
个 垂直 面 正 交 ). 因而 可 以 写成 D,, ,as =D2,.1@Ci, 可 见 D,,,,,s 群 共有 2p +4 个 
类 ,这 些 类 可 以 由 D,,,, 群 的 p+2 个 类 直接 求 出 . 

硕 . 群 了 (四 面体 群 ) 

这 个 群 的 轴 系 等 于 一 个 正四 面体 的 对 称 轴 系 . 它 可 以 由 群 V 的 轴 系 中 加 进 
四 条 三 阶 斜 轴 得 到 , 绕 三 阶 斜 轴 旋 转 时 可 使 三 条 二 阶 轴 相 互 变换 . 这 套 轴 系 也 可 
利用 正 立 方 体 表 出 ,三 条 二 阶 轴 为 正 立 方 体 三 对 平行 面 的 面 心 联 线 , 三 阶 轴 为 该 
立方 体 的 斜 对 角 线 . 图 36 中 画 出 了 这 些 轴线 在 正 立 方 体 以 及 在 正四 面体 中 的 位 
置 ( 每 种 轴线 只 画 出 一 条 ). 

三 条 二 阶 轴 是 彼此 等 价 的 . 四 条 三 阶 轴 也 是 等 价 的 ,因为 它们 可 以 通过 C， 
旋转 而 相互 易 位 ,但 它们 不 是 双向 轴 . 由 此 可 知 ,T 群 共有 12 个 元 分 成 四 类 :五 ， 
三 个 C: 旋 转 ,四 个 6, 旋 转 和 四 个 C3 旋转 . 

区 群 7 


中 ”因为 


1 有 一 2E+1 二 一 2K -1 _c-2k-1 
IdS2zn oa =0a0, Ca Ol=0n0aC2n O04 = OCan = 52, ， 


8$93 点 群 . 337 . 


这 个 群 包括 了 正四 面体 的 所 有 对 称 变换 , 它 的 轴 系 可 以 从 群 了 轴 系 中 加 进 
对 称 平 面 而 得 到 ,每 一 个 对 称 平面 通过 一 条 二 阶 轴 和 两 条 三 阶 轴 , 从 而 使 二 阶 轴 
变 为 四 阶 旋转 -反射 轴 ( 和 D,, 中 的 情形 相似 ). 这 套 对 称 系统 可 简便 地 用 下 面 
的 方式 表达 :三 条 旋转 -反射 轴 各 通过 正 立 方 体 3 对 平行 面 的 面 心 , 四 条 三 阶 轴 
是 该 立方 体 的 斜 对 角 线 ,六 个 对 称 平 面 各 通过 该 立方 体 的 六 对 平行 边 ( 图 37 中 
画 出 了 每 种 轴线 中 的 一 条 和 一 个 平面 ). 





图 36 图 37 


由 于 对 称 面 通过 三 阶 轴 ,这 些 轴 都 是 双向 轴 . 同 种 的 所 有 轴线 和 同 种 的 所 有 
平面 都 是 等 价 的 . 因而 这 个 群 的 24 个 元 分 成 以 下 五 类 :E;8 个 C; 和 C3 旋转 ;6 个 
对 称 平面 的 反射 ;6 个 5S, 和 53 旋转 -反射 变换 以 及 3 个 C, = 8 旋转 . 

X. 群 了 

这 个 群 是 由 群 了 加 进 一 个 对 称 中 心 后 得 到 的 , 即 7T, = 7T@C,. 结果 出 现 三 个 
相互 正 交 的 对 称 平面 ,每 个 平面 通过 一 对 二 阶 轴 ,并 使 三 阶 轴 变 成 六 阶 旋 转 -~ 反 
射 轴 (图 38 中 画 出 了 每 种 轴线 中 的 一 条 和 一 个 平面 ). 

这 个 群 含有 24 个 元 并 分 为 8 类 ,它们 可 以 从 群 了 的 类 直接 求 得 . 

XI. 群 0( 八 面体 群 ) 

这 个 群 的 轴 系 是 一 个 正 立 方 体 的 对 称 轴 系 . 计 有 3 条 四 阶 轴 通 过 对 面 的 面 
心 ,4 条 三 阶 轴 通过 对 顶 角 ,6 条 二 阶 轴 通 过 相对 的 棱 的 中 点 (图 39). 

很 易 看 出 ,所 有 的 同 阶 轴 是 等 价 的 ,而 且 每 个 轴 都 是 双向 轴 . 因此 24 个 元 分 
成 以 下 五 类 :E;8 个 C; 和 Cs 旋转 ;6 个 C, 和 C4 旋 转 ;3 个 C4 旋 转 以 及 6 个 C， 
旋转 . 

邓 . 群 0， 

这 是 正 立方 体 所 有 对 称 变换 所 组 成 的 群 0. 可 从 群 O 加 进 一 个 对 称 中 心得 
到 :0; =O@C. 群 0 的 三 阶 轴 因 此 变 成 了 六 阶 旋转 -反射 轴 ( 正 立方 体 的 空间 
对 角 线 ) ,此 外 还 出 现 6 个 对 称 面 ,通过 每 一 对 平行 边 ,还 有 三 个 平行 于 立方 体 


@ 群 T,7T4,Ti,0,0; 常 称 为 立方 体 群 
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各 面 的 平面 (图 40). 这 个 群 共有 48 个 元 分 成 10 类 ,它们 可 以 从 群 0 的 类 直接 
求 得 .5 个 类 和 群 O 的 相同 ,其 余 的 5 类 是 :1;8 个 5S 和 8 旋转 -反射 变换 ;6 个 
绕 四 阶 轴 的 旋转 -反射 变换 C4os 和 C40;3 个 对 四 阶 水 平面 的 反射 cs 以 及 6 个 
对 四 阶 轴 垂 直面 的 反射 o，. 





图 38 图 39 图 40 


XH , XV. 群 Y,Y,( 二 十 面体 群 ) 

这 两 个 群 物理 上 并 不 重要 ,因为 自然 界 并 不 存在 这 样 的 分 子 对 称 群 . 我 们 就 
简单 地 提 一 下 , 群 了 是 绕 正二 十 面体 (表面 为 二 十 个 正三 角形 的 凸 体 ) 或 正 十 二 
面体 (表面 为 十 二 个 正 五 边 形 的 凸 体 ) 对 称 轴 系 的 60 个 旋转 所 组 成 的 群 , 计 有 6 
个 五 阶 轴 10 个 三 阶 轴 和 15 个 两 阶 轴 . 7, 群 是 加 入 对 称 中心 后 得 到 的 ,Y, = Y@ 
C, , 它 是 以 上 正 多 面体 的 所 有 对 称 变换 组 成 的 群 

以 上 列举 了 元 数 为 有 限 的 所 有 类 型 的 点 群 . 此 外 尚 需 考虑 元 数 为 无 限 的 连 
续 点 群 . 它 将 在 $98 中 讨论 . 


$94 和 群 的 表示 


我 们 来 考虑 任 一 对 称 群 , 设 为 所 考虑 物理 系统 位 形 空间 中 的 某 个 坐标 单 
值 函数 . 在 对 应 于 群 元 6 的 坐标 变换 下 ,这 个 函数 变 成 另 一 个 函数 . 考虑 到 该 群 
中 的 g 个 变换 (8g 是 该 群 的 阶 ) ,一 般 讲 来 可 从 录 出 发 得 到 g 个 不 同 的 函数 . 对 
于 某 种 内 讲 来 ,其 中 的 某 些 函数 可 能 是 线性 相关 的 . 结果 可 以 得 到 f 个 (f<g) 线 
性 独立 的 函数 几 ,y,，… ,yi, 它 们 在 该 群 所 属 的 各 种 变换 下 变 为 它们 之 间 的 线 
性 组 合 . 换 名 话说 ,6 变换 的 结果 使 每 个 yy, 函数 (i=1,2,…,f) 变 成 下 列 线性 


组 合 : 


于 
2 Guy, 
式 中 的 Cu 是 一 些 依赖 于 变换 6 的 常数 . 这 些 常数 的 集合 组 成 变换 矩阵 下 . 


@@ 由 于 凡 函 数 都 是 单 值 的 ,该 群 中 的 每 个 元 和 一 个 特定 的 变换 矩阵 相对 应 . 
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根据 上 述 关 系 , 我 们 最 好 把 群 元 6 看 成 是 作用 在 函数 内 上 的 算 符 ,从 而 可 
写作 : 
Gyi= 》 Gah (94.1) 
函数 组 ,总 可 以 选 成 是 正 交 归 一 化 的 函数 组 . 此 时 变换 矩阵 的 概念 就 和 $ 11 中 
所 定义 的 算 符 矩阵 概念 相 一 致 , 它 的 矩阵 元 为 ， 


Cu = fw Gyidgq. (94.2) 


两 个 群 元 G 和 的 乘积 ,对 应 于 和 矩阵 G 和 和 矩阵 有 H 用 通常 的 矩阵 乘法 法 则 
(11.12) 相 乘 后 所 得 的 矩阵 : 
(GH), = 2 GuH,. (94.3) 


与 所 有 的 群 元 分 别 对 应 的 各 矩阵 的 集合 , 称 为 该 群 的 一 个 表示 . 定义 这 些 和 矩 
示 的 维 数 ， 


我 们 来 考虑 积分 | Wi Wdg. 由 于 积分 延 及 整个 空间 , 积分 值 对 坐标 系 的 任 
意 旋 转 或 反射 显然 保持 不 变 , 这 就 是 说 ,对 称 变换 不 会 破坏 基 函 数 的 正 交 归 一 化 
性 质 ,从 而 G 都 是 么 正 算 符 @( 见 8$12) ,因此 ,在 以 正 交 归 一 化 函数 组 为 基 的 一 
个 表示 中 ,代表 群 元 的 矩阵 也 都 是 么 正 矩 阵 . 
假定 对 函数 组 y,,… ,由 施行 下 列 线性 么 正 变 换 : 
y! = Sw,, (94.4) 
所 得 的 新 函数 组 由! ,… ,仍然 是 正 交 归 一 化 的 (参考 $ 12)@. 如 果 现 在 取 函 数 
组 峭 ' 为 表示 的 基 函 数组 ,我 们 得 到 一 个 维 数 相同 的 新 表示 . 这 种 通过 基 函 数组 
的 相互 线性 变换 而 得 到 的 表示 , 称 为 等 价 表示 . 这 些 相互 等 价 的 表示 显然 没有 本 
质 的 区 别 . 
等 价 表示 的 矩阵 可 以 简单 地 相互 表达 . 根据 (12.7) 式 , 算 符 6 在 新 表示 中 
的 矩阵 ,等 于 下 列 算 符 在 旧 表 示 中 的 矩阵 
G' =S-1C5. (94.5) 
代表 群 元 6 的 矩阵 中 ,对 角 元 之 和 ( 即 阵 迹 ) 称 为 群 元 的 特征 标 ,我 们 把 它 
记 作 x(C). 一 个 极为 重要 的 结论 是 ,等 价 表示 的 矩阵 具有 相同 的 特征 标 ( 见 
(12. 11) 式 ). 这 就 显示 了 利用 特征 标 描 述 群 表示 的 特殊 重要 性 : 它 可 以 立即 区 


@ ”这 个 论断 中 重要 的 是 ,积分 值 或 者 为 零 人 zk 时) 或 者 肯定 不 为 零 人 if = 不 时 ) ,因为 被 积 函 数 
yw; 是正 的 . 
®” 按 (12.12) 式 ,变换 的 么 正 性 使 得 基 沪 数组 的 模 量 平方 之 和 在 变换 中 保持 不 变 . 





。 340 ， 第 十 二 章 ”对 称 性 理论 


别 等 价 的 表示 和 根本 不 同 的 表示 . 以 后 我 们 只 把 不 等 价 的 表示 称 为 不 同 的 表示 . 

如 果 我 们 把 (94.5) 中 的 S 看 作 一 个 群 元 , 它 联 系 着 共 斩 元 CE 和 G6', 即 可 得 
出 这 样 的 结论 ,在 群 的 任 一 给 定 表 示 中 ,属于 同一 类 的 群 元 具有 相同 的 特征 标 . 

恒 等 变 换 对 应 于 群 的 单位 元 &. 单位 元 的 矩阵 在 所 有 的 表示 中 都 是 对 角 的 ， 
且 对 角 元 都 等 于 1. 因此 特征 标 xX(E) 正 好 等 于 该 表示 的 维 数 ; 

xX(E) =f. (94.6) 

我 们 来 考虑 某 一 f 维 的 表示 . 有 可 能 发 生 这 样 的 情形 ,经 过 (94. 4) 式 的 适当 
线性 组 合 以 后 , 它 的 基 薄 数 可 以 分 成 若干 组 ,每 组 分 别 具 有 fi ,fp，,… 个 疯 数 (f+ 
+… = 月 , 当 群 中 的 任 一 元 作用 在 这 些 函 数 上 时 ,各 组 的 函数 只 能 变 成 本 组 的 
各 函数 的 线性 组 合 而 不 能 变 成 其 它 组 的 函数 . 在 这 样 的 情形 下 ,所 考虑 的 表示 称 
为 可 约 表示 ， 

另 一 方面 ,如 果 一 组 基 函 数 不 管 进行 怎样 的 线性 组 合 ,在 群 元 的 作用 下 它 的 
总 数 不 能 分 解 或 减少 ,由 这 组 函数 所 给 出 的 表示 就 称 为 不 可 约 表 示 . 任 一 可 约 表 
示 都 能 分 解 成 为 若干 个 不 可 约 表 示 . 这 就 是 说 ,经 过 适当 的 线性 组 合 以 后 , 它 的 
基 函 数 可 以 分 解 成 为 若干 个 组 ,每 一 组 函数 在 群 元 的 作用 下 按 某 一 不 可 约 表 示 
变换 . 其 中 若干 个 不 同 的 组 也 有 可 能 按 同 一 不 可 约 表示 变换 . 在 这 种 情况 下 ,我 
们 就 说 可 约 表 示 中 含有 这 种 不 可 约 表示 奉 干 次 . 

不 可 约 表 示 是 群 的 重要 特征 , 它 在 群 论 的 所 有 量子 力学 应 用 中 都 占有 主要 
地 位 . 下 面 给 出 不 可 约 表 示 的 若干 基本 性 质 忠 . 

可 以 证 明 ,一 个 群 的 不 等 价 不 可 约 表 示 的 数目 等 于 该 群 的 类 数 ". 我 们 用 不 
同 的 号 码 来 区 别 各 种 不 可 约 表 示 的 特征 标 . 群 元 素 6 在 这 些 表示 中 的 特征 标 分 
别 记 作 x (6) wx (6G),*… "(6G). 

不 可 约 表 示 的 矩阵 元 满足 一 系列 正 交 关系 . 首先 ,对 于 两 个 不 等 价 的 不 可 约 
表示 ,下列 关系 式 成 立 : 

> GI GI =0, (94.7) 


式 中 的 w 关 86 区 别 两 个 不 可 约 表 示 ， 2 代表 对 该 群 的 所 有 元 求 和 . 对 于 同一 个 
不 可 约 表示 ,下 式 成 立 : 
和 GG = Gn, (94.8) 
也 就 是 说 ,只 有 和 矩阵 元 的 模 量 平方 和 才 不 等 于 零 : 
(al) 12 _ 8 
> | Gu | ££ 


中 这 些 性 质 的 证 明 可 以 在 任何 一 本 群 论 教科 书 中 找到 . 
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(94.7) 和 (94.8) 式 可 以 合并 写成 下 列 形式 : 
> Cl) GA) = 了 55u5u (94.9) 
特别 是 ,从 上 式 出 发 可 求 出 不 可 约 表示 特征 标的 一 个 重要 的 正 交 关系 . 
(94.9) 式 两 边 对 i=%k,l =m 的 各 个 值 求 和 后 可 得 
Sx (GX (GC) =866, (94.10) 
Qa = 时 有 
2 |Ix'™* (G6)|*=g. 
这 就 是 说 ,一 个 不 可 约 表示 的 特征 标的 模 量 平方 和 等 于 该 群 的 阶 数 , 要 注意 的 
是 ,上 式 可 以 作为 一 个 判 据 ,用 来 判断 一 个 表示 是 不 是 不 可 约 表示 . 对 于 一 个 可 
约 表 示 , 上 式 右 边 的 和 总 是 大 于 g( 例 如 等 于 ng,n 是 该 可 约 表 示 中 所 含 的 不 可 
约 表示 数 ). 
由 (94.10) 式 还 可 得 出 ,两 个 不 可 约 表 示 具 有 相同 的 特征 标 不 但 是 这 两 个 
表示 为 等 价 的 必要 条 件 而 且 也 是 充分 条 件 . 
由 于 同类 元 的 特征 标 相 同 ,(94.10) 的 求 和 中 实际 上 只 有 个 独立 项 ,该 式 
可 写成 下 列 形 式 
2 goX'" (CS (CC) =g86%, (94.11 ) 
式 中 是 对 该 群 的 > 个 类 (用 巡 标 C 表示 ) 求 和 ,gc 是 C 类 中 元 的 个 数 . 
因 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 类 数 ,r 个 量 f.。 = Vgc/gXx'“(C) 可 以 组 成 一 个 方 
矩阵 . 
根据 对 第 一 个 下 标的 正 交 式 
2 fcfac =6.g， 
可 以 自动 得 出 对 第 二 个 下 标的 正 交 式 
> facfac: = Oce. 
因此 除了 (94. 11) 式 以 外 ,还 有 
> 人 (Cx'™ ( C’) * = co (94. 12) 
任 一 个 群 的 各 种 不 可 约 表示 中 ,总 是 存在 一 个 平凡 的 不 可 约 表示 , 它 只 有 一 
个 基 函 数 , 这 个 孙 数 在 群 的 所 有 变换 下 保持 不 变 . 这 个 一 维 表示 称 为 单位 表示 ， 
该 表示 中 的 所 有 特征 标 都 等 于 1. 如果 正 交 关 系 (94. 10) 或 (94. 11) 中 有 一 个 是 
单位 表示 , 则 对 男 一 个 表示 有 
x (G) = > got (C) =0. (94. 13) 
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这 就 是 说 ,对 于 每 一 个 不 可 约 表示 ,所 有 和 群 元 的 特征 标 之 和 等 于 零 . 

根据 (94. 10) 式 ,我 们 很 容易 把 任 一 可 约 表 示 分 解 成 不 可 约 表示 ,只 要 这 些 
表示 的 特征 标 是 已 知 的 , 设 x(G) 为 某 个 / 维 可 约 表示 的 特征 标 ,并 令 整数 a"”， 
a ,，… ,a 分别 代表 该 表示 中 所 含 的 各 个 不 可 约 表示 的 次 数 , 因 而 有 


> a (94.14) 
式 中 是 不 可 约 表示 的 维 数 . 特征 标 X(G) 则 可 写成 
Xx(C) = > ao (GC). (94. 15 ) 
上 式 乘 以 xX“ (GC) 并 对 所 有 的 6 求 和 ,根据 (94. 10) 式 得 
aa 3 x( Cx" (9) (94.16) 


我 们 来 考虑 一 个 /= g 维 的 表示 , 它 由 & 个 函数 Gy 给 出 ,y 是 坐标 的 一 般 函 


数 ( 因 而 由 y 所 得 的 g 个 函数 Gy 彼此 线性 独立 ) ,这 样 的 表示 称 为 正规 表示 . 很 
明显 在 这 个 表示 中 ,除了 单位 元 所 对 应 的 矩阵 外 没有 一 个 矩阵 含有 不 等 于 零 的 
对 角 和 矩阵 元 . 因而 有 Gz#E 时 xX(G) =0 以 及 Xx(E) =g. 把 这 个 表示 分 解 成 为 不 可 
约 表 示 ,根据 (94.16) 式 ,整数 a" 的 数值 为 a = (1/g)gf”=f" .也 就 是 说 ，、 
每 个 不 可 约 表 示 在 正规 表示 中 所 含 的 次 数 等 于 它 的 维 数 . 把 a = Fn 代入 
(94. 14) 式 即 得 下 列 关系 式 : 
f+fp+'+f =8, (94.17) 

即 一 个 群 的 所 有 不 可 约 表示 的 维 数 平方 之 和 等 于 该 群 的 阶 数 @. 由 此 可 见 , 对 于 
一 个 阿 贝尔 群 (此 时 r=g) ,所 有 的 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 (f. =f =… =f.=1). 

我 们 还 可 以 不 加 证 明 地 指出 ,不 可 约 表示 的 维 数 可 以 除 尽 该 群 的 阶 数 g. 

实际 上 ,我 们 可 以 通过 下 式 把 一 个 正规 表示 分 解 成 不 可 约 部 分 : 


J” -人 > CC， Cy. (94.18) 
很 易 验 证 ,上 式 中 具有 给 定 值 的 函数 组 yy (i=1,2,…,f,) 按 下 式 变换 : 
bpp = cool 


* 


也 就 是 说 ,它们 是 第 a 个 不 可 约 表示 的 基 . 给 予 各 种 不 同 的 & 值 ,我 们 可 以 对 每 
一 个 不 可 约 表 示 得 到 人 套 不 同 的 基 函 数 yy!” ,这 和 正规 表示 中 每 个 不 可 约 表示 
出 现 上 次 的 事实 相 一 致 . 


@ 可 以 提 及 的 是 ,对 点 群 讲 来 , 当 r 和 & 给 定 后 ,实际 上 只 能 有 一 组 整数 值 廊 ,…, 太 可 以 满足 
(94. 17 ) 式 ， 
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任 一 吗 数 可 以 表 成 按 群 的 各 个 不 可 约 表示 变换 的 各 个 函数 之 和 . 这 个 问 
题 可 通过 下 式 解 决 : 


y= >》 Dy we -fe > GCC (94. 19) 
为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 把 第 二 式 代 入 第 一 趟 并 对 i 求 和 ,得 到 
-= > jx (6)6y. (94. 20) 


由 于 维 数 大 等 于 群 的 单位 元 的 特征 标 x'”(E) ,我 们 可 用 正 交 关 系 (94. 12) 证 
明 ,(94. 20) 的 求 和 中 仅 当 G 是 单位 元 时 才 不 等 于 零 ( 而 等 于 g). 因此 (94. 20) 
式 的 右边 便 等 于 乡 
我 们 来 考虑 两 组 不 同 的 函数 i”,… ,yr” 和 站，… ,WA ,它们 构成 一 个 群 
的 两 个 不 可 约 表示 . 作 乘 积 风沙 人 我 们 可 得 太太 个 新 函数 它们 可 以 作为 fh 
维 的 一 个 新 表示 的 基 . 这 个 新 表示 称 为 前 两 个 表示 的 直 积 或 克 罗 内 克 ( Kroneck- 
er) 积 ,只 有 /或 等 于 1 时 它 才 是 不 可 约 的 . 容易 证 明 , 直 积 的 特征 标 等 于 构成 
它 的 那 两 个 表示 的 特征 标的 乘积 . 实际 上 ,如 果 
Gy'® = > Gioy (0) CO > > GA ps), 
则 有 
Gy wp 8) 二 > CC GO pe pe). 
对 特征 标 而 言 ,我 们 把 它 记 作 (x'" 0 ) (C6) , 可 得 
(xx )(G) = 之 Car Ci = 2 Co” 2 CW, 
即 
(Ki” xx (GC) = (CN (6). (94.21) 
相 乘 的 这 两 个 不 可 约 表示 在 特殊 情况 下 也 可 以 是 相同 的 ,此 时 有 两 组 不 同 
的 函数 由 ，…… 几 和 9 …，,9/ 给 出 同一 个 不 可 约 表 示 ,而 这 个 表示 与 自身 的 直 积 
是 由 个 函数 yp; 给 出 的 ,并 且 具 有 以 下 的 特征 标 : 
(x xx) (6) = [x( 6)1". 
这 个 可 约 表示 可 以 立即 分 解 成 两 个 维 数 较 小 的 表示 (这 两 个 表示 一 般 讲 来 仍 是 


可 约 的 ) :一 个 表示 是 由 地 CA+ 1) 个 加 py + 如 9 函数 给 出 的 ; 另 一 个 表示 是 由 


十 Kf 下 个 ips -加 gi 函 数 (这 从 给 出 的 . 显然 ,这 两 组 函数 中 的 每 一 组 只 能 
变换 成 本 组 各 函数 的 线性 组 合 . 前 一 个 表示 称 为 不 可 约 表示 自身 的 对 称 乘积 , 它 
的 特征 标记 作 [zz](c); 后 一 个 表示 称 为 反对 称 乘积 , 它 的 特征 标记 作 
be1(e). 为 了 求 出 对 称 乘积 的 特征 标 ,我 们 写 出 
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C( Yip + Pi) = > GiGn( Vpn t+.P1) = 


1 
二 3 (CarCas + CuiCu) (Yipn + ,9p1), 


因此 特征 标 为 
[2z](G) -了 > (GsGu + GaGu) 
但 是 Gs =y(6C) ,和 GaGu =X(62) ,因此 最 后 得 到 下 列表 式 
i 汪 - 


De](6) =3{Ix(0)] +x(6°)}. (94.22) 


根据 上 式 我 们 就 可 从 群 表示 的 特征 标 出 发 算出 它 的 对 称 乘积 的 特征 标 . 应 用 完 
全 相同 的 方法 ,还 可 求 出 反对 称 乘积 的 特征 标 中 : 


PP1CE) = 村 {[KCG)1 -X(CG) 1 (94.23) 


如 果 函 数组 y, 和 yp, 相同 ,显然 只 能 求 得 它们 的 对 称 乘积 , 它 由 好 和 iz 的 
乘积 yy, 给 出 . 实际 应 用 中 还 可 能 碰 到 更 高 次 的 对 称 乘积 ,它们 的 特征 标 可 以 
用 类 似 的 方法 求 出 . 

直 积 的 一 个 重要 特性 如 下 . 当 我 们 把 两 个 不 同 的 不 可 约 表示 的 直 积 分 解 成 
不 可 约 成 分 时 , 仅 当 相 乘 的 这 两 个 表示 是 彼此 复 共 固 的 ,它们 的 直 积 中 才 会 含有 
单位 表示 (而 且 只 含 一 次 ). 对 于 实 表示 , 仅 当 不 可 约 表 示 和 它 自身 相 乘 时 , 直 积 
中 (当然 是 在 它 的 对 称 乘积 中 ) 才 会 含有 单位 表示 . 为 了 判明 (94. 21 ) 的 表示 中 
是 否 含有 单位 表示 ,我们 只 需 根 据 (94. 16) 式 ,把 它 的 特征 标 对 G 求 和 并 除 以 群 
的 阶 数 g ,然后 按 正 交 关系 (94. 10) 立刻 获得 结论 . 

最 后 ,我 们 来 讲 一 下 关于 两 个 群 的 直 积 群 的 不 可 约 表示 问题 (不 要 和 同一 
个 群 的 两 个 表示 的 直 积 混淆 起 来 ). 如 果 函 数组 bt” 给 出 了 群 4 的 一 个 不 可 约 
表示 ,函数 组 给 出 了 群 B 的 一 个 不 可 约 表 示 ,那么 它们 的 乘积 yyw!" 就 是 
群 4 xB 的 一 个 有 .f 维 表示 的 基 , 而 且 这 个 表示 是 不 可 约 的 . 这 个 表示 的 特征 标 
可 以 用 原来 两 个 表示 的 特征 标 相 乘 而 得 [参考 (94. 21) 式 的 推导 ]. 群 4@B 中 
的 元 素 C =48 所 对 应 的 特征 标 为 

X(C) =X (4)X (B). (94.24) 
按 此 方式 把 群 4 和 B 的 所 有 不 可 约 表 示 互 乘 , 即 得 群 A4@B 的 所 有 不 可 约 表示 . 


$95 扣 群 的 不 可 约 表示 
现在 来 具体 确定 各 种 点 群 的 各 个 不 可 约 表 示 . 绝 大 多 数 的 分 子 只 有 二 ,三 ， 


@ 值得 指出 的 是 ,对 于 两 维 表示 ,特征 标 iX 1 (6) 等 于 线性 变换 G 的 行列 式 ,这 很 易 通过 直接 计算 
证 明 . 


$95 点 群 的 不 可 约 表 示 .345 ， 


四 和 六 阶 的 对 称 轴 , 由 于 我 们 不 考虑 二 十 面体 群 了 Y,Y, ;下 面 只 考虑 n=1,2,3， 
4,6 的 群 C,,Cuw,C,D,,D 和 m=1,2,3 的 群 5,,,D,. 

表 7 给 出 了 这 些 群 的 各 个 不 可 约 表示 的 特征 标 . 同 构 的 群 具 有 相同 的 表示 ， 
我 们 已 经 把 它们 放 在 一 起 . 表 的 上 端 群 元 符号 前 的 数字 ,表明 该 元 所 属 类 中 具有 
的 元 数 ( 见 $ 93). 表 的 左边 各 列 给 出 了 各 个 表示 的 习 用 名 称 . 一 维 表示 记 作 4 
或 中, 二 维 表示 记 作 五 ,三 维 表示 记 作 F. 不 要 把 二 维 不 可 约 表示 的 记号 5 和 群 
的 单位 元 混淆 起 来 0. 4 表示 的 基 范 数 对 n 阶 主轴 的 旋转 是 对 称 的 ,B 表示 的 基 
函数 对 以 上 的 旋转 则 是 反对 称 的 ,对 反射 o; 具 有 不 同 对 称 性 的 基 范 数 ,它们 的 
表示 用 撤 号 来 区 别 ( 一 撤 或 两 撤 ) ,而 下 标 g 和 w 表明 了 对 反 演 的 对 称 性 . 除了 
群 表示 的 名 称 以 外 ,还 有 *,y,z 等 字母 ,这些 字母 表明 了 这 些 坐 标 分 量 本 身 是 按 
哪 一 个 表示 变换 的 . 所 选 的 z 轴 总 是 沿 着 主 对 称 轴 . 字母 a 和 w 分 别 代表 

ge = Pa pe 
ete = -1,， w -w= -1. 

最 简单 的 问题 是 求 循环 群 (C, ,5, ) 的 不 可 约 表 示 . 一 个 循环 群 和 任 一 阿 贝 
尔 群 一 样 ,只 有 一 维 不 可 约 表示 . 设 6 为 该 群 的 一 个 生成 元 ( 即 这 个 元 的 逐次 乘 
寡 给 出 该 群 的 所 有 元 ). 由 于 GCG =E(g 是 该 群 的 阶 ) ,于 是 很 明显 , 当 把 算 符 C 作 
用 在 基 函 数 少 上 时 ,这 个 函数 只 是 乘 以 因子 代 , 即 @ 

Gy = ee (k=1,2,.,8). 

C,,( 以 及 和 它 同 构 的 C,,,D,) 是 阿 贝尔 群 ,因此 它 的 所 有 不 可 约 表 示 也 都 
是 一 维 的 ,而 且 特 征 标 只 能 等 于 +1( 因 为 每 个 元 的 平方 都 等 于 E). 

其 次 考虑 群 C,,. 它 和 群 C, 相 比 增加 了 对 竖 直 面 的 反射 o, (都 属于 同一 
类 ). 对 于 绕 轴 旋转 保持 不 变 的 一 个 函数 ( 群 C, 的 4 表示 的 基 函 数 ) 对 于 o, 反 射 
讲 来 可 以 是 对 称 的 ,也 可 以 是 反对 称 的 . 在 旋转 C, 作 用 下 被 乘 以 e 和 se? 的 那 两 
个 孙 数 (C, 群 复 共 思 de 表示 已 中 的 两 个 基 函 数 ) 在 反射 时 相互 变换 @. 根据 以 上 这 
些 考 虑 可 知 ,C:, 群 (以 及 和 它 同 构 的 了; 群 ) 具 有 两 个 一 维 不 可 约 表示 和 一 个 二 
维 不 可 约 表示 ,它们 的 特征 标 如 表 7 所 示 . 这 个 群 是 6 阶 的 ,根据 12 +1? +2? =6 
可 知 , 我 们 已 经 找 出 了 它 的 所 有 不 可 约 表示 . 

根据 同样 的 考虑 ,可 以 给 出 同类 型 其 它 群 (C,, ,C6) 的 不 可 约 表示 的 特征 标 . 

群 了 是 由 D,=V 群 加 进 四 个 三 阶 斜 轴 后 得 到 的 . 对 了 群 的 变换 保持 不 变 的 
一 个 函数 (4 表示 的 基 函 数 ) ,对 旋转 C, 讲 来 可 以 乘 以 1,e 或 s:. 5 群 的 三 个 一 


也 为 什么 把 两 个 复 共 轿 的 一 维 表示 写成 一 个 二 维 表示 的 样子 ,其 原因 将 在 $96 中 解释 . 
@@ 例如 ,对 点 群 C. ,由 函数 可 取 小 =e ,k=1,2,…,n,g 是 绕 某 一 固定 轴 的 转角 . 
图 ”例如 我 们 可 把 这 两 个 函数 取 成 多 =e”* ,yz =e-?”, 对 竖 直 面 反射 时 wp 变 号 ， 
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表 7 点 群 不 可 约 表 示 的 特征 标 


on 


C2 


ju ja mt 





本 1 1 1 1 1 1 
B 1 —] 1 -1 1 一 1 
1 oO 一 世 1 ow —w 
b | 1 —w ww 1 一 包 wr” 
1 w w” -1 一 地 -wr 
E,;x+iy 1 2 _1 7 


一 = ty te 
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续 表 
D, 2C 30U, 3 
CE 2C 30 30) 
25, 3U, 30 
A, ; 1 1 1 
4 1 -1 -1 
Bb. -1 1 -1 
Bb, -1 -1 1 
E, < 0 
E, ;x,y 1 0 0 
四 8C, 3C, 6C, 6C, 
8C, 3C, 6o, 65, 
A 1 1 1 1 
人 1 1 -1 -1l 
-1 2 0 0 
FX,y ,2 0 ~- 1 -1 





维 表示 B, ,B, ,B: 的 基 函 数 ,在 C: 旋 转 下 进行 相互 变换 (例如 可 取 坐 标 分 量 zx,y,z 
本 身 作 为 这 三 个 基 函 数 , 即 可 看 出 这 一 点 ), 因此 得 到 三 个 一 维 不 可 约 表 示 和 一 
个 三 维 不 可 约 表 示 (1+1+1+3 =12). 
最 后 考虑 同 构 群 O 和 7T,. 7。 群 是 由 了 群 加 进 eu 反射 后 得 到 的 ,每 个 反射 
面 通过 两 个 三 阶 轴 , 了 和 群 的 单位 表示 4 的 基 函 数 对 ou 反射 讲 来 可 以 对 称 或 反 
对 称 ( 它 们 都 属于 一 类 ) ,它们 给 出 了 7。 群 的 两 个 一 维 表示 . 在 三 阶 轴 旋 转 下 
被 乘 以 = 或 s 的 那 两 个 函数 (了 群 复 共 思 表 示 EE 的 基 函 数 ) ,对 通过 该 转轴 的 
平面 进行 反射 后 相互 变换 ,因而 得 到 一 个 二 维 表 示 。 最 后 ,对 于 了 和 群 的 下 表 
示 的 三 个 基 函 数 ,其 中 的 一 个 函数 经 反射 后 仍 变 为 目 己 (或 者 保持 不 变 或 者 
变 一 符号 ) , 另 两 个 函数 则 相互 变换 .因此 共有 两 个 一 维 表示 ,一 个 二 维 表示 和 
两 个 三 维 表示 由. 
至 于 其 它 我 们 感 兴趣 的 点 群 ,它们 是 上 述 几 种 群 和 Ci( 或 C,) 群 的 直 积 , 可 
以 根据 已 给 群 直接 算出 它们 的 各 种 表示 . 它们 是 
C3s = C3C,, D,, =D,C;, Ds = D,OC;, O, = OC,, 
Cs = CC,, Dy =D,OC,,D6, =D OC, 
Ce, = CC,, $6 = CC,, T, = TOOC.,. 


中 二 十 面体 群 中 具有 高 维 (4 和 5 维 ) 不 可 约 表 示 . 
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对 于 其 中 的 每 个 直 积 ,它们 的 不 可 约 表示 数 要 比 原 群 的 多 一 倍 ,而 且 一 半 对 
反 演 对 称 ( 用 下 标 g 标志 ) , 另 一 半 对 反 演 反对 称 ( 用 下 标 wu 标志). 不 可 约 表 示 
的 特征 标 可 以 从 原 群 的 特征 标 乘 以 +1 后 得 到 (根据 (94.24) 式 的 规则 ). 以 D,。 
群 为 例 ,可 得 下 列 不 可 约 表示 : 

D;, E 2C， 3U, 7 25, 306 


> 


[3 


> ty > 
2 S 


> 
$§ on 
ko J pk liND 到 tt 


A 


$96 不 可 约 表示 和 谱 项 的 分 类 


群 论 的 量子 力学 应 用 所 根据 的 事实 是 ,一 个 物理 系统 (一 个 原子 或 分 子 ) 的 
薛 定 刘 方 程 对 该 系统 的 对 称 变换 保持 不 变 中 . 由 此 可 以 立刻 知道 ,把 群 元 作用 于 
满足 薛 定 谓 方程 的 某 一 本 征 函 数 (属于 某 一 能 量 本 征 值 ) 上 ,所 得 的 结果 仍 为 同 
一 方程 的 属于 同一 能 量 本 征 值 之 解 . 换 句 话说 ,属于 同一 能 级 的 一 组 定 态 波 函 数 
在 对 称 变换 下 彼此 相互 变换 ,也 就 是 说 这 组 波 函 数 能 够 给 出 对 称 群 的 某 个 表示 . 
一 个 重要 事实 是 ,这 样 的 表示 是 不 可 约 的 . 事实 上 ,对 称 变换 下 进行 相互 变换 的 
一 组 函数 必然 是 属于 同一 能 级 ,对 称 变换 下 并 不 相互 变换 的 几 组 函数 属于 同一 
能 级 的 情形 (可 约 表 示 的 基 函 数组 就 可 以 分 解 成 为 以 上 的 儿 组 函数 ) ,是 一 个 极 
为 偶然 的 例外 @. 

因此 ,系统 的 每 一 个 能 级 对 应 于 该 系统 对 称 群 的 某 一 个 不 可 约 表示 ,这 个 表 
示 的 维 数 确定 了 该 能 级 的 简 并 度 , 也 就 是 确定 了 具有 该 能 量 的 不 同 态 数 ,知道 了 
不 可 约 表示 后 就 可 以 确定 这 些 态 的 一 切 对 称 性 质 ,也 就 是 确定 了 这 些 态 在 各 种 
对 称 变换 下 所 能 具有 的 行为 . 

维 数 大 于 1 的 不 可 约 表示 只 能 在 含有 非 对 易 元 的 群 中 找到 , 因 阿 贝尔 群 的 
不 可 约 表示 只 能 是 一 维 的 . 值得 回忆 的 是 ,我们 在 未 讲 群 论 之 前 早已 提 到 过 ,人 简 
并 的 出 现 是 和 非 对 易 算 符 ( 但 它们 都 和 哈密 顿 量 对 易 ) 的 存在 有 关 ( 8$ 10). 

对 以 上 的 说 法 需要 补充 一 点 . 我 们 早已 指出 过 ( 8$ 18) ,量子 力学 中 的 时 间 


QD 维 格 纳 (了 E,P. Wigner) 首 先 把 群 论 方法 应 用 于 量子 力学 (1926)， 
@ ”如 果 它 们 没有 特殊 的 原因 ,这 里 ,我 们 想到 了 “偶然 " 简 并 , 它 是 由 于 系统 的 哈密 顿 量具 有 本 章 所 
述 的 纯 几 何 学 对 称 性 以 外 的 更 高 对 称 性 而 引起 的 ( 见 $ 36 末 )， 
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变 号 对 称 性 (没有 磁场 时 成 立 ) 使 得 相互 复 共 友 的 波 函 数 属于 同一 能 量 本 征 值 . 
由 于 这 一 点 ,如 果 有 两 组 相互 复 共 思 的 函数 给 出 了 同一 个 群 的 两 个 不 同 (不 等 
价 ) 的 不 可 约 表示 ,那么 应 该 把 这 两 个 复 共 轰 表示 看 成 是 维 数 大 了 一 倍 的 一 个 
“物理 上 不 可 约 的 ”表示 . 这 就 是 以 后 我 们 要 假定 的 . 上 节 中 我 们 就 有 复 共 思 表 
示 的 例子 . 例如 C, 群 只 有 一 维 表 示 ,但 是 其 中 有 两 个 是 复 共 移 的 ,从 物理 上 讲 它 
们 对 应 于 一 个 双重 简 并 能 级 ( 当 有 磁场 存在 时 ,就 没有 时 间 变 号 对 称 性 ,这 两 个 
复 共 绒 表示 也 就 对 应 于 不 同 的 能 级 ) 0 

现在 假定 所 给 的 物理 系统 受到 某 一 微 扰 (该 系统 放 进 本 身 具有 一 定 对 称 性 
的 外 场 中 ). 产生 的 问题 是 ,这 个 微 扰 能 够 在 多 大 程度 上 分 裂 原来 的 简 并 能 级 @. 
如 果 外 场 的 对 称 性 等 于 或 者 高 于 @ 未 微 扰 系统 的 对 称 性 ,那么 受 微 扰 险 密 顿 量 


让 = 应 + 的 对 称 性 就 和 未 微 扰 算 符 忘 的 对 称 性 相同 . 在 这 样 的 情况 下 , 简 并 能 
级 显然 不 会 产生 分 裂 . 如 果 微 扰 的 对 称 性 低 于 未 微 扰 系 统 的 对 称 性 , 则 哈密 顿 量 


让 的 对 称 性 就 和 微 扰 少 的 对 称 性 相同 . 原来 的 一 组 波 函 数 ,给 出 了 算 符 所 的 对 
称 群 的 某 个 不 可 约 表示 ,也 得 给 出 受 微 扰 算 符 下 的 对 称 群 的 一 个 表示 ,但 是 这 
个 表示 将 是 可 约 的 ,这 就 意味 着 简 并 能 级 的 分 裂 . 现在 来 举例 说 明 ,如 何 用 群 论 
的 数学 工具 解决 能 级 分 裂 的 具体 问题 . 
设 未 微 扰 系统 具有 对 称 性 7, ,我 们 来 研究 一 个 三 重 简 并 能 级 ,这 个 能 级 对 

应 于 该 群 的 不 可 约 表示 F, ,这 个 表示 的 特征 标 为 

E 80C, 3C, 60, 04， 

3 0 -1 1 1 


现在 假定 该 系统 受到 对 称 性 为 C: 的 微 扰 ( 它 的 三 阶 轴 和 7。 群 的 一 个 三 阶 轴 重 
合 ). 这 个 简 并 能 级 的 三 个 波 函 数 给 出 了 C:。 群 ( 它 是 ZT, 群 的 一 个 子 群 ) 的 一 个 
表示 ,并且 这 个 表示 的 特征 标 就 等 于 了, 群 的 原来 表示 中 同样 元 所 具有 的 特征 
标 , 亦 即 


3 0 1 
但 是 这 个 表示 是 可 约 的 . 知道 了 C;, 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标 后 ,根据 一 般 规则 


@ 严格 讲 来 , 实 的 特征 标 ( 即 复 共 亏 表示 为 等 价 表示 时 ) 并 不 是 群 表示 的 基 酉 数 能 选 成 实 沙 数 的 充 
分 条 件 , 但 对 点 群 的 不 可 约 表示 而 言 却 是 充分 的 (并 不 是 对 “ 双 值 "点 群 而 言 , 见 8$ 99)， 

@ 例如 晶 格 中 上 4 壳 层 和 壳 层 的 离子 能 级 , 它 和 周围 原子 的 作用 很 弱 . 这 种 情形 下 的 微 扰 就 是 其 余 
原子 作用 在 该 离子 上 的 电场 (外 场 ). 

@@ ”如果 对 称 群 五 是 群 G 的 子 群 ,我 们 就 说 HH 的 对 称 性 较 低 而 G 的 对 称 性 较 高 . 如 果 算 符 中 一 项 具 
有 G 的 对 称 性 另 一 项 具有 吾 的 对 称 性 ,显然 两 项 之 和 具有 较 低 的 对 称 性 即 H 的 对 称 性 ， 


”350 ， 第 十 二 章 。” 对称 性 理论 


(94. 16) ,很 易 把 以 上 表示 分 解 成 不 可 约 表示 . 结果 发 现 它 可 以 分 解 成 C;, 群 的 
4, 表 示 和 表示 . 因此 三 重 简 并 能 级 ,就 分 裂 成 为 一 个 无 简 并 能 级 4, 和 一 个 双 
重 简 并 能 级 E. 如 果 原 来 的 系统 受到 的 是 具有 对 称 性 C,,( 它 也 是 群 7, 的 一 个 子 
群 ) 的 微 扰 , 则 能 级 ,的 三 个 波 卫 数 所 给 出 的 表示 就 具有 以 下 的 特征 标 


E Cs 0o, o", 

3 -1 1 1 
把 这 个 表示 分 解 成 不 可 约 成 分 ,结果 发 现 它 含 有 表示 4, ,B, ,8B,. 因此 这 种 情形 
下 能 级 分裂 成 三 个 无 简 并 的 能 级 . 
$97 矩阵 元 的 选择 定 则 


群 论 不 但 能 给 出 任 一 对 称 物理 系统 的 能 级 分 类 ,而 且 还 能 给 出 一 个 简单 方 
法 ,用 来 求 出 该 系统 各 种 物理 量 和 矩阵 元 的 选择 定 则 . 

这 个 方法 是 以 下 面 的 普遍 定理 为 基础 的 . 设 y!* 为 对 称 群 的 一 个 不 可 约 表 
示 ( 非 单位 表示 ) 的 一 个 基 范 数 . 这 个 函数 对 整个 空间 @ 积 分 等 于 堆 : 


| wa =0 (97.1) 


上 和 式 的 证 明基 于 这 样 的 事实 ,一 个 延 及 整个 空间 的 积分 ,对 坐标 系 的 任意 变换 包 
括 任意 的 对 称 变换 在 内 都 是 不 变 的 . 因此 有 


| yi dg = | Gy'® dg = | > Ci Yi™ dg, 
将 上 式 对 所 有 的 群 元 求 和 ,结果 式 左 的 积分 增加 了 8 倍 (&g 是 该 群 的 阶 ) ,我 
们 有 : 
g | pj: dg = 2 | ys" > Ci dg. 
但 是 对 任 一 不 可 约 表 示 ( 不 是 单位 表示 ) 讲 来 ,我 们 有 恒等式 > Gw =0[ 此 式 
是 正 交 关系 (94.7) 中 一 个 不 可 约 表示 等 于 单位 表示 时 的 特例 ]. 于 是 定理 得 证 . 
如 果 少 是 属于 群 的 某 一 可 约 表示 的 一 个 基 函 数 , 则 积分 | ydg 将 等 于 零 , 除 


非 这 个 可 约 表示 中 含有 单位 表示 . 这 个 定理 是 前 一 定理 的 直接 推论 . 
物理 量 f 的 矩阵 元 由 下 列 积分 给 出 : 


(Bk lflai) = {yr fy dg, (97.2) 
式 中 的 指标 a 和 8 区 分 该 系统 的 不 同 能 级 ,下 标 i,k 是 属于 同一 简 并 能 级 的 各 


QD 是 指 该 物理 系统 的 位 形 空间 . 
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个 波 函 数 @ 的 编号 . 由 函数 组 ”和 给 出 的 该 系统 对 称 群 的 两 个 不 可 约 表 
示 ,我 们 分 别 记 作 D4” 和 D4@) ,与 量 f 的 对 称 性 相对 应 的 群 的 表示 记 作 了 ,这 个 


表示 取决 于 f 的 张 量 特性 . 例如 , 当 f 为 真 标 量 时 , 它 的 算 符 f 对 所 有 的 对 称 变换 
保持 不 变 , 则 D/ 为 单位 表示 . 如 果 为 厦 标 量 而 群 中 只 含 对 称 轴 时 ,这 一 结论 仍 
成 立 . 但 当 群 中 还 含有 反射 时 ,D, 便 不 再 是 单位 表示 ,虽然 它 的 维 数 等 于 1. 如 果 
f 是 一 个 矢量 , 则 D, 是 由 三 个 矢量 分 量 进行 线性 变换 所 给 出 的 一 个 表示 ,这 个 表 
示 对 极 矢量 和 轴 矢 量 而 言 一 般 是 不 同 的 . 

乘积 yw!" 给 出 一 个 直 积 表示 D@D,@D'*. 仅 当 这 个 表示 包含 单位 
表示 时 ,也 就 是 直 积 DA @D( 中 包含 忆 时 ,矩阵 元 才 不 等 于 零 . 实用 上 ,更 为 方 
便 的 办 法 是 把 D'*@D, 分 解 为 不 可 约 成 分 , 它 可 立刻 给 出 跃迁 矩阵 元 (从 了” 型 
的 初 态 出 发 ) 不 等 于 零 的 所 有 各 种 De 型 的 末 态 . 

在 标量 的 最 简单 情形 下 ,D, 为 单位 表示 ,由 此 可 以 立刻 知道 , 仅 当初 末 态 为 
同一 类 型 时 矩阵 元 才 不 等 于 零 : 两 个 不 同 的 不 可 约 表示 的 直 积 D'”@D” 中 不 
含 单位 表示 ,可 是 一 个 不 可 约 表示 和 其 自身 的 直 积 中 总 是 含有 单位 表示 . 这 是 定 
理 的 最 普遍 说 法 , 它 的 特例 我 们 早已 碰 到 过 . 

对 能 量 为 对 角 的 和 矩阵 元 ,也 就 是 属于 同一 谱 项 的 各 个 态 之 间 的 牙 迁 矩阵 元 
(不 是 属于 类 型 相同 但 谱 项 不 同 的 两 个 态 之 间 的 牙 迁 矩阵 元 ) ,需要 作 特 殊 的 处 
理 . 这 种 情形 下 我 们 不 是 有 两 组 不 同 的 函数 而 是 只 有 一 组 函数 J ,yy!””,…. 我 
们 要 用 不 同 的 方法 求 出 它 的 选择 定 则 , 它 依赖 于 量 f 在 时 间 反 演 下 的 行为 . 

我 们 来 考虑 一 个 由 波 函 数 峭 = cwyi” 所 描述 的 态 . 此 态 中 了 的 平均 值 由 下 
列 求 和 式 给 出 : 

f 一 > cx ci(ak floi). 
在 复 共 斩 波 函 数 尔 ”= ei yi” 所 描述 的 态 中 ,我 们 有 
f= 2 cc? (ak |flai) = 2 cicr ai [flak), 


如 果 f 对 时 间 反 演 不 变 , 这 两 个 态 不 但 属于 同一 能 级 而 且 还 有 相同 的 f 值 . 由 于 
系数 c, 是 任意 的 ,这 意味 着 

(ak |flai> = (ail|flak), 
因此 ,为 了 求 出 选择 定 则 ,我 们 不 需 考虑 整个 直 积 DP'”@D'” ,而 只 需 考虑 它 的 


电 ” 当 我 们 采用 "物理 上 不 可 约 " 的 表示 时 ,由 于 基 函 数 总 可 取 成 实 函数 ,我 们 在 (97.2) 式 中 不 再 区 
分 波 咬 数 及 其 复 共 轿 函 数 . 
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对 称 部 分 [D“*”?] ,只 要 [D“*”] 中 含有 Dj, 就 有 非 零 矩 阵 元 0. 
但 当 f 在 时 间 反 演 下 变 号 时 ,从 由 变 到 y' 必 随 之 有 了 的 变 号 . 从 而 用 同一 
方法 可 得 
(ak |flaiy = - (ailflak), 
在 此 情形 下 ,选择 定 则 是 由 直 积 的 反对 称 部 分 {D'"?} 确 定 的 . 


习 题 


1， 当 存 在 对 称 O 时 , 求 电 纸 d 和 磁 和 天 凡 的 矩阵 元 选择 定 则 . 
解 : 群 0O 不 含 反 射 ,因此 极 矢 d 和 轴 矢 J 按 同 一 不 可 约 表示 术 变换 . 和 群 
FA,=F,, F,®A,=F,, FIOE=F, +h,, 
FF =A +E+F, +F,, FOF,=A,+E+F +h,. | 
因此 不 等 于 零 的 (能 量 ) 非 对 角 元 为 下 列 跃迁 : 
FA, E, F,, F,; Fh,, E, F,. 
群 O 的 不 可 约 表 示 的 对 称 和 反对 称 乘 积 为 
[A1] =[42] =A., [E]=A, +E, [Fi] =[F2] =4 +E+F,, pa 
{E }=4,, {F1}={F}=F,. | 
对 称 乘 积 中 不 含 下 ,因此 和 拓 量 @( 时 间 反 演 不 变 ) 没 有 (能 量 的 ) 对 角 元 . 磁 短 在 
时 间 反 演 下 变 号 ,对 玉 和, 态 有 对 角 元 . 
2. 同 题 1 ,但 为 对 称 DD,,. 
解 :D,, 群 中 和 拓 醒 dg 和 HM 具有 不 同 的 变换 规律 : 
d,,d,~E,, d,~A,, 


(1) 


bs» py ~ E,, bs: ~ A,,. 
本 题 及 下 面 的 题 中 ,记号 ~ 代表 “ 按 某 个 表示 变换 " .我们 有 
EA 一 E.A,, =E,, EA =E.04,, =E,, 
EE, =4,, + 4,, +E,, EOE, =4i +A,, +E,. | 
因此 d,,d, 的 非 对 角 算 阵 元 中 ,不 等 于 零 的 有 跃迁 E, 呈 Al ,hy ,EE,,E,A,, ,4,,. 
同 法 求 得 下 列 选择 定 则 
d,: A .Ah,.; A, .Al,; bb.,; 
Kx sty : EoA,, ,A,, sb EA,,A,,,E,; 


(3) 


Kh,: A mA,,; Al, A,; 下 + 天 Eobk,. 


@ 乘积 [ D'“”?] 中 总 是 含有 单位 表示 ,所 以 标量 的 对 角 元 ( 以 及 初 末 态 类 型 相同 的 非 对 角 元 ) 不 等 
于 零 . 
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DD;, 群 不 可 约 表 示 的 对 称 和 反对 称 乘积 为 
[41] =[A1,] =[42] =[h2,] =4， 
[ 及] =[E] =E, | 
我 们 看 到 对 于 巡 的 分 量 ,不 存在 (能 量 的 ) 对 角 元 ;对 于 和 失 量 严 在 已 或 已 型 简 并 
能 级 的 各 态 之 间 存 在 着 几 的 对 角 元 . 
3， 当 存在 对 称 O 时 , 求 电 四 极 矩 张 量 0 的 矩阵 元 选择 定 则 ， 
解 :对 群 O 而 言 , 张 量 0a( 是 一 个 对 称 张 量 并 且 0 之 和 等 于 零 ) 的 各 个 分 
量 按 以 下 规则 变换 : 
0.，0.， Qs ~ Fs, Qs teQ, te Qs, 0,, +e 0,, +eQ,.~E 


CY 


(4) 


(e=e 
把 ,正和 群 O 的 所 有 表示 的 直 积 进行 分 解 后 ,可 得 非 对 角 元 的 下 列 选择 定 则 : 
CO.0: FIA Fi FeA,E,F,F,; 
CO. ,0，,0.: ERDA AE; FeoF,F,; FoF,. 
对 角 元 存在 于 下 列 态 中 (可 从 (2) 看 出 ) : 
Qs QQ: Pi, Fk,, 
Q. ,OO-: E,F, ,F>-. 
4. 同 题 3, 但 为 对 称 DD,,. 
解 :对 群 DD 而 言 ,分 量 Qa 的 变换 规律 为 
Qs ~Ais; OQ -OQy, Oo ~ Es; 0 Os ~ E, 
Q@.。 具 有 标量 的 行为 . 把 已 和 和 群 万 ;。 的 所 有 表示 的 直 积 进行 分 解 后 ,可 得 0 其 余 
分 量 的 非 对 角 元 选择 定 则 : 
EA ,A ,bE,; E mA, ,A,,,b,. 
只 有 对 入, 的 态 , 对 角 元 才 是 非 零 的 [可 从 (4) 式 看 出 ]. 
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除了 $ 93 中 历数 的 各 种 有 限 点 群 外 ,还 存在 着 群 元 个 数 为 无 限 的 连续 点 
群 . 这 就 是 轴 对 称 群 和 球 对 称 群 . 

最 简单 的 轴 对 称 群 是 C。 群 , 它 含 有 绕 对 称 轴 旋 转 任 意 角 wp 的 C(9) 元 , 称 
为 两 维 旋转 群 . 这 个 群 可 以 看 作 C, 群 当 n 一 % 时 的 极限 情形 . 同 理 ,作为 Cw， 
C,,,D,,D,, 等 群 的 极限 ,我 们 有 C。;,C。,,D。,D.; 等 连续 群 . 

具有 轴 对 称 性 的 分 子 只 能 是 由 位 于 同一 直线 上 的 原子 所 组 成 . 如 果 它 对 该 
直线 的 中 点 并 不 对 称 , 它 的 点 群 就 是 C。, 群 , 群 中 除了 绕 轴 旋转 外 还 有 对 通过 该 
轴线 的 任 一 平面 的 反射 o,. 如 果 该 分 子 对 称 于 轴线 的 中 扣 , 它 的 反 群 就 是 D。， 
=C。,OC. 作为 分 子 的 对 称 群 ,Cs。,C。,D。 等 群 并 不 出 现 . 
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完全 球 对 称 的 群 含有 绕 通 过 中 心 的 任意 轴线 转 任意 角 的 旋转 元 ,还 含有 对 
通过 该 中 心 的 任意 平面 所 进行 的 反射 ,这 个 群 是 单个 原子 的 对 称 群 ,我们 把 它 记 
作 K,. 所 有 空间 旋转 所 组 成 的 群 K( 它 称 为 三 维 旋转 群 或 简称 为 旋转 群 ) 是 它 的 
一 个 子 群 . 群 K 中 加 进 一 个 对 称 中 心 后 即 得 群 K, (K, = K@C,). 

连续 群 的 各 个 元 可 以 用 一 个 或 几 个 取 连 续 值 的 参量 加 以 区 别 . 以 旋转 群 为 
例 , 它 的 参量 可 以 取 确 定 坐标 系 转动 的 三 个 欧 拉 角 . 

$ 92 中 所 讲 的 有 限 群 的 一 般 性 质 以 及 与 此 有 关 的 一 些 概念 ( 子 群 , 共 配 元 ， 
类 ,等 等 ) 可 以 直接 推广 到 连续 群 . 当然 ,与 群 的 阶 数 直接 有 关 的 那些 论述 (例如 
子 群 的 阶 可 以 除 尽 整 群 的 阶 ) 不 再 具有 意义 . 

C., 群 中 所 有 的 对 称 面 彼此 等 价 ,因此 所 有 反射 ,组 成 一 类 , 它 具 有 连续 的 
群 元 . 此 群 的 对 称 轴 是 一 个 双向 轴 , 因此 它 具 有 连续 的 共 罗 元 类 ,每 类 含有 
C (+ep) 两 个 元 , 群 D。 的 类 可 以 从 群 C。, 的 类 直接 求 出 ,因为 D。, =C.,@Ci. 

旋转 群 玉 中 所 有 的 轴 都 是 等 价 的 而 且 是 双向 的 ,因此 转角 绝对 值 |p| 相 同 
的 所 有 绕 任 意 轴 的 旋转 元 组 成 一 类 . 群 K, 的 类 可 以 从 群 K 的 类 直接 求 出 . 

表示 的 概念 ,可 约 和 不 可 约 等 也 能 立即 推广 到 连续 群 . 每 个 不 可 约 表示 含有 
无 穷 系 列 的 矩阵 ,但 是 相互 作 线 性 变换 的 基 范 数 的 数目 ( 即 该 表示 的 维 数 ) 仍 是 
有 限 的 . 这 套 基 函数 总 是 可 以 这 样 来 选择 ,使 得 该 表示 是 么 正 的 . 一 个 连续 群 的 
不 同 的 不 可 约 表示 的 数目 是 无 限 的 ,但 构成 离散 序列 , 即 它们 可 以 挨个 计数 . 对 
于 这 些 表示 的 矩阵 元 和 特征 标 ,也 存在 有 正 交 关系 ,它们 是 有 限 群 的 相应 关系 的 
推广 . (94.9) 式 现在 变 成 


fee “ar = 了 55u5u fare, (98.1) 
(94. 10) 式 改 为 
fx Cc)xm (6) dre =6%f dre- (98.2) 


这 些 公式 中 的 积分 称 为 群 上 的 不 变 积分 ,dr。 可 用 群 参量 的 微分 表 出 并 使 dr。 
对 该 群 的 任意 变换 保持 不 变 吃 . 例如 旋转 群 中 可 取 dre = sin Bdad8dy ,其 中 a,B 
和 是 定义 坐标 系 转动 的 三 个 欧 勒 角 ( 8 58) ,此 时 | dro =8T?， 


当 我 们 在 确定 总 角 动 量 的 本 征 值 和 本 征 函 数 时 ,实质 上 已 经 碰 到 过 三 维族 
转 群 的 不 可 约 表示 (没有 采用 群 论 的 术语 ). 角 动 量 的 三 个 分 量 算 符 ( 除 了 一 个 


QD ”这 里 所 讲 的 连续 群 不 可 约 表示 的 各 种 性 质 仅 当 积分 式 (98.1) 和 (98.2) 收 伍 时 才能 成 立 ,特别 是 
“群体 积 ”| dare 必须 有 限 , 这 个 条 件 对 连续 点 群 确 是 满足 的 (但 对 于 像 相 对 论 中 的 洛 仑 兹 群 , 它 就 不 满 
足 ). 
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常 因子 外 ) 就 是 无 限 小 旋转 算 符 巴 , 而 角 动 量 的 本 征 值 标志 了 其 波 函 数 的 空间 旋 
转 性 质 . 对 于 一 个 给 定 的 角 动量 值 , 有 +1 个 本 征 函 数 ya 与 之 相对 应 ,它们 
的 角 动 量 分 量 m 的 数值 不 同 但 同属 于 一 个 27+1 重 简 并 的 能 级 . 在 坐标 系 转动 
下 ,这 组 函数 变 成 它们 的 线性 组 合 , 从 而 给 出 了 旋转 群 的 一 个 不 可 约 表 示 . 因此 
从 群 论 的 观点 看 来 就 是 旋转 群 各 个 不 可 约 表示 的 编号 ,而 且 每 个 j 对 应 于 一 
个 2+1 维 表 示 ,j 值 可 取 整 数 和 半 整 数 ,因此 群 表示 的 维 数 27+1 可 取 所 有 的 整 
数值 1 ,2 ,3 ,…. 

这 些 表示 的 基 函 数 实质 上 已 在 $56 积 857 中 研究 过 , 群 表示 的 矩阵 见 
§ 58. 具有 给 定 了 值 的 一 个 表示 , 它 的 基 是 由 一 个 27 秩 对 称 旋 量 的 27+1 个 独立 
分 量 构 成 的 (等 价 于 +1 个 函数 小, ). 

旋转 群 中 7 值 为 半 整 数 的 不 可 约 表 示 有 一 重要 特性 . 它 的 基 函 数 ( 奇 数 秩 旋 
量 的 各 个 分 量 ) 转 动 2r 角 后 要 变 一 符号 ,可 是 2 的 转动 等 于 群 的 单位 元 ,由 此 
得 出 结论 ,7 值 为 半 整 数 的 表示 都 是 双 值 表示 :对 于 每 个 群 元 ( 绕 某 轴 转 p 角 ， 
0<g<27) ,该 表示 中 与 之 对 应 的 矩阵 不 是 一 个 而 是 两 个 ,这 两 个 矩阵 的 特征 标 
相差 一 个 符号 @. 

前 面 提 到 ,一 个 孤立 原子 具有 对 称 性 K, = 天 GCCi. 因此 从 群 论 观 点 看 ,每 个 
原子 谱 项 对 应 于 旋转 群 K 的 某 个 不 可 约 表示 (确定 原子 的 总 角 动 量 值 站 以 及 
C., 群 的 一 个 不 可 约 表示 (确定 态 的 字 称 ) 久 . 

当 把 原子 放 人 外 电场 时 , 它 的 能 级 分 裂 . 分 裂 能 级 的 数目 及 其 相应 状态 的 对 
称 性 质 可 用 $ 96 中 的 方法 来 确定 . 为 此 ,应 把 外 场 对 称 性 群 的 2J+1 维 表示 (由 
由 ju 水 数组 所 构成 ) 分 解 成 为 该 群 的 不 可 约 表 示 . 这 就 需要 事先 知道 yw 函数 组 
所 给 出 的 表示 的 特征 标 , 

由 于 同类 元 的 不 可 约 表示 特征 标 是 相同 的 ,我 们 只 和 需 考 虚 绕 z 轴 的 转动 就 
足够 了 ,我们 知道 , 绕 该 轴 转 w 角 后 波 函 数 风 jw 要 乘 以 e”“ ,M 是 角 动 量 沿 该 轴 的 
分 量 . 因此 函数 组 yh 的 变换 矩阵 是 对 角 的 ,其 特征 标 为 


wh J i ei(7+ 1)9 er 
MX (9) = >》 e ”= 一 -一 一 
M= -J 


e” -1 


(DD 数学 术语 中 ,这 些 算 符 就 是 旋转 群 的 生成 元 ， 

@@ 必须 指出 , 群 的 双 值 表示 不 能 算 作 真实 字义 下 的 表示 ,因为 它们 并 不 是 由 单 值 的 基 组 函数 给 出 
的 ;另外 见 $ 99. 

昌 此 外 ,原子 的 哈密 顿 量 对 电子 的 对 换 保持 不 变 . 在 非 相 对 论 近 似 下 ,坐标 波 明 数 和 自 旋 波 函 数 是 
可 分 离 的 ,我 们 就 有 坐标 函数 所 给 出 的 置换 群 的 各 种 表示 . 如 果 给 定 了 置换 群 的 不 可 约 表 示 ,原子 的 总 自 
旋 5S 就 被 确定 ($63). 但 当 计 及 相对 论 作 用 后 , 波 函 数 不 再 能 分 解 成 坐标 部 分 和 自 旋 部 分 . 粒子 坐标 和 自 
旋 同 时 对 换 的 对 称 性 ,不 能 用 来 标志 原子 谱 项 ,因为 泡 利 原 理 只 允许 总 流沙 数 对 所 有 电子 为 反对 称 . 这 一 
事实 与 计 及 相对 论 效应 后 自 旋 严格 讲 来 不 再 守恒 相 一 致 ,这 时 只 有 总 角 动 量 了 是 守恒 的 . 
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或 @ 
in 
Xx" (9) es a ha (98.3) 
sin 了 
对 于 反 演 1,M 值 不 同 的 函数 炙 w 具 有 相同 的 行为 ,全 都 是 乘 以 +1 或 -1, 视 
原子 态 的 偶 或 奇 而 定 . 故 其 特征 标 为 
x (71) = +(2J+1). (98.4) 
最 后 , 按 下 列 公式 可 以 算出 对 er 面 反 射 以 及 旋转 -反射 p 角 的 特征 标 : 
o=1C,, S($) =IC(m + 09). 
让 我 们 再 来 考虑 一 下 轴 对 称 群 C,, 的 不 可 约 表示 . 当 我 们 确定 具有 对 称 性 
C。, 的 双 原 子 分子 ( 即 由 不 同 原子 组 成 的 分 子 ) 的 电子 谱 项 分 类 时 ,实际 上 已 经 
把 这 个 问题 解决 了 . 该 处 的 0 和 0 两 个 谱 项 (2 =0) 对 应 于 两 个 一 维 不 可 约 表 
示 : 单 位 表示 4, 和 表示 4, ,4: 的 基 函 数 对 所 有 旋转 保持 不 变 但 对 o, 平 面 的 反射 
变 一 符号 . 2 = 1,2,… 的 双重 简 并 谱 项 对 应 于 各 个 二 维 表 示 , 分 别 记 作 EE,， 
E,,…. 两 个 基 函 数 在 绕 轴 转 过 9 角 后 要 乘 以 e*“ ,而 在 o, 面 的 反射 中 两 者 相互 
变换 . 这 些 表 示 的 特征 标 为 


Cs E 2C( 9@) %o, 


(98.5) 





群 D,; =C。, 的 C; 的 不 可 约 表 示 可 从 群 C。, 的 直接 得 到 (对 应 于 原子 核 相同 
的 双 原 子 分 子 的 谱 项 分 类 ). 

如 果 人 2 取 半 整数 值 ,函数 e*“ 给 出 群 C。, 的 不 可 约 双 值 表示 ,它们 对 应 于 
自 旋 为 半 整 数 的 分 子 的 谱 项 包 , 


QD 为 避免 误解 ,我们 强调 指出 ,此 式 中 所 用 的 不 是 欧 拉 角 而 是 欧 拉 角 以 外 的 群 元 的 另 一 种 参量 化 : 
变换 现在 是 由 转轴 方向 及 绕 此 轴 的 转角 所 标志 , 可 以 证 明 , 采 用 这 组 参量 后 , (98.2) 式 应 对 2(1 - 
cos g) dpdo 积 分 ,do 是 转轴 方向 的 立体 角 元 . 

四 与 三 维 旋 转 群 的 结果 不 同 ,在 这 里 可 以 适当 挑选 人 的 分 数值 ,不 但 可 得 单 值 各 双 值 表示 ,而 且 还 
可 有 三 值 或 更 多 值 的 表示 . 但 由 于 角 动 量 是 无 限 小 旋转 算 符 , 它 在 物理 上 人 允许 的 本 征 值 仍 由 上 述 三 维 旋 
转 群 的 表示 所 确定 . 因此 ,二 维 旋转 群 (以 及 任 一 有 限 对 称 群 ) 的 三 值 (或 更 多 值 ) 表 示 从 数学 上 来 讲 虽 然 
是 肯定 的 但 是 没有 物理 意义 . 
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自 旋 为 半 整 数 的 态 ( 因 而 总 角 动 量 为 半 整 数 ) ,对 应 于 该 系统 对 称 点 群 的 一 
个 双 值 表示 . 这 是 旋 量 的 一 个 普遍 特性 ,因此 对 连续 点 群 和 有 限 点 群 都 能 成 立 . 
这 就 产生 了 寻求 有 限 点 群 的 不 可 约 双 值 表示 的 必要 性 . 

前 面 讲 过 , 双 值 表示 实际 上 不 是 一 个 真正 的 群 表示 ,特别 是 $94 中 所 讲 的 
公式 对 它们 并 不 适用 ,那些 公式 中 所 讲 的 所 有 不 可 约 表 示 [ 例 如 (94. 17 ) 式 中 的 
所 有 不 可 约 表示 的 维 数 平方 和 ] 只 是 指 单 值 的 真正 表示 . 

为 了 求 得 双 值 表示 ,最 好 采用 以 下 的 技巧 (H. A. Bethe,1929). 我 们 纯 形 式 
地 在 群 中 引入 一 个 新 元 ( 记 作 0), 它 代表 绕 任 意 轴 旋 转 2m 角 但 并 不 等 于 单位 
元 EE, 它 的 平方 才 等 于 :0 =E. 因此 , 绕 n 阶 对 称 轴 的 旋转 C, 仅 当 连 续 施 行 2n 
次 (而 不 是 n 次) 后 才能 给 出 恒 等 变 换 : 

C*=0, C™”=E,. (99.1) 

反 演 了 是 一 个 与 所 有 旋转 都 对 易 的 元 , 它 应 该 和 以 前 一 样 连续 施行 两 次 后 
等 于 E. 但 是 对 一 个 平面 的 两 次 反射 并 不 等 于 而 等 于 0: 

go =0, ogo =E. (99.2) 
这 是 因为 反射 可 以 写成 oc; = 1C, 的 形式 . 结果 所 得 的 一 组 元 组 成 了 某 个 虚构 的 
对 称 点 群 , 它 的 阶 数 等 于 原来 群 的 两 倍 . 我 们 把 这 种 群 称 为 双 点 群 . 实际 点 群 的 
双 值 表示 显然 就 是 所 对 应 双 群 的 单 值 表示 ,因此 可 用 通常 方法 求 出 . 

双 群 的 类 数 大 于 原来 群 (但 不 一 定 等 于 它 的 两 倍 ). Q 元 和 群 中 所 有 其 它 元 
都 是 对 易 的 下 ,因此 自 成 一 类 . 如 果 对 称 轴 是 双向 轴 , 则 双 群 中 的 元 6 就 和 元 
C2… = QC** 相 共 轿 . 因此 , 当 有 二 阶 轴 存 在 时 ,元 的 分 类 也 要 看 这 些 轴 是 不 是 
双向 轴 ( 这 一 点 在 普通 的 点 群 中 并 不 重要 ,因为 C; 和 逆 旋 转 C， 相 等). 

举例 来 讲 ,7 群 的 二 阶 轴 都 是 等 价 的 而 且 都 是 双向 轴 , 它 的 三 阶 轴 都 是 等 价 
的 但 都 不 是 双向 轴 . 因此 双 群 7'@ 中 的 24 个 元 分 成 以 下 七 类 :已 ,0 ,三 个 旋转 C。 
和 三 个 C,0 所 组 成 的 一 类 ,以 及 4C;,4C? ,4C;0,4C20 四 个 类 . 

一 个 双 点 群 的 不 可 约 表示 首先 含有 原点 群 的 各 个 单 值 表 示 ( 此 时 的 Q 和 五 
都 对 应 于 单位 矩阵 ) ,其 次 就 是 原点 群 的 各 双 值 表示 ,此 时 的 元 8 对 应 于 一 个 负 
的 单位 矩阵 . 现在 我 们 感 兴趣 的 只 是 后 一 种 表示 . 

双 群 C', (n=1,2,3,4,6) 和 5 与 原 群 一 样 都 是 循环 群 @. 它们 的 不 可 约 表 
示 都 是 一 维 的 ,可 以 用 $95 的 方法 毫 无 困难 地 求 出 来 . 


Q@@ ”对 旋转 和 反 演 这 是 显然 的 ,对 于 平面 反射 ,由 于 它 能 表 成 反 演 和 旋转 的 乘积 形式 ,因此 也 和 Q 对 易 . 
四 我 们 在 普通 点 群 上 加 一 撤 号 代表 双 群 . 
@ Si= Ci!,S=Ci, 其 中 含有 反 演 7 它们 是 阿 贝 尔 群 但 不 是 循环 群 . 
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群 D',( 或 者 和 它 同 构 的 群 C',,) 的 各 个 不 可 约 表示 可 以 应 用 与 单 群 相同 的 
方法 求 出 . 这 些 表 示 是 由 e*“ 形 式 的 函数 给 出 的 ,p 是 绕 n 阶 轴 的 转角 ,k 可 取 
各 半 整 数值 (整数 值 对 应 于 普通 的 单 值 表示 ). 绕 二 阶 水 平 轴 旋 转 后 这 两 个 函数 
相互 对 调 ,旋转 C, 后 它们 乘 以 e*"“. 

双 立 方 体 群 的 表示 比较 不 容易 求 出 .. 群 了 的 24 个 元 被 分 成 七 类 . 因此 共有 
七 个 不 可 约 表示 ,其 中 的 四 个 和 和 群 了 的 相同 . 其 余 三 个 表示 的 维 数 平方 和 必 等 
于 12, 由 此 可 知 它们 都 是 二 维 的 . 由 于 C6, 和 C,0 属于 同类 , 故 有 X(C:) = 
X(C20) = -Xx(C,) ,因此 这 三 个 表示 中 都 有 x(C,) =0. 其 次 ,这 三 个 表示 中 至 少 
有 一 个 是 实 表 示 ,因为 复 表示 只 能 以 共 斩 方 式 成 对 地 出 现 . 我 们 来 考虑 这 个 实 表 
示 ,并 且 假 定 6; 元 的 矩阵 已 经 化 成 对 角形 式 ( 设 对 角 元 为 cl ,a,). 由 于 Ci; = 0， 
故 有 al =az = -1. 为 了 使 XY(C,) = al + 等 于 实数 ,必须 令 al = e™,a, = 
e .结果 得 X(C:) =1x(C3) =ar+oas = -1. 由 此 我 们 找到 了 一 个 表示 . 比较 
它 和 群 7 的 两 个 一 维 复 共 斩 表 示 的 直 积 , 即 可 求 出 其 它 两 个 表示 . 

应 用 同样 的 方法 可 以 求 出 群 0' 的 表示 ,我 们 不 在 这 里 细 讲 了 . 表 8 给 出 了 
上 述 各 种 双 群 表示 的 特征 标 . 只 给 出 了 普通 点 群 的 双 值 表示 . 与 这 些 双 群 同 构 的 
群 具 有 同样 的 表示 . 

其 它 的 点 群 或 者 和 表 中 的 点 群 同 构 或 者 等 于 这 些 群 和 群 C, 的 直 积 ,因此 它 
们 的 表示 无 需 特殊 计算 . 

与 通常 表示 的 理由 一 样 ,两 个 复 共 轿 双 值 表 示 应 从 物理 上 看 成 一 个 维 数 加 
倍 的 不 可 约 表 示 . 即使 是 对 特征 标 为 实数 的 两 个 一 维 双 值 表示 ,也 应 该 配 成 一 
对 . 这 是 因为 ( 见 860) , 自 旋 为 半 整 数 的 系统 中 复 共 斩 的 波 函 数 是 线性 独立 的 . 
如 果 我 们 有 一 个 实 特征 标的 一 维 双 值 表示 (由 某 个 函数 yy 所 给 出 ) ,那么 由 的 
复 共 恩 函 数 "也 将 按 等 价 表示 变换 ,尽管 我 们 知道 y 和 ww 是 线性 独立 的 . 另 
一 方面 ,两 个 相互 复 共 配 的 波 函 数 必 属于 同一 能 级 ,由 此 可 见 ,物理 应 用 中 这 个 
表示 必须 加 售 . 

表 8 点 群 的 双 值 表示 


CGC Cn CWO 
D, E 0 s) (7) 3) 
CO C70 Cc? 0 
E 2 -2 0 0 0 
D 0 3 6 3U, 3U,0 
3 E 2 2 
CGO C0 


@ 这 样 的 表示 可 以 在 " 为 奇数 的 C", 群 中 找到 , 它 的 特征 标 为 YX(C*) =( -1)" 
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续 表 
1 -1 -1 1 i —L 
E’ 
1 一 一 1 —E 1 
五。 2 本 1 | 0 0 
D’ E 0 Ca C, Ca Ge Cs 30, 30, 
CO GO CGO GO C0 300 3020 
5 |2 SS 0 1 Sl 3 - 0 0 
E', |2 -2 0 1 -1 -A ff 0 0 
五 3 2 一 人 0 一 2 2 0 0 0 0 
C. C 2U. 277 
D E 0 2 4 4 2 . 
CQ G0 CQ 20.0 2U',0 
BE， |2 -2 0 2 -i 0 0 
E, |2 -2 0 -i ff 0 0 
E 4C, 4C 4CG0 4C0 有 
了 
0 3 3 3 3 3C,0 
E' 2 一 2 1 一 一 1 1 0 
ec 2 一 2 € _e —€ er 0 
2 -2 e —€ -_e’ E 0 
4C, 4 3 3C 3G 60， 
0 |E 0 


4G0 400 3C0 3C0 3C0 6C,0 

E'’ |2 =2 1 -1 0 i -J 0 

E’ |2 -2 1 -1 0 = /i 0 

6C' |4 -4 -1 1 0 0 0 0 

§97 中 关于 寻求 各 种 物理 量 f 的 矩阵 元 选择 定 则 的 方法 , 它 的 全 部 讨论 对 
自 旋 为 半 整 数 的 系统 仍然 成 立 , 只 是 对 能 量 而 言 的 对 角 和 矩阵 元 有 所 例外 ,重复 
$ 97 末 的 分 析 但 用 (60.2) 和 (60.3) 式 ,我 们 发 现 , 如 果 量 在 时 间 反 演 下 是 偶 
的 或 奇 的 ,在 求 其 选择 定 则 时 ,我 们 必须 采用 D'” 表示 本 身 的 反对 称 积 {1D | 
和 对 称 积 [D'*”] ,这 和 $97 中 所 讲 的 自 旋 为 整数 的 系统 的 选择 定 则 相反 中 . 


习 题 
一 个 原子 处 于 具有 立方 对 称 性 O 的 场 中 四 , 求 其 能 级 (总 角 动 量 值 给 定 为 
@ 应 用 这 些 定 则 时 应 该 注意 到 ,对 于 双 值 表示 ,单位 表示 不 是 在 它 的 对 称 乘 积 中 而 是 在 它 的 反对 
称 乘积 中 . 对 二 维 的 双 值 表示 来 讲 , 反 对 称 乘积 {1D4“)2 上 正好 就 是 单位 表示 - 


@@ 例如 ,所 讲 的 可 以 是 指 晶 格 中 的 原子 .注意 本 题 中 外 场 的 对 称 群 是 否 存 在 对 称 中心 是 无 关 紧 要 
的 ,因为 波 函 数 的 反 演 性 质 ( 该 能 级 的 宇 称 ) 与 角 动 量 J 了 无关- 
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站 分裂. 

解 : 角 动量 J 相 同 而 MI 值 不 同 的 一 组 原子 态 波 函 数 给 出 了 O 群 的 一 个 2J 
+1 维 可 约 表 示 , 它 的 特征 标 由 (98.3) 式 给 出 . 把 这 个 表示 分 解 成 不 可 约 表 示 (J 
为 整数 时 是 单 值 的 ,了 为 半 整 数 时 是 双 值 的 ) , 即 可 求 出 能 级 分 裂 ( 见 8$896). 下 面 
列举 前 几 个 了 值 的 不 可 约 成 分 : 
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群 论 应 用 于 多 原子 分 子 ,首先 解决 的 是 电子 谱 项 的 分 类 问题 ,也 就 是 原子 核 
位 置 给 定 后 的 能 级 分 类 问题 . 它们 是 按 原子 核 位 形 的 对 称 点 群 的 不 可 约 表示 分 
类 的 . 但 是 我 们 必须 强调 一 个 明显 的 事实 ,这 样 求 得 的 分 类 结果 是 对 一 定 的 原子 
核 位 形 而 言 的 ,因为 原子 核 移 位 后 这 样 的 位 形 对 称 性 就 要 遭 到 破坏 . 我 们 通常 所 
讲 的 位 形 都 是 指 原子 核 处 于 平衡 位 置 时 的 位 形 . 这 种 情形 下 求 出 的 分 类 结果 即 
使 当 原 子 核发 生 小 振动 时 仍 继续 具有 一 定 的 意义 ,但 当 振动 不 能 再 认为 很 小 时 ， 

这 个 问题 在 双 原 子 分 子 中 并 不 出 现 , 因 为 它 在 原子 核 的 任意 位 移 下 仍 能 保 
持 它 的 轴 对 称 性 . 对 于 三 原子 分 子 也 发 生 类 似 的 情形 . 它 的 三 个 原子 核 总 是 处 于 
一 平面 内 ,这 个 面 就 是 这 个 分 子 的 一 个 对 称 面 . 因此 三 原子 分 子 的 电子 谱 项 永远 
能 用 这 个 平面 进行 分 类 ( 波 函数 对 这 个 平面 的 反射 为 对 称 或 反对 称 ) 

对 于 多 原子 分 子 的 基态 电子 谱 项 ,存在 着 一 个 经 验 规则 ,根据 这 个 规则 绝 大 
多 数 分 子 的 基态 电子 波 函 数 是 全 对 称 的 (对 于 双 原 子 分 子 , 这 个 规则 已 经 在 
$78 中 提 及 ). 换 句 话说 ,这 个 波 函 数 对 分 子 对 称 群 的 所 有 元 都 保持 不 变 ,也 就 
是 说 , 它 属 于 该 群 的 不 可 约 单 位 表示 . 

群 论 的 方法 对 分 子 振动 的 研究 特别 有 用 ( 卫 . P. Wigner,1930). 在 对 这 个 问 
题 进行 量子 力学 研究 之 前 ,必须 先 作 分 子 振动 的 纯 经 典 研究 ,这 种 纯 经 典 研 究 把 
分 子 看 作 是 由 许多 相互 作用 着 的 粒子 (原子 核 ) 所 组 成 的 一 个 经 典 系统 . 

根据 经 典 力学 ( 见 《 力 学 》$23, $24) ,粒子 数 为 NN 的 一 个 系统 (这 些 粒子 
不 在 一 直线 上 ) 具 有 3N -6 个 振动 自由 度 . 在 3N 个 总 自由 度 中 ,有 整个 系统 的 
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三 个 平 动 自由 度 和 整个 系统 的 三 个 转动 自由 度 吕 . 作 小 振动 的 多 粒子 系统 的 能 
量 表 式 可 以 写成 : 


E=3 5 ma 站 二 入 bawu (100.1) 
2 i 2 大 


式 中 的 mi ,hi 是 一 些 常 系数 ,wu 是 粒子 离开 平衡 位 置 的 位 移 和 失 量 分 量 ( 下 标 i,% 
既 标志 粒子 也 标志 矢量 分 量 ). 把 wu, 进行 适当 的 线性 变换 以 后 ,我 们 可 以 在 
(100. 1) 式 中 消去 整个 系统 的 平 动 和 转动 坐标 ,并 且 可 以 选取 这 样 的 振动 坐标 
系 ,使 得 (100. 1) 式 中 的 两 个 二 次 型 都 变 成 平方 和 . 再 对 这 些 振动 坐标 进行 归 一 
化 ,使 得 动能 表 式 中 的 所 有 系数 都 等 于 1 ,结果 就 得 以 下 形式 的 振动 能 量 : 


5 (100.2) 


振动 坐标 0., 称 为 简 正 坐 标 ;w。 是 相应 的 独立 振动 的 频率 . 有 可 能 发 生 几 个 
简 正 坐标 对 应 于 同一 个 频率 的 情形 ( 称 为 多 重 频率 ). 简 正 坐 标的 下 标 a 相当 于 
不 同 频率 的 编号 ,下 标 i(i=1,2,… ,f,) 则 为 属于 同一 频率 的 各 种 不 同 坐 标 编号 
(f. 称 为 该 频率 的 多 重度 ). 

(100.2) 式 的 分 子 能 量 必须 对 对 称 变换 保持 不 变 . 这 意味 着 简 正 坐标 组 
Qi=1,2,… ,f(a 为 给 定 ) 在 分 子 对 称 点 群 的 任 一 变换 下 相互 变换 ,并 使 平方 
和 》 02 保 持 不 变 . 换 句 话说 ,属于 同一 振动 频率 的 一 组 简 正 坐标 给 出 了 分 子 


对 称 群 的 一 个 不 可 约 表示 ,该 频率 的 多 重度 就 是 这 个 表示 的 维 数 . 这 个 表示 的 不 
可 约 性 ,与 $ 96 中 对 薛 定 刘 方 程 之 解 所 作 的 论证 相同 . 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表 
示 能 够 具有 相同 的 频率 ,这 是 极为 偶然 的 例外 . 需要 保留 的 例外 仍然 是 特征 标 为 
相互 复 共 罗 的 两 个 不 可 约 表示 . 由 于 简 正 坐标 的 物理 实质 ,它们 只 能 是 实 量 , 因 
此 两 个 相互 复 共 堪 的 表示 从 物理 上 讲 应 该 对 应 于 同一 本 征 频 率 而 具有 两 倍 的 多 
重度 . 

根据 以 上 这 些 考虑 ,我 们 可 以 不 必 具 体 求解 简 正 坐 标 这 个 复杂 问题 ,就 有 可 
能 对 分 子 的 各 种 本 征 振动 进行 分 类 . 为 此 ,必须 首先 求 出 (根据 下 面 描述 的 方 
法 ) 所 有 振动 坐标 合 在 一 起 所 给 出 的 表示 ,我 们 把 它 称 为 总 振动 表示 . 这 个 表示 
是 可 约 的 ,把 它 分 解 成 为 不 可 约 成 分 后 即 可 求 得 各 本 征 频 率 的 多 重度 以 及 各 相 
应 振动 的 对 称 性 质 . 同一 个 不 可 约 表示 有 可 能 在 这 个 总 表示 中 出 现 若干 次 ,这 就 
表明 存在 着 若干 个 不 同 的 频率 但 具有 相同 的 多 重度 和 相同 的 振动 对 称 性 . 

我 们 从 下 列 事实 出 发 寻求 这 个 总 表示 . 群 表示 的 特征 标 对 基 函 数 的 线性 变 
换 是 不 变 的 . 因此 我 们 可 以 不 用 简 正 坐标 为 基 函 数 来 计算 特征 标 ,而 用 原子 核 离 


Q@ ”如果 所 有 粒子 都 在 一 直线 上 ,振动 自由 度数 就 等 于 3NW -5( 这 种 情形 下 只 能 有 两 个 转动 自由 度 ， 
因为 线 型 分 子 的 绕 轴 自转 是 没有 意义 的 ). 
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开平 衡 位 置 的 位 移 矢 量 分 量 w, 作 为 基 薄 数 来 计算 这 个 总 表示 的 特征 标 . 
当 我 们 计算 点 群 中 某 一 元 G 的 特征 标 时 ,只 需 考虑 在 C 的 变换 下 保持 不 动 
(更 确切 地 说 ,保持 其 平衡 位 置 不 动 ) 的 那些 原子 核 . 因为 在 6 的 旋转 或 反射 下 ， 
如 果 原 子 核 1 变 到 了 相同 原子 核 2 原先 所 在 的 位 置 ,这 就 意味 着 G 的 操作 使 核 
1 的 位 移 变 成 了 核 2 的 位 移 . 换 甸 话说 ,Gs 和 矩阵 的 第 i 行 ( 对 应 于 该 原子 核 的 位 
移 wu,) 中 就 不 存在 对 角 和 矩阵 元 . 另 一 方面 ,在 G 的 操作 下 ,平衡 位 置 保持 不 变 的 
那些 原子 核 的 位 移 矢 量 分 量 只 能 变换 成 为 它们 自身 的 组 合 , 因 此 可 以 把 它们 和 
其 余 原 子 核 的 位 移 矢 量 区 分 开 来 考虑 . 
我 们 先 考虑 转角 为 g 的 绕 某 一 对 称 轴 的 旋转 C(q). 设 ,wu,,w, 是 某 原子 核 
的 位 移 矢 量 分 量 ,这 个 原子 核 的 平衡 位 置 正 好 在 对 称 轴 上 ,因而 不 受 旋转 C(e) 
的 影响 . 这 些 分 量 ,和 任 一 普通 矢量 ( 极 矢 量 ) 的 分 量 一 样 ,在 转动 下 是 按 以 下 公 
式 变 换 的 . (z 轴 为 对 称 轴 ) : 
ZL 。 = Lecos 9 +u,8in 9, 
& yy = -Lossin p +u,cos 9, 
2 = ,. 
它 的 特征 标 ,也 就 是 变换 矩阵 的 对 角 元 之 和 ,等 于 1 +2cos gp. 如 果 在 这 个 对 称 轴 
上 共有 Ne 个 原子 核 ,总 特征 标 就 等 于 
Ne(1+2cos 9)， (100.3) 
但 是 这 个 特征 标 是 对 应 于 所 有 3N 个 位 移 的 变换 ,因此 必须 从 中 分 离 出 整个 
分 子 的 平 动 和 转动 (小 转动 ) 变换 . 平 动 变换 是 由 分 子 质心 的 位 移 矢 量 上 U 确定 
的 , 它 的 特征 标 因 此 是 1 + 2cos 9%. 整个 分 子 的 转动 是 由 转角 矢量 502 确定 的 . 
矢量 802 是 一 个 轴 矢 量 . 但 是 对 坐标 系 的 旋转 而 言 , 轴 矢量 和 极 失 量 是 一 样 的 . 
因此 矢量 502 所 对 应 的 特征 标 也 是 1 +2cos 8. 总 计 起 来 ,(100. 3) 式 中 必须 减 去 
2(1 +2cos gp). 因此 在 总 振动 表示 中 旋转 C(8) 的 特征 标 X(C) 等 于 
XC)=(Nc -2)(1 +2co0s 9). (100.4) 
单位 元 的 特征 标 显然 等 于 总 的 振动 自由 度 :x(Ek) =3N -6( 可 从 Nc=N,p=0 的 
(100.4) 式 求 出 ). 
应 用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 算出 旋转 - 反射 变换 SCp)( 绕 z 轴 转 pg 角 再 对 
xy 平面 反射 一 次 ) 的 特征 标 . 此 时 每 一 矢量 按 下 列 公式 变换 : 
L& =uC0s 9 +u,sin 9, 


. 本 . 
u,= ~u,sin 9+ucos 90， 


中 大 家 知道 ,无 限 小 转角 可 以 看 作 一 个 矢量 502, 这 个 矢量 的 绝对 值 等 于 转角 . 它 的 方向 沿 着 按 右 
手 螺旋 法 则 规定 的 转轴 方向 . 这 样 定义 的 52 显然 是 一 个 轴 矢 量 . 
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它 所 对 应 的 特征 标 为 ( -1+2cos gp). 因此 在 3N 个 位 移 w, 所 给 出 的 表示 中 , 它 的 
特征 标 为 
Ns( -1 +2cos p)， (100.5) 
NN 是 在 操作 S(q) 下 保持 不 动 的 原子 核 数 ,这 个 数 显 然 只 能 等 于 0 或 1. 质心 的 
位 移 矢 量 U 对 应 于 特征 标 -1 +2cos g., 矢量 812 是 一 个 轴 矢 量 , 它 对 坐标 系 的 反 
演 保持 不 变 . 另 一 方面 ,旋转 -反射 变换 SC(p) 可 表 成 
S(g)=C(9)o, =C(op)CT=C(7 +o)! 
亦 即 旋 转 mn +9 角 后 再 来 一 次 反 演 . 所 以 对 矢量 502 来 讲 ,S(Cp) 的 特征 标 等 于 
C(T +9) 的 特征 标 , 也 就 是 等 于 1+2cos(T+wp) =1 -2cos wp. 因为 ( -1 +2co0s o) 
+(1 -2cos 8) =0, 所 以 (100.5) 式 就 是 总 表示 中 旋转 -反射 变换 SCp) 的 特征 
标 X(S) : 
X(S) =N( -1+2cos 0p) (100.6) 
特殊 情形 下 ,对 平面 反射 的 特征 标 (p =0) 为 X(o) =N,, 反 演 的 特征 标 (9 = T) 
为 x(7) = -3N,. 
这 样 求 出 了 总 振动 表示 的 特征 标 x 以 后 ,就 只 需 把 它 分 解 成 为 不 可 约 表示 ， 
应 用 (94. 16) 式 以 及 $95 中 所 给 的 特征 标 表 就 能 办 到 ( 见 本 节 例 题 )， 
线 型 分 子 的 振动 分 类 不 需要 应 用 群 论 . 总 的 振动 自由 度 是 3N -5. 其 中 必须 
把 两 类 振动 区 分 开 来 ,一 类 是 诸 原子 保持 在 一 直线 上 , 另 一 类 则 不 属于 这 种 情 
况 D.N 个 粒子 在 同一 直线 上 运动 时 的 自由 度 等 于 NN, 其 中 的 一 个 相当 于 整个 分 
子 的 平 动 自由 度 . 因此 诸 原 子 保持 在 一 直线 上 振动 的 简 正 坐 标 数 等 于 NN -1. 一 
般 讲 来 , 它 和 NN -1 个 不 同 的 本 征 频 率 相 对 应 . 其余 的 (3N -5) -(N-1) =2N - 
4 个 简 正 坐 标 , 相 当 于 破坏 分 子 共 线 的 各 种 振动 ,它们 与 N -2 个 不 同 的 双重 简 
并 频率 相对 应 名 (每 一 个 频率 有 两 个 简 正 坐标 ,分别 在 两 个 正 交 平面 中 作 同 样 的 
振动 ). 


习 题 
1. 试 求 NH, 分 子 (一 个 等 边 三 角 锥 ,原子 N 在 顶点 ,三 个 于 原子 在 底 角 , 见 
图 41 ) 简 正 振动 的 分 类 ， 
解 : 这 个 分 子 的 对 称 点 群 为 C,. 绕 三 阶 机 旋转 只 有 一 ss 
个 原子 (N) 不 动 ,对 o, 反 射 有 两 个 原子 不 动 (N 和 一 个 


H). 根据 (100.4),(100.6) 式 求 得 总 表示 的 特征 标 为 : 汪汪 


QD 如果 该 分 子 对 称 于 轴线 的 中 点 ,还 会 出 现 另 一 种 振动 特点 , 见 本 节 题 10. 
@ 应 用 C。, 群 不 可 约 表示 的 记号 ( 见 $98) ,我 们 可 以 说 ,有 VW-1 个 振动 是 4: 型 的 ,有 -2 个 振 
动 是 ,型 的 . 
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把 这 个 表示 分 解 为 不 可 约 成 分 ,结果 发 现 含 有 两 个 4 表示 和 两 个 已 表示 . 因此 
有 两 个 无 简 并 的 频率 对 应 于 两 个 4 型 的 振动 ,保持 着 该 分 子 的 全 部 对 称 性 ( 称 为 
完全 对 称 的 振动 ) ,还 有 两 个 双重 简 并 的 频率 ,它们 的 简 正 坐标 按 忆 表示 变换 . 

2， 同 题 1 ,但 为 H,0 分 子 ( 图 42). 


O 
a. SAN 人 NN 
H H 
图 42 


解 :对 称 群 为 C,,. C; 变 换 使 0 原子 保持 不 动 ,oa ,变换 时 (对 分 于 平面 的 反 
射 ) 三 个 原子 都 不 动 ,o ,反射 时 只 有 0 原子 不 动 . 总 振动 表示 的 特征 标 为 : 
E C, 0o, o", 
3 1 3 1 


这 个 表示 可 分 解 成 241,1B 不 可 约 表 示 , 也 就 是 说 ,存在 着 两 个 全 对 称 振动 和 一 
个 对 称 性 为 B| 表 示 的 振动 ,所 有 的 频率 都 是 无 简 并 的 . 图 42 中 画 出 了 三 个 相应 
的 简 正 振动 ， 
3， 同 题 1 ,但 分 子 为 CHClL, (图 43a). 
解 ; 分 子 对 称 群 为 Cs,. 用 同一 方法 我 们 求 得 三 个 4 型 的 全 对 称 振 动 和 三 个 
EE 型 的 双重 简 并 振动 . 
4. 同 题 1 ,但 分 子 为 CH,(C 原子 处 于 四 面体 的 中 心 ,四 个 日 原子 在 顶 角 ， 
图 43b). 
解 :分 子 对 称 群 为 T,, 振 动 为 14, ,1E ,2F,. 
5， 同 题 1 ,但 分 子 为 CoH (图 43c). 
解 : 分 子 对 称 群 为 Do. 振动 为 : 
24 .3 ds .1A 18.., 
1E,,, 3E,,, 4E,,, 2E,.. 
6. 同 题 1 ,但 分 子 为 OsF, (Os 原子 在 立方 体 的 中 心 ,F 原子 在 顶 角 上 ,图 
43d). 
解 : 分 子 对 称 群 为 0,. 振动 为 : 
14A1,,, 14,,, 1E,, 1E,, 2F,,, 2F,,, 2F,, 
7. 同 题 1. 但 为 UF 分 子 (U 原子 处 于 和 八 面体 中 心 ,F 原子 在 顶 角 上 ,图 


1B,,, 18,,, 3B,,, 


" 366. 第 十 三 章 ”多 原子 分 子 





43e). 
解 :分 子 对 称 群 为 0, ,振动 为 : 
1E,, 2F,,, 1F,, 1F,.. 
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8. 同 题 1 ,但 分 子 为 C,Hs( 图 43f). 
解 : 分 子 对 称 群 为 D,,. 振动 为 : 
34A1s, 141,, 24,,, 3E,, 3E,. 
9. 同 题 1 ,但 分 子 为 C,H,s( 图 43g; 所 有 原子 在 同一 平面 内 ). 
解 :分 子 对 称 群 为 D,,. 振动 为 : 
3A,.， 14，， 221， 1B.,, 28,，, 18,,， 2B,.. 

(所 取 的 坐标 轴 见 该 图 ). 

10. 同 题 1, 但 为 一 线 型 分 子 , 由 NN 个 原子 所 组 成 并 且 对 称 于 它 的 中 点 . 

解 :除了 本 节 所 讲 的 线 型 分 子 的 振动 分 类 外 ,还 需要 考虑 对 中 点 反 演 的 性 
质 .存在 着 两 种 不 同 的 情况 ,要 看 N 是 偶数 还 是 奇数 . 

如 果 NN 是 偶数 (N=2p) ,该 分 子 的 中 点 处 就 不 存在 原子 .给 出 了 该 分 子 半截 


$101 振动 能 级 . 367 . 


P 个 原子 沿 轴 线 的 独立 位 移 后 ,可 令 其 余 的 pp 个 原子 具有 与 前 者 相等 和 相反 的 
位 移 , 结 果 就 有 pp 个 振动 使 诸 原 子 保持 在 轴线 上 并 且 对 称 于 它 的 中 点 ,其 余 的 
(2p -1) -PP=p-1 个 共 线 振动 对 中 点 则 是 反对 称 的 .此 外 ,P 个 原子 不 处 于 同一 
直线 上 的 运动 自由 度 为 2p. 我 们 令 对 称 置 放 的 原子 具有 相等 和 相反 的 位 移 , 就 
得 到 2p 个 对 称 的 振动 ,但 在 其 中 必须 扣 掉 相当 于 分 子 转动 的 两 个 自由 度 . 因此 
共有 了 -1 个 双重 简 并 的 频率 使 得 原子 离 轴 振 动 并 且 对 称 于 它 的 中 点 ,其 余 
(2p -2)-(pP-1)=P-1 个 双重 简 并 频率 相当 于 对 中 点 反对 称 的 振动 . 应 用 
刀 。, 群 不 可 约 表示 的 名 称 ( 见 8$98 末 段 ) ,我 们 可 以 说 ,Al, 型 的 振动 有 pp 个 ,4h,， 
Ei,,Ei, 型 的 振动 各 有 pp -1 个 . 

如 果 入 是 奇数 (N=2p+1), 经 过 类 似 的 分 析 可 以 证 明 ,A,,,Al,,E1, 型 的 振 
动 各 有 pp 个 而 Ei, 型 的 振动 有 p 一 1 个 . 


$ 101 ”振动 能 级 
从 量子 力学 的 观点 看 来 ,分 子 的 振动 能 量 由 下 列 哈密 顿 量 的 本 征 值 所 确定 : 
fa fo 
"= > > 局 ,+ 5 o> 0 (101.1) 
式 中 的 户 , = -入 0- 是 简 正 坐 标 0。 所 对 应 的 动量 算 符 . 由 于 这 个 哈密 顿 量 可 
以 分 解 成 独立 项 ( 己 , +wz02) 之 和 , 它 的 能 级 就 可 以 表 成 下 列 求 和 式 ; 


Bo =h D>, wy (+ 二 ) = > hwo, (w+ 痉 )， (101.2) 
式 中 的 v。 = 》 v4,f. 是 频率 w。 的 多 重度 . 它 的 波 函数 等 于 相应 线性 谐振 子 波 
函数 的 乘积 : 





y= [| vw,, (101.3) 

y。 = 常数 xexp{ -65 0%) TT (cs06). (101.4) 

,代表 wv 阶 厄 米 多 项 式 ,c。= Mw。/i. 如 果 w。 中 存在 着 多 重 频率 ,振动 能 级 一 般 
讲 来 是 简 并 的 . (101.2) 式 中 的 能 量 仅 依赖 于 求 和 we = >， vw 因此 能 级 简 并 度 


等 于 用 ”次 成 一 组 给 定 "的 拼凑 方式 数 . 对 于 单个 ， 讲 来 ,拼凑 方式 数 为 @ 
(wv +f, -1)! 
vl (FT 


Q@ ”等 于 个 球 放 到 大 个 苗子 中 的 置 放 方 式 数 ， 
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因此 总 简 并 度 为 : 
(d=)! 
[] vl! (所 -11 
对 于 双重 简 并 的 频率 ,这 个 乘积 中 的 因子 等 于 v, +1, 三 重 简 并 频率 的 因子 则 为 
pa +1)(v. +2). 


必须 指出 的 是 ,以 上 的 简 并 度 仅仅 对 纯粹 的 谐振 动 才 成 立 . 当 我 们 在 哈密 顿 
量 中 考虑 了 简 正 坐标 的 更 高 次 苦 ( 非 谐振 动 ) 以 后 ,这 个 简 并 会 被 解除 ,即使 不 
是 完全 的 解除 (进一步 讨论 见 § 104). 

属于 同一 简 并 振动 谱 项 的 一 组 (101. 3) 式 的 波 函 数 ,给 出 了 分 子 对 称 群 的 
某 个 表示 (这 个 表示 一 般 是 可 约 的 ). 但 是 ,属于 不 同 频率 的 函数 组 是 相互 独立 
变换 的 . 因此 由 (101.3) 式 的 所 有 波 函 数 给 出 的 一 个 表示 ,等 于 由 (101.4) 式 的 
函数 组 所 给 出 的 各 个 表示 的 直 积 ,所 以 我 们 只 要 研究 后 一 种 表示 就 可 以 了 . 

(101.4) 式 中 的 指数 因子 对 所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 . 在 厄 米 多 项 式 中 ,只 
有 大 次 相同 的 项 能 够 进行 相互 变换 (对 称 变换 显然 不 会 改变 每 项 的 才 次 ). 另 一 
方面 ,每 一 厄 米 多 项 式 完全 由 它 的 最 高 次 项 所 决定 , 即 可 写作 


fo 
之 万 (ceQ@u) = 常数 . Q's QP: 0 + 低 次 项 ， 
因此 我 们 只 要 考虑 最 高 次 项 就 可 以 了 . 
具有 相同 v。= > vi 值 的 各 个 函数 属于 同一 谱 项 . 因此 把 "个 0。 相 乘 起 


来 ,它们 的 各 种 乘积 可 以 给 出 一 个 表示 ,这 个 表示 就 是 以 0 为 基 的 不 可 约 表示 
的 v 次 对 称 乘 积 ( 见 8$894)(L.Tisza,1933 ). 

对 于 一 维 表 示 , 它 的 v 次 对 称 乘 积 的 特征 标 显然 是 由 

xX.(G) =[xX(CC)] 

对 二 维和 三 维 表示 讲 来 ,最 好 应 用 以 下 的 数学 技巧 . @ 不 可 约 表示 各 个 基 函 数 的 
平方 和 对 所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 . 因此 可 以 把 这 组 基 郴 数 形 式 地 看 作 是 一 个 
二 维 或 三 维 矢量 的 各 个 分 量 ,并 把 对 称 变换 看 作 是 作用 在 这 个 矢量 上 的 某 种 旋 
转 ( 或 反射 ). 需 要 强调 的 是 ,这 样 的 旋转 和 反射 不 能 和 实际 的 对 称 变换 混 为 一 
谈 ,它们 (对 于 每 一 个 给 定 的 群 元 G6) 还 依赖 于 所 考虑 的 表示 . 

我 们 进一步 考虑 二 维 表示 . 设 x(G) 为 所 给 二 维 表 示 中 某 一 群 元 的 特征 标 ， 
且 有 xX(G) 0. 一 个 二 维 矢量 在 平面 中 旋转 w 角 后 , 它 的 x,y 分 量 的 变换 矩阵 的 
对 角 元 之 和 等 于 2cos 9. 如 令 


(101.5) 


Q@ 我 们 采用 x,(6) 记 号 代替 不 方便 的 [x*](6). 
回 ”这 个 办 法 是 由 A. C. Komramenux(1940 ) 采用 的 . 
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2cos p =Y(C) ， (101.6) 

我 们 就 可 以 求 出 这 个 不 可 约 表示 中 群 元 C 形式 上 所 对 应 的 转角 gp. 这 个 表示 自 

身 的 v 次 对 称 乘 害 ,是 由 w+1 个 基 函 数 和 ,和 ”7 给 出 的 . 这 个 "次 对 称 乘 
各 表示 的 特征 标 为 

sin(v+1)¢9 

sino 


Xe。(C) = (101.7) 


x(G) =0 的 情形 需要 特殊 的 考虑 ,因为 零 特征 标 既 可 能 是 旋转 mw/2 角 也 可 能 是 
反射 . 如 果 x(G ) = -2, 则 为 旋转 75/2 角 , 而 x,(G) 为 : 


X.(G)=( -DLL (101. 8) 


如 果 x(G ) =2, 则 x(G) 必须 看 作 反 射 ( 即 x 一 x,y 一 -YY 的 变换 ) 的 特征 标 ,此 时 
X,( CG) =， (101.9) 


同 法 可 得 三 维 表示 对 称 习 短 的 特征 标 公式 . 所 给 表示 中 群 元 所 对 应 的 那 种 
形式 上 的 旋转 或 反射 ,很 容易 利用 表 7( $95 ) 求 出 . 这 种 形式 上 的 变换 ,就 是 坐 
标 系 按 所 给 表示 变换 的 那个 同 构 群 中 与 所 给 xX(G) 值 相对 应 的 那个 变换 . 例如 对 
于 0 群 和 7 群 的 下 表示 ,我 们 应 取 O 群 的 变换 ;但 对 于 这 两 个 群 的 下 ,表示 ,我 
们 应 取 T, 群 的 变换 . 它们 的 特征 标 x,(6) 我 们 不 在 这 里 推导 . 
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当 原 子 核 具 有 对 称 位 形 时 ,如 果 对 称 群 具有 一 个 或 一 个 以 上 的 维 数 大 于 1 
的 不 可 约 表示 , 则 分 子 的 一 个 电子 谱 项 有 可 能 是 简 并 的 . 我 们 要 问 ,这 样 的 对 称 
位 形 是 不 是 该 分 子 的 一 个 稳定 平衡 位 形 . 我 们 完全 不 考虑 自 旋 的 影响 (如 果 它 
存在 的 话 ) ,因为 这 种 影响 在 多 原子 分 子 中 通常 可 以 略 去 不 计 . 我 们 要 讲 的 电子 
谱 项 简 并 性 因此 和 自 旋 无 关 , 仅 仅 是 轨道 简 并 性 . 

如 果 所 给 位 形 是 稳定 的 ,作为 核 距 函数 的 分 子 能 量 在 所 给 位 形 下 必 是 一 极 
小 值 . 这 就 意味 着 ,原子 核 小 位 移 时 ,能量 的 改变 式 中 不 能 含有 这 种 位 移 的 线性 
项 . 

设 且 为 该 分 子 电子 态 的 哈密 顿 算 符 ,原子 核 的 间距 是 它 的 一 些 参 量 . 当 原 


子 核 具 有 所 给 的 对 称 位 形 时 ,我 们 把 这 个 哈密 顿 算 符 记 作 所. 可 以 取 简 正 振动 


@ 计算 x,(6) 时 最 好 采用 下 列 形式 的 基 孙 数 : 
(x+iy)’ ,Cx+iy) (x-iy),.,(x-iy)', 
此 时 的 旋转 变换 矩阵 是 对 角 的 ,对 角 元 之 和 为 ; 


er? 十 ite 2)9 十 十 Bip- 
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坐标 0,, 作 为 确定 原子 核 小 位 移 的 各 个 量 . 把 五 展 成 0. 的 寡 级 数 后 可 得 : 
Eat D> VQat ZW OO + …， (102.1) 


V,W,-. … 等 展开 系数 只 是 电子 坐标 的 函数 “在 对 称 变 换 下 ， 0。: 诸 量 变 为 相互 间 的 
组 合 ,此 时 (102. 1) 式 中 的 各 个 和 变 成 同一 类 型 的 另 一 些 和 . 因此 我 们 可 以 把 对 
称 变换 形式 地 看 作 0 不 变 时 这 些 和 中 的 系数 的 变换 . 特别 是 了 .系数 (给 定 a 值 
的 一 组 系数 ) 将 和 坐标 0。 一 样 按 对 称 群 的 同一 表示 变换 . 这 是 因为 哈密 顿 量 对 
所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 , 它 的 展 式 中 的 每 一 个 齐 次 项 包括 线性 项 在 内 也 将 对 
所 有 的 对 称 变换 保持 不 变 由 ， 

我 们 来 考虑 某 个 简 并 的 (在 对 称 位 形 下 ) 电子 谱 项 E。. 原子 核 的 位 移 破 坏 了 
分 子 的 对 称 性 ,一般 讲 来 它 会 引起 谱 项 的 分 裂 . 近似 到 核 位 移 的 线性 项 为 止 , 谱 
项 的 分 裂 值 由 展开 式 (102. 1) 中 线性 项 的 矩阵 元 所 组 成 的 一 个 久 期 方程 所 确 
定 ,这 种 矩阵 元 为 


y= 2 0 中 Wo Vaudg, (102.2) 


式 中 的 y , 思 是 属于 所 考虑 简 并 谱 项 的 电子 态 的 波 函 数 (已 选 为 实 函数 ) 对 称 
位 形 的 稳定 性 要 求 与 8 成 正比 的 分 裂 值 等 于 零 ,也 就 是 要 求 这 个 和 久 期 方程 所 有 
的 根 全 都 等 于 零 ,这 就 意味 着 V ,矩阵 本 身 必须 等 于 零 . 当然 ,我 们 只 应 该 考虑 破 
坏 分 子 对 称 性 的 那些 简 正 振动 ,也 就 是 说 应 该 把 全 对 称 振 动 (对 应 于 群 的 单位 
表示 ) 事 先 除去 . 

由 于 0 是 任意 的 ,所 以 若 (102.2) 式 的 矩阵 元 等 于 零 则 只 能 是 以 下 的 所 有 
积分 等 于 零 : 


| y,V uy, dg. (102.3) 


令 D" 为 电子 波 函 数 ,借以 变换 的 不 可 约 表示 ,D, 为 Vi 借以 变换 的 不 可 约 
表示 ;我们 已 经 讲 过 ,表示 D, 就 是 简 正 坐 标 0 借以 变换 的 那个 表示 . 根据 $97 
中 的 结论 ,如 果 [D(2 ] x D。 中 含有 单位 表示 也 就 是 [D' ] 中 含有 D。, 则 
(102.3) 式 的 积分 不 等 于 零 . 反之 则 所 有 的 积分 都 等 于 零 . 

由 此 可 见 , 如 果 表 示 [D(%" ] 中 不 含有 标志 分 子 振动 的 任何 一 个 D, 不 可 约 
表示 (单位 表示 除外 ) ,所 给 的 对 称 位 形 就 是 稳定 的 . 对 于 无 简 并 的 电子 态 讲 来 ， 
这 个 条 件 总 能 得 到 满足 ,因为 一 维 表示 自身 的 对 称 乘 寡 是 一 个 单位 表示 ， 

举 CH, 型 的 分 子 为 例 ,其 中 的 一 个 原子 (C) 处 于 中 心 , 另 四 个 原子 (H) 处 于 
四 面体 的 四 个 项 角 上 . 这 样 的 位 形 具有 T, 对 称 性 . 简 并 电子 谱 项 相当 于 这 个 群 


@ 严格 讲 来 ,Y。 应 按 0 的 复 共 轿 表示 变换 . 但 是 正如 我 们 已 经 指出 的 ,如 果 这 两 个 复 共 郊 表示 并 
不 相同 ,那么 从 物理 上 讲 来 应 该 把 它们 合 在 一 起 看 成 一 个 维 数 加 倍 的 表示 . 所 以 这 个 声明 并 不 重要 . 
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中 的 达 , 玉 ,下 ,表示 . 该 分 子 具 有 一 个 4, 型 简 正 振动 (全 对 称 振动 ) ,一 个 型 双 
重 简 并 振动 和 两 个 ,型 三 重 简 并 振动 ( 见 $100, 题 4).E,F,F, 自 身 的 对 称 有 乘积 
为 

[E]=A,+E, [Fi] =[F2] =A, +E+F,. 
我 们 看 到 ,每 个 中 至 少 含有 一 个 E 或 ,表示 ,因此 对 简 并 电子 态 讲 来 所 考虑 的 
四 面体 位 形 是 不 稳定 的 . 

这 个 结论 构成 一 个 普遍 规律 , 称 为 杨 - 特 勒 定理 (H. A. Jahn,E. Teller， 
1937 ) : 当 存 在 简 并 电子 态 时 ,原子 核 的 任何 对 称 位 形 ( 共 线 时 除外 ) 都 是 不 稳定 
的 . 由 于 这 种 不 稳定 性 ,原子 核 以 破坏 这 种 对 称 位 形 的 方式 运动 ,以 使 谱 项 的 简 
并 性 完全 解除 . 我 们 可 以 这 样 说 ,一 个 对 称 ( 非 共 线 的 ) 分 子 的 电子 基 项 只 能 是 
非 简 并 的 . 中 

刚才 讲 过 线 型 分 子 是 一 个 例外 . 这 一 点 不 用 群 论 也 易 证 明 . 原子 核 的 离 轴 位 
移 是 具有 <& 上 和 7? 分 量 的 一 个 普通 矢量 (上 轴 沿 分 子 轴 ). 我 们 在 § 87 中 看 到 ,这 
种 矢量 的 和 矩阵 元 中 只 有 人 角 动 量 的 轴 分 量 4 值 改变 1 的 那些 跃迁 矩阵 元 才 不 等 
于 零 . 男 一 方面 , 线 型 分 子 简 并 谱 项 的 两 个 态 分 别 具 有 和 角 动 量 轴 分 量 值 4 和 
-A(A 宕 1). 这 两 个 态 间 的 跃迁 至 少 要 使 4 的 改变 值 等 于 2, 因 此 和 矩阵 元 总 是 等 
于 零 . 由 此 可 见 ,分 子 中 原子 核 的 共 线 位 形 有 可 能 是 稳定 的 ,即使 电子 态 为 简 并 
也 是 一 样 . 

对 定理 的 一 个 建设 性 的 普遍 证 明 出 于 以 下 的 考虑 (了 E. Ruch,1957). 由 于 原 
子 核 的 位 形 对 称 性 而 导致 的 电子 态 的 简 并 , 仅 当 分 子 的 对 称 点 群 中 至 少 出 现 一 
个 阶 数 n >2 的 旋转 (C,) 轴 或 旋转 ~ 反射 (5,) 轴 时 才 有 此 可 能 . 此 时 相互 简 并 
态 的 波 函 数 ( 即 表示 了 ”的 那些 基 函 数 ) 中 至 少 有 一 个 波 函 数 的 电子 密度 p = 
yy 上 ”= 六 对 该 轴 不 是 旋转 不 变 的 ,电子 的 电场 将 和 电子 密度 一 样 对 该 轴 也 不 对 
称 . 在 一 个 ( 非 共 线 ) 分 子 中 ,存在 着 一 些 不 在 轴 上 的 等 价 核 ,在 C, 或 5. 旋 转 下 相 
互 易 位 . 因此 从 电场 看 来 这 些 等 价 核 所 处 的 位 置 是 不 等 价 的 . 但 是 电场 内 一 组 带 
电 粒 子 的 各 个 平衡 位 置 的 等 价 性 并 不 需要 电场 本 身 的 对 称 性 ,这样 的 事 是 不 可 
能 的 ,除非 是 巧合 . 

对 定理 的 系统 证 明 不 过 是 上 述 物 理 情 况 的 一 种 数学 具体 化 . 让 我 们 来 指出 
这 个 证 明 的 结构 (E. Ruch,A. Schinhofer ,1965 ) 久 . 

我 们 来 考虑 ( 非 线 型 分 子 中 ) 某 个 核 a, 它 不 在 分 子 的 “中 心 ”* 上 ( 即 不 在 群 


QD 由 于 同一 对 称 性 导致 的 简 并 电子 态 中 的 对 称 性 遭受 破坏 这 一 物理 概念 是 由 朗 道 (1934) 提 出 的 ， 
杨 和 特勤 考虑 了 分 子 中 所 有 可 能 的 各 种 原子 核对 称 位 形 并 用 以 上 方法 逐个 加 以 考察 后 证 明了 这 个 定理 ， 
加 详 见 E. Ruch,A. Schinhofer,Theoret. chim. acta( Berl. ). 1965. ,Bd. 3. S. 291. 
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中 对 称 变换 的 固定 点 上 ); 也 不 在 对 称 主轴 上 ,如 果 有 这 样 的 主轴 的 话 @. 设 H 
为 保持 核 a 不 动 的 所 有 分 子 对 称 变换 的 集合 ,HH 是 分 子 总 对 称 群 G 的 一 个 子 
群 , 它 可 能 是 Ci,C,,C,,C,, 诸 点 群 之 一 . 在 G 中 而 不 在 HH 中 的 那些 变换 把 核 a 
变 到 其 它 等 价 核 a',a",… 的 位 置 上 去 . 设 : 为 这 组 等 价 核 的 数目 , 子 群 H 的 阶 显 
然 等 于 g/s,g 是 整 群 G 的 阶 ( 即 * 为 子 群 五 在 群 G 中 的 指数 )@. 

s 的 数目 至 少 是 3. 因为 维 数 大 于 1 的 不 可 约 表示 D" 的 存在 ,至 少 要 有 一 
个 阶 数 高 于 2 的 对 称 轴 ( 已 经 讲 过 ) ,根据 所 述 条 件 , 核 a 不 在 这 个 主轴 上 . 

群 G 的 表示 D(%2 对 于 对 称 性 较 低 的 群 吾 而 言 一 般 是 可 约 的 . 我 们 假定 它 分 
解 成 为 五 的 不 可 约 表示 时 含有 一 个 维 数 为 1 的 表示 do. 它 是 由 一 个 电子 波 函 
数 少 给 出 的 小 是 也 表示 的 基 函 数 之 一 . 由 于 do 的 维 数 为 1,p = 彤 对 互 中 的 
所 有 变换 保持 不 变 , 也 就 是 给 出 了 该 群 的 一 个 单位 不 可 约 表示 . 

HH 的 这 种 单位 表示 也 可 以 用 原子 a 的 位 移 之 一 0. 为 基 矢 得 到 ,这 个 位 移 沿 
着 从 分 子 中 心 到 核 a 的 径 矢 . 

对 这 个 位 移 施行 G 中 的 所 有 操作 后 ,得 到 群 G 的 一 个 D。 表 示 ( 一 般 为 可 
约 ) 的 基 函 数组 . 由 于 在 G 中 而 不 在 五 中 的 每 个 变换 把 位 移 0. 变 换 到 其 它 *-1 
个 等 价 核 a',a”,… ,中 的 一 个 位 移 上 ,而 不 同 核 的 位 移 当 然 是 线性 独立 的 ,所 以 
D, 的 维 数 为 s. 构成 D。 基 函数 组 的 位 移 0,,0。,… 肯 定 地 不 能 对 应 于 整个 分 子 
的 移动 或 转动 :如 果 有 三 个 或 更 多 个 等 价 核 的 话 , 它 们 的 径 向 位 移 不 能 组 合成 为 
分 子 的 这 些 位 移 . 

同 理 , 对 函数 p = 她 施行 所 有 变换 后 可 得 群 G 的 一 个 表示 D,. D, 的 维 数 可 
能 是 * 也 可 能 小 于 *, 因 为 我 们 没有 理由 假定 * 个 函数 p,6p,G%,… 都 是 线性 独 
立 的 . 但 是 我 们 可 以 说 ,如 果 表示 D, 不 同 于 D。, 那 么 它 一 定 整个 地 包含 在 D。 
内 @. 此 外 , 它 一 定 不 是 单位 表示 ,因为 凡 对 整 群 G 而 言 肯定 不 是 不 变 的 ;只 有 
维 数 超过 1 的 不 可 约 表示 D(2 的 基 函 数 的 平方 和 才 是 不 变 的 . 

表示 Du 和 D, 的 这 些 性 质 立 刻 能 给 出 所 需 的 结论 :Do 是 总 振动 表示 的 一 部 
分 ,D, 是 [D'" ] 表示 的 一 部 分 ,不 含 单位 表示 . D。 中 包含 了 D,, 这 就 说 明了 
[D'?*] 中 至 少 含有 一 个 非 单位 振动 表示 D, ,这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 

上 述 论证 中 ,我 们 假定 了 D(” 分 解 成 为 子 群 了 的 不 可 约 表示 时 含有 一 个 维 


@ 所谓 主轴 是 指 ( 立 方 体 群 和 二 十 面体 群 以 外 的 对 称 群 中 )n>2 的 Cs 或 5, 轴 . 

@ 群 G 的 所 有 元 可 以 分 成 5 个 陪 集 有 日 ,G6'H,G"H,…, 其 中 G6',G”,… 是 把 核 a 变换 到 a',a",… 的 
元 . 

图 这 个 论断 的 含义 如 下 . 设 子 群 的 一 个 表示 ( 维 数 为 有 ) 是 由 几 套 不 同 的 基 英 数组 给 出 的 ,并 设 
对 其 中 的 一 套 施行 G 中 的 所 有 变换 后 给 出 G 的 一 个 5 维 表示 ,s 是 子 群 吾 在 G 中 的 指数 , 那么 我 们 就 可 
以 这 样 说 ,对 任何 其 它 一 套 基 函数 组 施行 同样 的 变换 后 所 得 的 一 个 G 群 表示 ,或 者 和 前 一 个 表示 相同 或 
者 完全 包含 在 前 一 个 表示 之 内 ,严格 证 明 见 371 页 的 脚注 @. 
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数 为 1 的 表示 . 这 个 假定 在 绝 大 多 数 情况 下 是 正确 的 . 例如 , 当 HH=C,,C.,,C,， 
C,, 时 肯定 是 正确 的 (因为 这 些 群 的 所 有 不 可 约 表 示 的 维 数 为 1). 当 HH=C,,C, 
而 n>2 时 也 肯定 是 正确 的 ,只 要 D(% 的 维 数 为 奇数 (因为 C, 和 C,, 群 只 有 维 数 
为 1 或 2 的 不 可 约 表 示 ). 考察 点 群 不 可 约 表示 的 特征 标 表 以 后 ,可 以 看 到 一 个 
例外 ,这 就 是 立方 体 群 G =O0,7,,0, 的 二 维 表示 相对 于 子 群 H = C, ,C，. 

让 我 们 取 G = O 和 五 =C, 这 个 特例 , 它 只 反映 表示 的 名 称 . 两 个 电子 波 函 数 
,给 出 O 群 的 D'” = 已 表示 以 及 子 群 C; 的 d=E 表示 ,至 于 C,, 由 乘积 
放 ,如 ,由 业 给 出 的 表示 为 [E7] = 4A +E. 以 核 a 的 任 一 位 移 矢 量 8, 的 三 个 分 量 
为 基 ,可 得 同样 的 C, 表 示 . 在 这 种 情形 下 ,0 的 D, 表 示 为 [D“” ] =4, +E, 不 含 
对 应 于 整个 分 子 移动 或 转动 矢量 的 ,表示 , 它 同时 含有 单位 表示 和 一 个 非 单位 
表示 . 由 于 D, 包 含 在 D,( 维 数 为 3s) 内 (理由 同 前 ) ,这 就 证 明了 这 些 情况 下 分 子 
也 是 不 稳定 的 @. 

与 本 章 之 初 所 作 的 声明 相 一 致 ,以 上 的 全 部 讨论 中 我 们 把 电子 态 的 简 并 性 
完全 归结 为 纯 轨 道 的 来 源 . 但 可 指出 ,即使 计 及 自 旋 - 轨道 作用 和 自 旋 - 自 旋 作 
用 , 杨 - 特 勒 定理 仍 能 成 立 ,唯一 区 别 是 ,在 自 旋 为 半 整 数 的 ( 非 线 型 ) 分 子 中 克 
拉 默 斯 双重 简 并 不 会 导致 不 稳定 性 ,这 和 8 60 中 证 明 的 普遍 定理 相 一 致 . 后 者 
对 应 于 双 点 群 的 二 维 双 值 不 可 约 表示 . 这 种 情形 下 之 所 以 没有 不 稳定 性 ,可 以 从 
以 下 纯 形式 的 论证 中 看 出 . 在 D'” 为 双 值 表示 的 情形 下 , 求 (102.3) 和 矩阵 元 的 选 
择 定 则 时 ,我 们 必须 考虑 反对 称 乘 积 {D4%2 上 而 不 是 对 称 乘积 ( 见 $ 99). 但 对 维 
数 为 2 的 每 个 双 值 不 可 约 表示 讲 来 ,反对 称 乘积 均 为 单位 表示 ,这 就 是 说 ,这 些 
乘积 中 肯定 不 含 与 分 子 的 任何 非 全 对 称 振动 相对 应 的 那些 表示 . 
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在 多 原子 分 子 转动 能 级 的 研究 中 ,往往 由 于 在 研究 转动 时 必须 同时 研究 振 
动 而 遇 到 了 困难 . 作为 初步 例子 ,让 我 们 把 转动 的 分 子 看 作 一 个 刚体 (一 个 陀 
螺 ) , 亦 即 具有 “刚性 联结 "的 原子 . 

令 &,n, 为 一 坐标 系 , 它 的 三 个 坐标 轴 沿 着 陀螺 的 三 个 转动 惯量 主轴 并 随 
陀螺 一 起 转动 . 把 经 典 能 量 表 式 中 的 转动 角 动 量 分 量 ,J ,i, 改 成 相应 的 算 符 
以 后 , 即 得 相应 的 哈密 顿 量 : 


3 2 1 J / 
Rh | (103.1) 


式 中 的 1 ,1s ,1c 是 陀螺 的 三 个 主 转动 惯量 . 


中 还 有 一 个 例外 是 二 十 面体 群 的 4 维 表示 , 作 类 似 的 处 理 后 得 到 同样 的 结论 . 
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旋转 坐标 系 中 角 动 量 分 量 算 符 J,,J,,J, 间 的 对 易 关 系 不 是 那么 明显 的 , 因 


为 角 动 量 分 量 ]. ,7 ,7 . 间 的 通常 对 易 关 系 式 是 在 定 坐 标 系 中 推导 出 来 的 . 但 是 ， 
它们 很 易 用 以 下 公式 求 出 
(J.a(7.5)-(7.5)(7.a)= -这 (axD)， (103.2) 
式 中 a,b 是 标志 该 刚体 的 两 个 任意 对 易 矢量 . 把 上 式 左边 写 在 x,y,z 定 坐 标 系 
中 ,应 用 角 动 量 分 量 间 以 及 它们 和 任 一 矢量 的 分 量 间 的 普通 对 易 法 则 ,很 易 验 证 
以 上 等 式 是 成 立 的 . 
现在 设 a 和 5 是 沿 E 和 轴 的 单位 矢量 . 则 a xz 是 沿 z 轴 的 单位 矢量 ,由 
(103.2) 给 出 
jj), -J 1. = -i,, (103.3) 
同 法 可 得 另外 两 个 对 易 式 . 于 是 旋转 坐标 系 中 角 动 量 分 量 算 符 的 对 易 式 与 定 坐 
标 系 中 的 区 别 仅 在 于 式 右 差 了 一 个 符号 @. 由 此 可 知 ,根据 以 前 的 对 易 式 求 得 的 
本 征 值 以 及 矩阵 元 等 等 公式 只 要 一 律 改 成 它们 的 复 共 氏 式 ,就 能 对 几 ,], 卫 适 
用 . 特别 是 刀 的 本 征 值 ( 本 节 中 记 作 上 ,而 也 的 本 征 值 记 作 M) 的 取 值 为 = 
-J,…，+J,J 是 一 个 整数 , 即 陀螺 角 动 量 的 值 . 
球 型 陀螺 
现在 来 求 转动 陀螺 的 能 量 本 征 值 , 最 简单 的 情形 是 刚体 的 三 个 主 转动 惯量 
全 都 相等 :7 = 1 =1。 = 工 当 分 子 的 对 称 群 是 一 个 立方 体 点 群 的 时 候 就 属于 这 种 
情形 . (103. 1) 式 的 哈密 顿 量 呈 下 列 形式 


a _h 
ep 
其 本 征 值 为 
下 
E=771(J+1), (103.4) 


其 中 每 个 能 级 具有 和 角 动 量 相 对 于 刚体 本 身 的 2J+1 个 方向 简 并 性 ( 即 J = 有 
2J+1 个 值 )%. 

对 称 陀螺 

当 陀 螺 的 主 转动 惯量 只 有 两 个 相等 时 , 即 1 =1; 关 Io 时 ,也 不 难 算出 其 能 
级 . 具有 二 阶 以 上 对 称 轴 的 一 个 分 子 就 属于 这 种 情形 . 哈密 顿 量 (103. 1) 呈 下 列 
形式 : 


@ ”这 个 事实 表明 ,从 所 作用 的 陀螺 波 函 数 看 来 ,*,7,z 坐标 系 的 转动 等 价 于 &,n,7 坐标 系 的 反 转 

动 . 

@ 今后 我 们 不 再 去 管 角 动 量 沿 定 坐 标 轴 的 2J + 1 重 方向 简 并 性 ,这 种 简 并 总 是 存在 的 ,但 在 物理 
上 并 不 重要 . 如 果 把 这 种 简 并 性 包括 在 内 ,一 个 球 型 陀螺 的 能 级 总 简 并 度 为 (2] +1)?” 
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六 72 ，72 和 2 下 2 1,2/1 1 Ys 
B+ri) tr iarh +h (Ps (103.5) 
由 此 可 见 , 具 有 确定 的 7 小 值 的 态 所 具有 的 能 量 为 
= 各 J(J+1) + 本 让 位 天 ] 刀 ， (103.6) 
此 式 给 出 了 对 称 陀螺 的 能 级 . 


球 型 陀螺 中 出 现 的 对 大 值 的 简 并 在 这 里 得 到 了 部 分 的 解除 . 只 有 符号 相反 
的 两 个 k 值 具有 相同 的 能 量 , 这 与 角 动 量 沿 陀螺 轴 的 两 个 相反 方向 相对 应 . 因此 
对 称 陀 螺 的 能 级 (k 头 0) 都 是 双重 简 并 的 . 

因此 对 称 陀螺 的 定 态 要 用 三 个 量子 数 来 描述 : 角 动 量 及 其 沿 陀螺 轴 的 分 
量 (J, =%) 以 及 沿 空间 固定 的 z 轴 的 分 量 (J, =M) ;陀螺 的 能 量 与 最 后 一 个 量子 
数 无 关 . 角 动 量 及 其 沿 空间 固定 轴 的 分 量 , 以 及 沿 刚性 联结 于 一 个 物理 系统 上 的 
轴 分 量 @ ,三 者 之 间 所 以 能 同时 测量 是 由 于 算 符 天 和 上 不 但 能 相互 对 易 而 且 还 
和 算 符 J, =J .rn 对 易 ,n 是 沿 2 轴 的 单位 矢量 . 这 一 点 可 通过 直接 计算 加 以 证 
明 ,但 也 能 事先 知道 : 角 动 量 算 符 是 一 个 无 限 小 转动 算 符 ,而 固定 于 陀螺 上 的 两 
个 矢量 的 标 积 了. n 对 坐标 轴 的 任意 转动 是 不 变 的 . 

求 对 称 陀螺 的 定 态 波 函 数 于 是 就 变 成 了 求 六 ,J, 和 J, 算 符 的 共同 本 征 函 
数 . 这 在 数学 上 又 和 角 动 量 本 征 函 数 在 有 限 转动 下 的 变换 规律 有 关 . 改变 量子 数 
的 记号 以 后 ,(58.7) 式 的 规律 可 写成 

三 > Di (a,B,yY) Wn. (103.7) 


我 们 取 yw 为 用 定 坐 标 x,y,z 描述 的 陀螺 状态 波 函 数 ,y 为 用 附着 在 陀螺 上 的 
坐标 轴 ,7n,e 描述 的 状态 波 函 数 . 在 和 物理 系统 (例如 陀螺 ) 刚 性 连结 的 坐标 系 
中 ,yn 具有 与 系统 的 空间 方向 无 关 的 定 值 8 . (103.7) 式 给 出 了 ww 对 角度 的 
依赖 关系 . 设 1JM) 态 还 具有 确定 的 沿 ¢ 轴 的 角 动 量 分 量 值 %. 这 意味 着 只 有 具有 
这 个 天 值 的 “各 才 不 等 于 零 ,于 是 (103.7) 的 求 和 式 中 只 剩 下 一 项 
WW jw =y% Dn (a,B, 7y). 

上 式 给 出 了 状态 波 函 数 1JMk) 和 欧 拉 角 的 关系 ,这 些 欧 拉 角 定义 了 陀螺 转 

轴 和 固定 轴 的 关系 . 采用 下 列 波 函 数 归 一 化 条 件 : 


| | | sinBgdadBdy =1, 


bam =i /SD (op, 7) ， (103. 8 ) 


QD 不 要 和 沿 两 个 空间 固定 轴 的 分 量 混 滑 起 来 (这 两 个 分 量 不 能 同时 测量 ). 


我 们 有 
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式 中 的 相 因 子 是 这 样 选 定 的 ,使 得 k=0 时 (103.8) 式 的 函数 变 成 总 角 动 量 为 J， 
分 量 为 M 的 自由 (不 附着 于 Y 轴 ) 角 动量 本 征 也 数 , 亦 即 通常 的 ( 球 谐 ) 函数 ; 参 
考 (58. 25 ) 式 凯 . 

非 对 称 陀 螺 

1 天 万 关 大 时 ,能 级 的 一 般 表 式 无 法 算出 . 角 动 量 相 对 于 陀螺 方向 的 简 并 现 
在 完全 被 解除 ,对 每 个 给 定 的 J 值 有 2J+1 个 无 简 并 的 能 级 . 计算 这 些 能 级 时 ， 
我 们 要 从 和 矩阵 形式 的 醉 定 记 方 程 出 发 (0O. Klein ,1929) ,做 法 如 下 . 

] 以 及 角 动 量 7 分 量具 有 定 值 的 陀螺 状态 波 函 数 yj 就 是 上 面 导 出 的 
(103. 8) 式 的 函数 (为 方便 计 我 们 略 去 下 标 用 ,因为 能 量 和 MM 无关). 在 这 些 状 
态 中 , 非 对 称 陀螺 的 能 量 并 不 具有 定 值 . 另 一 方面 ,在 定 态 中 了 分 量 并 不 具有 和 定 
值 , 亦 即 能 级 没有 确定 的 《 值 , 定 态 波 防 数 呈 下 列 线 性 组 合 形 式 : 


y= > ces (103.9) 


式 中 已 假定 所 有 的 函数 具有 公共 的 内 值 , 代 入 薛 定 谓 方 程 肿 , = Ey ,中 ,得 方 
程 组 


> (JELIHIJk') -BE5w)cu =0 (103. 10) 
上 式 有 解 的 条 件 为 以 下 久 期 方程 : 
| (JE|HIJE’) ~- E61 =0， (103.11) 


此 式 的 根 给 出 陀螺 的 能 级 ,然后 用 (103. 10 ) 给 出 使 哈密 顿 量 对 角 化 的 (103.9) 
式 中 的 线性 组 合 系数 , 亦 即 给 出 具有 给 定 J 了 值 ( 及 M 值 ) 的 陀螺 定 态 波 函 数 . 计 
算 对 这 些 波 函数 而 言 的 任何 物理 量 矩 阵 元 ,就 化 成 对 对 称 陀螺 波 函 数 而 言 的 矩 
阵 元 . 

算 符 克 ,只 有 天 值 改变 1 的 跃迁 矩阵 元 ,而 J, 只 有 对 角 元 ( 见 (27. 13 ) 式 ， 
把 式 中 的 乙 ,M 改 成 J ,k). 因此 算 符 六 ,六 , 玉 从 而 且 只 有 -vk 或 +2 的 跃迁 矩 
阵 元 .的 奇 态 和 偶 态 间 没 有 了 跃迁 矩阵 元 ,这 使 得 2J +1 次 的 久 期 方程 立刻 分 解 
成 次 和 J+1 次 的 两 个 独立 方程 . 其 中 一 个 只 含 & 为 偶数 的 跃迁 矩阵 元 , 另 一 
方程 只 食 & 为 奇数 的 路 迁 和 矩阵 元 . 这 两 个 方程 都 能 进一步 化 成 两 个 次 数 较 低 的 
方程 .为 此 ,我 们 不 能 用 函数 组 风 定 义 的 矩阵 元 ,而 必须 用 下 列 函 数组 定义 的 所 
阵 元 ; 


中 不 用 有 限 转动 理论 直接 推导 (103.8) 式 见 题 1, 用 (103,8) 式 的 波 函 数 计算 各 种 量 的 矩阵 元 见 
$ 110 和 $ 87 ;与 双 原 子 分 子 (无 自 旋 ) 相应 公式 的 差别 仅 在 于 量子 数 的 名 称 ( 见 $ 82 第 二 个 附注 )， 
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1 + 
[Br t+), Vp =Vn, 


Vy -有 ( pe Wi (天 0). 
指标 + 和 -不 一 样 的 函数 具有 不 同 的 对 称 性 (对 通过 Y 轴 的 平面 所 作 的 反射 ,会 
改变 上 的 符号 ) ,它们 之 间 的 跃迁 矩阵 元 因而 等 于 零 . 因此 我 们 可 把 久 期 方程 分 
解 成 一 个 对 ( + ) 态 的 和 一 个 对 ( - ) 态 的 . 

具有 对 易 关 系 (103. 3) 的 哈密 顿 量 (103. 1) 具 有 特殊 的 对 称 性 ; 它 对 J ,7 ， 


J, 算 符 中 任意 两 个 算 符 的 同时 反 号 保持 不 变 . 这 种 对 称 性 形式 地 对 应 于 D, 群 . 
因此 非 对 称 陀螺 的 能 级 可 按 此 群 的 不 可 约 表示 分 类 . 从 而 有 四 类 无 简 并 能 级 ,分 
别 对 应 于 4,B, ,8,,B, 表 示 ( 见 $95, 表 7). 

很 易 确定 非 对 称 陀螺 的 哪些 态 属于 哪个 类 型 . 为 此 ,我 们 必须 找 出 y ;和 
(103. 12) 式 函数 的 对 称 性 质 . 这 可 从 (103. 8 ) 式 直接 做 起 ,但 从 通常 的 球 谐 函 数 
做 起 更 为 简单 ,我 们 注意 到 ,就 其 对 称 性 质 而 言 , 角 动量 : 分 量具 有 定 值 的 状态 
波 函数 是 和 下 列 角 动 量 本 征 函数 一 样 的 ; 

wn ~ Yi(0,9) ~ e 0,(0) (103., 13) 
其 中 9,9 是 £,7,l 坐标 轴 中 的 球面 角 , 记 号 ~ 代表 “变换 相同 ”; (103. 13 ) 中 取 
复 共 生 是 由 于 对 易 式 (103.3) 的 右边 反 号 . 
绕 z 轴 转 过 7 角 后 ( 即 对 称 操作 C2?) ,(103. 13 ) 式 的 函数 被 乘 以 ( -1) : 
CC :wn—( -1)" vi 

操作 C5 可 看 作 反 演 再 加 上 对 终 平面 的 一 次 反射 ;第 一 个 操作 使 yn 乘 以 
( -1)7 ,第 二 个 操作 (9 变 号 ) 相当 于 改变 的 符号 . 根据 函数 @, ,的 定义 
(28.6) ,我 们 有 


yi 三 
(103. 12 ) 


C2” : yn ke 
后 ,对 操作 CG = Gn CC 个 得 
Cs” : Vn—( -1) wy, -8 
应 用 这 些 变换 规则 ,我 们 发 现 函 数组 (103. 12) 的 态 分 属于 下 列 各 种 对 称 类 
型 : 
J 偶 ，% 偶 4 
J 偶 ， 1 奇 8B， 
Wan]] 奇 ，k 偶 有 
J 奇 ， 上 奇 B， 
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J 偶 ，k 偶 P 
Vn J (103.14) 
“|J 奇 ，k 偶 4 | 
. J] 奇 ， 上 奇 有 
对 于 一 个 给 定 的 J 了 值 ,很 易 算 出 每 一 类 型 中 的 态 数 .4 型 及 每 个 B, ,B,,B,; 型 
中 的 态 数 如 下 : 


B, ,B, ,B, 


(103. 15 ) 





对 于 非 对 称 陀 螺 ,存在 着 4 ,了 3, ,B; ,B; 型 各 态 间 牙 迁 矩阵 元 的 选择 定 则 :这 
些 规则 很 易 用 通常 的 对 称 性 考虑 得 到 . 对 于 物理 矢量 4 的 分 量 讲 来 ,我 们 有 下 
列 选择 定 则 : 
A, , A B® ,B® 世人) ， 
A,: AcmB;™ ,BB ， (103.16) 
A,: AB® BD «B® 
为 清楚 起 见 , 群 表 示 的 符号 上 标注 了 一 个 坐标 轴 , 绕 该 轴 旋 转 时 所 注 表示 的 特征 
标 为 +1. 


习 题 


1. 通过 直接 计算 算 符 ]*,J,,J, 的 共同 本 征 函 数 , 求 出 对 称 陀 螺 的 1JME) 态 
波 函 数 ( 下 . Reiche,H. Rademacher ,1926 ). 
解 :为 了 求 出 作为 欧 拉 角 a,B,Y 的 函数 的 峭 只 我 们 必须 用 欧 拉 角 表 出 沿 定 
轴 %,y;z 的 角 动 量 分 量 算 符 . 由 于 沿 任 一 轴 的 角 动 量 分 量 算 符 为 ~ io/gep ,op 是 绕 
该 轴 的 转角 ,我 们 有 
7 = -i-—,， j= -i- 一 


人 op dp 
其 中 gp,,V,,9; 为 绕 相 应 轴 的 转角 . 对 这 些 角 的 微 商 可 化 成 对 a,B,?y 角 的 微 商 ， 
因为 无 限 小 转动 沿 转 轴 可 作 舌 量 相 加 , 图 20( §58) 用 欧 拉 角 表 出 了 无 限 小 转动 
6a,6B,6Y 的 矢量 方向 . 取 它 们 沿 定 轴 x,yY,z 的 分 量 , 即 得 绕 定 轴 的 转角 
69, = -sin a6B + cos asin B68Y, 
69, = cos aéB + sin asin BOY, 


9 入 
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69, = 6a + cos BOY. 
反 过 来 有 
ba = -cot Bcos ab6p. - cot Bsin app， +6p，， 
6B = -sin ad9, + cos app，， 


Sy = 203 C ,sin a 
LA sinB “sinp 








69,. 
从 这 些 表 式 得 


. , 0 Ccosa 0 

=~i| =- tB 一 -sin wa- 一 十 一 

J ( 08 QCO Bp 3 Si “36 np a 上) 
0 


^ |( 9 sina 
一 








二 — sin wcot toos a + - )， 
/ aoB sin 97 
全 9 

二 一 1 


DC 


当 把 算 符 J = -i9/9a 和 了 = -ia/sy(y 为 绕 z 轴 的 转角 ) 作 用 在 由 内 上 后 ,这 
些 算 符 分 别 被 M 和 天 所 代替 ( 波 函 教 与 w 和 角 的 关系 是 由 因子 exp(iaM + 
iyk) 给 出 的 ). 从 而 有 . 


0 
— — Mceot B+ 
35 B 


.=J, -ij,=e™™ | Me 


mB): 
的 波 函 数 成 立 , 从 而 有 


0 k 
-0 
上 式 的 归 一 化 解 为 


UT/ C+D! lp) (gn le) orm 
Wn =i( -1) TEL (sin 38) 2T 


归 一 化 积分 是 一 个 欧 拉 局 函数, 上 式 除 了 一 个 相 因 子 外 ,实际 上 与 下 式 相 同 ( 参 


考 ($8.26) ) ， 
这 二 i 


所 选 的 相 因 子 与 (103.7) 中 的 定义 一 致 . 
对 由 ji 反复 应 用 下 式 就 可 算出 MM<J 的 各 个 波 函 数 


J Wj, = vy(J- M)(J+M+1) JE 
最 后 结果 与 (103.8) 相 同 ,该 处 的 函数 万 包 为 (58. 10) 和 (58. 11) 式 ,并 计 及 了 这 





* 380. 第 十 三 章 多 原子 分 子 


些 函 数 的 对 称 性 质 (58. 18). 
2. 计算 非 对 称 陀 螺 的 (Jk'| 昌 |JE) 适 阵 元 . 
解 : 根 据 (27.13) 式 得 


(a1 Rk) = C8] 1b) = 二 [JTJCJ+ID -本 ]， 
(FE| FIE+2) = (k++21 FE = - (KI PIE+2) = - (FE+2| Ik = 
= TACT-h- D+thE+l) (I +h+2)], 
为 简洁 计 ,给 阵 元 中 一 律 省 略 了 对 角 指 标 J ,所 求 的 哈密 顿 量 和 矩阵 元 因此 为 中 
(Ek|HI|EY = (a+b) [I(T+1) = 入] + 天 本， 
(k|HIE+2) =(k+2|H|Ik) = (1) 
= (LITE DI th+l) (+h+2)]t. 


相对 于 函数 组 (103. 12) 而 言 的 短 阵 元 ,可 通过 (1) 式 的 矩阵 元 表 出 : 
(kt |HIk+) =(k|HIE (kz#1), 
(1+|H|I1£)=(1|H|1) + (1|H| -1), 


(kt+|HIk+2,+) = (EF|HIE +2) ,(kz¥0) 2) 
《0+ |HI2+) = (0|H|2). 
3. 试 求 J=1 的 非 对 称 陀螺 的 能 级 ， 
解 :三 次 的 久 期 方程 分 解 成 三 个 线性 方程 .其 中 一 个 给 出 
E,=(0+|HI0O+)» = 二 (a+b), (3) 


根据 上 式 可 以 立刻 写 出 其 它 两 个 能 级 ,因为 a,6,c 三 个 参量 是 以 对 称 的 方式 出 
现在 这 个 问题 中 ,从 而 有 


E, = 让 (a +c), E; =3(b +e). (4) 


EE,,E,,Es 能 级 分 别 属 于 名 对 称 类 型 Bi ,B: ,Bi. 这 些 态 的 波 函 数 为 由 = wi6 ,由 = 
峭 1 ;3 = 

4. 同 题 2, 但 2. 

解 : 久 期 方程 为 5 次 ,分解 成 为 三 个 线性 方程 和 一 个 二 次 方程 . 从 一 个 线性 


DD 题 2 至 题 5 中 ,采用 下 列 记号 使 公式 简化 : 
a=1/h, b=1/ls, ce=1/le. 
@ 这 是 根据 对 称 性 的 考虑 . 例如 能 量 1 对 于 参量 a。 和 4 是 对 称 的 ,因此 它 的 态 对 上 轴 和 人 轴 具 有 
同样 的 对 称 性 , 亦 即 属于 型 的 态 ， 
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方程 得 
E,=(2- 1H|2-) =2#e+7P(a+b), (5 ) 
这 是 属于 Bl 型 的 一 个 能 级 . 由 此 立刻 可 知 ,一 定 有 已, 和 B, 型 的 其 它 两 个 能 级 : 
E, =2#°b +5P(a +c), EE,=2f’a +7F(b +c) 


这 三 个 能 级 具有 波 函 数 y= yy bpa = 2 ,fs = a. 
二 次 方程 为 
(O+|HIO+)-E (2+|HIO+) i (6) 
(2+ |HIO+) (2+|HI2+)-E| 


解 出 得 


Es=(a+b+c) iV(a+b+c) ~3(ab +bc+ca) (7) 
这 两 个 能 级 属于 A 型 ,相应 波 函 数 为 溃 %。 和 由 w 的 线性 组 合 . 
3， 同 题 2, 但 J=3. 
解 : 久 期 方程 为 7 次 ,分 解 成 为 一 个 线性 方程 和 三 个 二 次 方程 . 线性 方程 给 
出 
E,=(2- |H|I2-)=2#(a+6b+c), (8) 
这 是 一 个 属于 4 型 的 能 级 .一 个 二 次 方程 为 题 3 的 (6) 式 ,但 了 了 值 不 一 样 . 它 的 
根 为 


E, , = 己 生 (a +6) +#PeciHVAa-b) + +ab -ac-be, (9) 


这 是 B, 型 能 级 . 其 余 能 级 可 从 上 式 置 措 a,b,c 后 得 到 . 

6. 具有 四 极 短 的 一 个 系统 ,处 于 任意 的 外 电场 中 , 求 其 能 级 分 裂 ， 

解 : 取 张 量 9 /9%xi0%4 的 三 个 主轴 为 坐标 系 ( 见 $76 题 3) ,哈密 顿 量 的 四 极 
矩 部 分 可 化 成 

H=AJ*+BJ*+CJ, 4+B+C=0. 
由 于 上 式 和 (103.1) 式 的 哈密 顿 量 在 形式 上 完全 类 似 , 本 题 等 价 于 寻求 非 对 称 
陀螺 的 能 级 ,唯一 区 别 是 现在 系数 之 和 4+B+C=0, 并 且 角 动量 还 可 具有 半 整 
数值 . 这 些 可 用 同样 的 方法 从 头 算 起 ,但 对 整数 值 可 用 题 3 和 题 5 的 结果 ,对 
前 几 个 J 值 ,所 得 的 能 级 移动 值 Ak 如 下 ; 
j=1: AE= -A,-B,-C; 


J=3/2: AE=4+ [3 + + 0); 


J=2: AE=34,3B,3C, + V6(A’ +B: +C’). 
J =3/2 时 分 裂 能 级 保持 双重 简 并 ,与 克拉 默 斯 定理 (560) 一 致 
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$104 分 子 的 振动 转动 相互 作用 


迄今 为 止 我 们 把 转动 和 振动 看 作 分 子 的 两 种 独立 运动 . 但 在 实际 上 ,这 两 种 
运动 的 同时 存在 产生 了 它们 之 间 的 特殊 相互 作用 (E. Teller,L. Tisza ,G. Placzek ， 
1932 一 1933 ) . 

让 我 们 先 从 线 型 多 原子 分 子 考虑 起 . 一 个 线 型 分 子 可 以 作 两 类 振动 ( 见 
$ 100 末 段 ) ;频率 为 无 简 并 的 纵 振动 和 频率 为 双重 简 并 的 横 振 动 . 现在 我 们 对 
后 一 类 振动 感 兴趣 . 一 般 来 讲 , 作 横 振 动 的 分 子 上 共有 某 种 角 动 量 . 这 一 点 从 简单 
的 力学 考虑 看 来 是 很 明显 的 由 ,但 它 也 能 从 量子 力学 的 考虑 证 实 . 后 一 种 考虑 还 
能 使 我 们 求 出 该 角 动 量 在 所 给 振动 态 中 的 各 种 可 能 值 . 

我 们 假定 分 子 中 某 一 双重 频率 w。 受 到 了 激发 . 振动 量子 数 为 v 的 能 级 是 w 
+1 重 简 并 的 . 与 该 能 级 对 应 的 是 以 下 v, +1 个 波 函 数 : 


ys = 常数 xexp[ -了 2(@3, +02,) | (cs06) FH, (coQ.) 


其 中 wv +v。 = 如 ,或 者 是 这 些 波 函数 的 任意 的 独立 线性 组 合 . 与 指数 因子 相 乘 
的 那个 多 项 式 的 总 每 次 (Q。 的 寡 加 上 &。 的 医 ) ,对 这 些 函 数 讲 来 都 是 相等 的 并 
等 于 v。. 显然 ,我 们 总 能 选取 y。 ,的 下 列 线性 组 合作 为 基本 函数 组 : 


Vo = 常数 xexp[ -了 2(02+02)] x 


x | ( Qo, 十 iO。) 《 2 0。 加 iO。) C va lay2 十 (104. 1) 


方 括号 内 是 一 个 确定 的 多 项 式 , 我 们 只 写 出 了 它 的 最 高 次 项 . .是 一 个 整数 ,可 
以 取 v。+1 个 不 同 的 值 v。 ,vs -2,2。 -4，…， 一 tu- 

模 振动 的 简 正 坐标 0。, 0 是 两 个 离开 分 子 轴 的 正 交 位 移 . 绕 轴 旋转 p 角 
后 ,多 项 式 的 最 高 次 项 (因而 整个 函数 少 ， 被 乘 以 

exp {ip (2 -ip (2 ) | = exp( 这 op). 

由 此 可 见 ,(104.1) 式 的 函数 对 应 于 角 动 量 的 轴 分 量 为 了 的 一 个 态 

我 们 得 到 的 结论 是 ,双重 频率 w。 被 激发 的 态 ( 具 有 量子 数 v。) 中 ,该 分 子 具 
有 一 个 能 取 下 列 诸 值 ( 相 对 于 分 子 轴 ) 的 角 动 量 

7 = 7 -2,0 一 44， 一 0。 (104.2) 

它 称 为 分 子 的 振动 角 动 量 . 如 果 有 若干 个 横 振 动 同 时 被 激发 ,总 的 振动 角 动 量 就 








@ 例如 , 周 相差 为 -的 两 个 正 交 横 振动 ,可 以 看 作 一 个 村 折 分 子 绕 一 纵 轴 的 纯 转动 
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等 于 》 1,, 加 上 电子 轨道 角 动 量 以 后 ,给 出 该 分 子 沿 轴 的 总 角 动 量 


分 子 的 总 角 动 量 不 能 小 于 沿 轴 的 角 动 量 ( 与 双 原 子 分 子 的 情形 类 似 ), 即 

/的 取 值 为 
J=|i|,|i|+1,.…, 

换 句 话说 ,不 存在 J=0,1,…,|1| -1 的 态 . 

简 谐 振动 的 情形 下 ,能量 只 和 量子 数 v .有关 而 与 1. 无关. 考虑 非 简 谐 振动 以 
后 ,振动 能 级 的 简 并 度 ( 对 i. 值 而 言 的 简 并 度 ) 有 所 解除 . 但 是 ,这 种 解除 是 不 完 
全 的 :分 裂 能 级 保持 着 双重 简 并 ,! 和 所 有 i 同时 改变 符号 的 两 个 态 具 有 相同 的 
能 量 . 这 是 因为 在 能 量 的 下 一 级 近似 ( 简 谐 振动 后 的 下 一 级 近似 ) 中 ,出 现 氏 的 
二 次 型 2 goglola(8og 是 常数 ). 通过 类 似 于 双 原 子 分 子 中 的 4 双 线 效应 ,这 种 


余 留 的 双重 简 并 即 可 得 到 解除 . 
回 到 非 线 型 分 子 时 ,首先 要 作 下 列 力学 性 质 的 说 明 . 对 于 任意 一 个 多 粒子 
( 非 线 型 ) 系 统 讲 来 ,就 有 一 个 怎样 把 振动 和 转动 完全 区 分 开 来 的 问题 ; 换 句 话 
说 ,我 们 怎样 去 理解 一 个 “ 非 转动 的 系统 ”. 乍 看 起 来 ,不 存在 转动 的 判 据 似 乎 是 
角 动 量 等 于 零 : 
> rrxg =0 (104.3) 
(二 是 对 该 系统 的 粒子 求 和 ). 但 是 这 个 式 子 的 左边 并 不 等 于 某 一 坐标 函数 对 时 
间 的 全 微 商 . 因此 这 个 等 式 不 能 通过 对 时 间 的 积分 而 表 成 某 一 坐标 函数 等 于 零 
的 形式 . 但 这 正好 是 合理 地 定义 “ 纯 振 动 " 和 “” 纯 转动 这 两 个 概念 所 需要 的 
因此 作为 无 转动 的 定义 ,我们 必须 采用 下 列 条 件 : 
> ar xy =0, (104.4) 
式 中 ro 是 粒子 平衡 位 置 的 径 矢 . 令 r=r。+u,u 是 小 振动 中 的 位 移 , 我 们 有 vw = 
= 五 .(104.4) 式 对 时 间 积 分 后 得 
2 mr xu=0. (104.5) 
该 分 子 的 运动 可 以 看 作 是 满足 条 件 (104. 5 ) 的 纯 振动 与 整个 分 子 转动 的 组 合 岂 
把 角 动 量 写 成 以 下 形式 : 
Smrxv = mr XY +omuxy, 
我 们 看 到 ,与 无 转动 定义 (104.4) 相 一 致 ,我 们 必须 把 mu xy 理解 为 振动 角 动 
量 . 但 是 必须 指出 ,这 个 角 动 量 只 是 系统 总 角 动 量 的 一 个 部 分 , 它 根 本 不 守恒 . 因 
此 对 每 个 振动 态 只 能 附加 一 个 振动 角 动 量 的 平均 值 . 
不 具备 二 阶 以 上 对 称 轴 的 一 个 分 子 ,是 属于 非 对 称 陀螺 型 的 . 这 类 分 子 中 的 


Q@@ ”分 子 的 平 动 一 开始 就 可 除去 ,只 要 所 选 的 坐标 系 相对 于 分 子 的 质心 保持 不 动 . 
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所 有 振动 频率 都 是 无 简 并 的 (它们 的 对 称 群 只 有 一 维 的 不 可 约 表 示 ). 因此 所 有 
的 振动 能 级 不 存在 简 并 . 但 在 所 有 非 简 并 态 中 , 角 动 量 的 平均 值 一 定 等 于 零 ( 见 
§ 26). 由 此 可 见 , 在 非 对 称 陀螺 型 的 分 子 中 ,所 有 态 的 振动 角 动 量 平均 值 都 等 
于 零 . 
如 果 分 子 的 对 称 元 素 中 存在 着 一 个 二 阶 以 上 的 对 称 轴 , 这 个 分 子 就 属于 对 
称 陀螺 型 . 这 种 分 子 的 振动 频率 既 有 无 简 并 的 也 有 双重 简 并 的 . 对 前 者 振动 角 动 
量 的 平均 值 仍 等 于 零 . 对 双重 简 并 频率 讲 来 , 沿 分 子 轴 的 角 动 量 平 均值 并 不 等 于 
零 . 
计 和 人 振动 角 动 量 后 ,也 不 难 求 出 分 子 ( 对 称 陀 螺 型 ) 的 转动 能 量 表 式 . 它 的 
能 量 算 符 与 (103.5) 式 的 差别 在 于 ,该 式 中 的 陀螺 转动 角 动 量 现在 要 改 成 总 角 
动量 J( 守 恒 量 ) 和 振动 角 动 量 J 之 差 : 
nw =27 (7 -H+ (TT) ji) (104.6) 
所 求 的 能 量 等 于 平均 值 有 ,a. (104. 6) 式 中 含有 了 分 量 的 平方 项 ,这 些 项 给 出 
(103.6) 式 的 纯 转 动能 量 . J 分 量 的 平方 项 给 出 的 是 和 转动 量子 数 无 关 的 常 
数 ,可 以 略 去 . 我 们 现在 感 兴趣 的 是 J 分 量 和 JJ” 分量 的 乘积 项 ,这 些 项 代表 了 
分 子 振动 和 转动 的 相互 作用 , 称 为 科 里 奥 利 作 用 (因为 它 对 应 于 经 典 力学 中 的 
科 里 奥 利 力 ). 对 这 些 项 进行 平均 时 ,应 该 注意 到 振动 角 动 量 的 上 横 分 量 和 7 横 
分 量 的 平均 值 等 于 零 . 因此 科 里 奥 利 作 用 的 能 量 平均 值 为 


Erg = -3hk,, (104.7) 
© 


式 中 的 (整数 ) 和 5§103 中 的 一 样 ,是 总 角 动 量 的 分 子 轴 投 影 值 ,%, = J!” 为 标志 
该 振动 态 的 振动 角 动 量 分 量 平均 值 ;与 * 值 不 同 ,k, 不 是 一 个 整数 . 

最 后 来 研究 球 型 陀螺 式 的 分 子 . 它 包 括 了 对 称 群 为 任 一 立方 体 群 的 那些 分 
子 . 这 种 分 子 具有 无 简 并 的 以 及 双重 和 三 重 简 并 的 频率 (对 应 于 立方 体 群 中 具 
有 的 那些 一 维 、 二 维和 三 维 不 可 约 表示 ). 振动 能 级 的 简 并 性 ,总 是 被 非 简 谐 运 
动 部 分 地 解除 ;考虑 了 这 个 效应 以 后 ,除了 无 简 并 能 级 外 只 留 下 双重 和 三 重 简 并 
的 能 级 . 我 们 现在 要 讨论 的 就 是 这 些 被 非 简 谐 运动 所 分 裂 的 能 级 . 

很 易 证 明 , 对 球 型 陀螺 式 的 分 子 讲 来 ,振动 角 动 量 的 平均 值 不 但 在 非 简 并 的 
振动 态 中 等 于 零 ,而 且 也 在 双重 简 并 的 振动 态 中 等 于 零 . 这 一 点 只 要 根据 对 称 性 
的 考虑 就 可 以 证 明 . 实际 上 ,属于 同一 简 并 能 级 的 两 个 态 中 的 平均 角 动 量 矢 量 ， 
在 分 子 对 称 群 的 所 有 变换 下 必 相 互 变换 . 但 是 没有 一 个 立方 对 称 群 能 够 只 在 两 
个 方向 间 进 行 相互 变换 ,至 少 要 有 三 个 方向 才能 进行 相互 变换 ， 

根据 以 上 的 考虑 还 可 以 知道 ,对 于 三 重 简 并 振动 能 级 的 态 ,振动 角 动 量 的 平 
均值 并 不 等 于 零 . 经 过 对 振动 态 平均 以 后 , 角 动 量 是 用 一 个 算 符 表示 ,其 矩阵 元 
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就 是 三 个 相互 简 并 态 之 间 的 路 迁 矩 阵 元 . 与 态 数 相 一 致 ,这 个 算 符 一 定 具 有 Zl 


的 形式 ,其 中 的 1 是 单位 长 的 角 动 量 算 符 (因此 时 21+1 =3) ,t 是 标志 该 振动 能 
级 的 常数 . 分 子 转 动 运 动 的 哈密 顿 量 为 


Hes = -7™)’. 
0 
Haw = -二 + -二 了. (104.8) 


第 一 项 的 本 征 值 就 是 (103. 4) 式 的 转动 能 量 ,第 二 项 是 一 个 与 转动 量子 数 无 关 
的 不 重要 的 常数 . (104. 8 ) 式 的 最 后 一 项 给 出 了 所 求 的 振动 能 级 的 科 里 奥 利 分 


裂 值 . J， i 的 本 征 值 可 以 用 通常 方法 算出 ; 它 可 以 具有 ( 当 了 给 定 后 ) 三 个 不 同 
的 值 (对 应 于 矢量 1+J 了 J+1,J-1,J). 结果 得 


pe -Eg], pe, -下 gr(J+1)， EN = (104.9) 
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分 子 波 函 数 是 电子 波 函 数 以 及 原子 核 振动 波 孙 数 和 转动 波 聘 数 的 有 习 积 . 我 
们 已 经 分 别 地 讨论 了 这 些 函 数 的 对 称 类 型 及 其 分 类 . 现在 尚 待 讨论 整个 分 子 的 
谱 项 分 类 ,也 就 是 总 波 函 数 所 能 具有 的 对 称 性 ， 

如 果 给 出 了 三 个 因子 对 某 一 变换 的 对 称 性 ,它们 的 乘积 对 该 变换 而 言 的 对 
称 性 也 就 被 确定 . 为 了 完备 地 标志 态 的 对 称 性 ,我们 还 必须 知道 分 子 中 所 有 粒子 
《电子 和 核 ) 的 坐标 同时 反 演 时 总 波 函 数 所 具有 的 行为 . 根据 总 波 函 数 在 这 个 变 
换 下 变 号 还 是 不 变 号 ,我 们 把 相应 的 态 分 别称 为 负 的 或 正 的 由 
”但 是 必须 指出 ,只 有 对 不 存在 立体 异 构 体 的 分 子 , 态 的 反 演 特性 才 具 有 意 
义 . 如 果 存 在 着 立体 异 构 性 ,分 子 经 反 演 后 所 得 的 位 形 不 能 通过 空间 旋转 与 原 位 
形 重合 ,这些 就 是 分 子 的 “ 右 旋 " 异 构 体 和 “左旋 " 蜡 构 体 @. 因此 , 当 存 在 着 立体 
异 构 体 的 时 候 , 相 互 反 演 所 得 的 两 个 波 函 数 实质 上 属于 不 同 的 分 子 ,它们 间 的 比 
较 就 失去 了 意义 @. 

我 们 在 $ 86 中 看 到 , 双 原 子 分 子 中 的 核 自 旋 , 对 分 子 谱 项 按 其 简 并 度 的 排 
列 方式 ,以 及 对 某 些 情形 下 某 种 对 称 能 级 的 完全 受 禁 等 ,都 有 间接 的 重要 影响 . 


QD 我 们 习惯 地 但 不 太 理 想 地 采用 了 与 双 原 子 分 子 相 同 的 术 请 (8 86). 

四 为 了 使 立体 异 构 体能 够 存在 ,该 分 子 必须 没有 与 反射 有 关 的 任何 对 称 元素 ( 没 有 反 演 中 心 、 对 称 
面 ,旋转 -反射 轴 ). 

@@ ”严格 讲 来 , 景 子 力学 给 出 的 这 两 类 异 构 休 间 的 财 迁 概率 总 是 不 等 于 零 . 可 是 这 个 概率 与 原子 核 
穿 过 势 铺 有 关 , 是 极 小 的 . 
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这 种 影响 对 多 原子 分 子 也 是 存在 的 . 但 是 现在 的 问题 要 复杂 得 多 ,需要 在 每 种 具 
体 情 况 下 应 用 群 论 方法 . 
这 个 方法 的 要 点 是 这 样 的 . 总 波 函 数 除了 坐标 部 分 外 (这 是 迄今 为 止 我 们 
所 研究 的 ) 还 有 自 旋 因子 ,这 个 因子 是 所 有 核 目 旋 在 某 一 选 定 空间 方向 的 投影 
值 的 函数 . 一 个 原子 核 的 自 旋 投影 o 可 以 取 2i+1 个 不 同 值 (i 是 该 原子 核 的 自 
旋 ). 给 出 o, ,a,,… ,on(NN 是 分 子 中 的 原子 总 数 ) 的 所 有 可 能 值 后 ,共有 (2i + 
1) (2i, +1)…(2ixw +1) 个 不 同 的 自 旋 因子 数值 . 在 每 一 种 对 称 变换 下 ,有 些 原 子 
核 (同类 的 核 ) 对 调 了 位 置 ,如 果 设 想 自 旋 值 仍 “ 保 留 不 动 ”", 则 这 种 变换 就 等 价 
于 原子 核 间 的 自 旋 值 交换 . 因此 ,各 个 自 旋 因 子 可 以 相互 线性 变换 ,从 而 给 出 分 
子 对 称 群 的 某 个 表示 (这 个 表示 一 般 讲 来 是 可 约 的 ). 把 它 分 解 成 为 不 可 约 表示 
后 , 即 得 自 旋 波 聘 数 所 能 具有 的 各 种 对 称 类 型 . | 
对 于 自 旋 因子 所 给 出 的 表示 ,很 易 写 出 它 的 特征 标 Xaw(G) 的 一 般 公 式 . 为 
此 只 需 注意 到 ,一 个 对 称 变换 中 只 有 这 样 一 些 自 旋 因 子 是 保持 不 变 的 ,这 些 因 子 
中 被 对 调 的 原子 核 正 好 具有 相同 的 o. 值 . 除了 这 些 因子 外 其 它 的 自 旋 因 子 会 相 
互 对 调 , 所 以 它们 对 特征 标 毫 无 贡献 . 记 住 0 可取 2i, +1 个 值 ,我 们 就 有 
Xa (CG) =I(2i +1), (105.1) 
式 中 的 连 乘积 是 若干 组 原子 的 连 乘积 (每 一 组 原子 提供 连 乘积 中 的 一 个 因子 ) ， 
每 一 组 原子 具有 相同 的 o, 值 并 在 所 给 的 6 变换 下 相互 易 位 . 
但 是 ,我们 对 自 旋 函 数 的 对 称 性 质 不 如 对 坐标 函数 那样 感 兴趣 (我 们 所 指 
的 是 坐标 函数 对 核 坐 标 置换 而 言 的 对 称 性 ,电子 的 坐标 则 保持 不 变 ). 这 两 种 对 
称 性 是 直接 相关 的 ,因为 任 一 对 原子 核对 换 后 ,总 波 函 数 必须 变 号 或 者 保持 不 
变 , 要 看 它 服从 费 米 统计 还 是 玻 色 统计 ( 换 句 话说 ,总 波 函 数 必 须 乘 以 ( -1)”,i 
是 所 对 换 原 子 核 的 自 旋 ). 我 们 在 特征 标 (105. 1) 中 引入 适当 的 因子 , 即 可 得 到 
下 式 所 示 的 群 表示 特征 标 x(G) ,这 个 群 表示 中 包含 了 上 坐标 波 函 数 借以 变换 的 所 
有 不 可 约 表 示 : 
x(G) =I(2i +1)( -1)”" (105.2) 
n, 是 6 变换 下 进行 相互 易 位 的 第 a 组 原子 核 中 的 原子 核 数 . 把 这 个 表示 分 解 成 
为 各 个 不 可 约 成 分 后 , 即 得 该 分 子 坐 标 波 函 数 所 能 具有 的 各 种 对 称 类 型 以 及 各 
个 相应 能 级 的 简 并 度 ( 今 后 所 讲 的 简 并 度 ,都 是 指 原子 核 系统 的 不 同 自 旋 态 
数 趾 ) . 
每 一 类 型 的 对 称 态 ,与 分 子 中 等 价 原子 核 组 的 某 一 总 自 旋 值 相 联 系 ( 等 价 
原子 核 组 在 分 子 对 称 群 的 变换 下 相互 易 位 ). 这 种 联系 并 不 是 单 值 的 :每 一 类 型 
的 对 称 态 可 以 和 等 价 原子 核 组 的 不 同 自 旋 值 相 联 系 . 在 每 种 具体 情形 下 也 可 以 


中 ”这 种 意义 下 的 能 级 简 并 度 ,通常 称 为 该 能 级 的 核 统计 权重 ( 见 $ 86 最 后 一 个 附注 ). 


8$ 105 分 子 谱 项 的 分 类 ，387 ， 


用 群 论 方法 确定 这 种 联系 . 

作为 一 个 例子 ,我 们 来 考虑 非 对 称 陀 螺 型 的 乙烯 分 子 C: H4( 图 43g ,对称 群 
为 D,, ). 化 学 符号 右上 角 的 数字 标明 了 所 属 的 同位 素 ,这 个 指标 是 必要 的 ,因为 
不 同 的 同位 素 具 有 不 同 的 核 自 旋 , 目前 情形 下 H 的 核 自 旋 等 于 1/2 而 C 的 核 
自 旋 等 于 零 . 因此 只 需 考虑 氢 原 子 . 

我 们 取 图 43g 中 所 画 的 坐标 系 ,z 轴 垂 直 于 分 子平 面 ,x 轴 沿 分 子 轴 , 对 xy 
面 反 射 时 所 有 的 原子 保持 不 动 , 其 它 的 反射 和 旋转 使 氢 原 子 成 对 地 对 换 . 按 
(105.2) 式 可 得 下 列 群 表示 特征 标 : 


E o(xy) oo(xz) ol(yz) I C:(z) C(y) CC,(x) 
16 16 4 4 4 4 4 4 


把 这 个 表示 分 解 成 不 可 约 成 分 ,结果 发 现 它 含有 以 下 几 种 D,, 群 的 不 可 约 表示 : 
74,,3B1,,3B,,,3B,.. 数字 代表 可 约 表示 中 包含 该 不 可 约 表示 的 次 数 :这 些 数 字 
也 就 是 各 个 相应 能 级 的 核 统计 权重 包 . 

以 上 所 得 的 乙烯 分 子 态 的 分 类 ,是 对 总 (坐标 ) 波 函数 (包括 电子 ,振动 和 和 转 
动 部 分 ) 而 言 的 . 但 在 通常 情况 下 ,我 们 对 以 上 结果 的 兴趣 往往 在 另 一 方面 . 这 
就 是 说 ,知道 了 总 波 函 数 所 能 具有 的 对 称 性 以 后 ,只 要 给 定 电子 态 和 振动 态 ,就 
可 以 直接 求 出 所 能 具有 的 各 种 转动 能 级 (以 及 它们 的 统计 权重 )， 

我 们 以 基态 电子 谱 项 的 最 低 振动 能 级 (振动 未 被 激发 的 能 级 ) 的 转动 结构 
为 例 ,假定 基态 的 电子 波 孙 数 是 全 对 称 的 (符合 所 有 多 原 子 分子 的 实际 情况 ). 
在 这 种 情况 下 ,总 波 函 数 的 绕 轴 旋转 对 称 性 也 就 是 转动 波 函 数 所 具 的 对 称 性 . 和 
以 上 所 得 的 结果 相 比较 ,我 们 就 可 以 知道 ,乙烯 分 子 中 4 和 B, 型 的 转动 能 级 是 
正 的 ( 见 $103), 且 有 统计 权重 7 和 3; 而 B, 和 B, 型 的 能 级 是 负 的 ,统计 权重 等 
i 

和 双 原 子 分 子 一 样 ( 见 $86 末 ) ,由 于 核 自 旋 与 电子 的 作用 极 弱 ,乙烯 分 子 
中 核对 称 性 不 同 的 态 实际 上 不 能 相互 跃迁 ,因此 处 于 这 些 态 中 的 分 子 , 犹 如 同一 
物质 的 不 同 变态 . 故 乙烯 C1*H! 具有 四 种 变态 ,其 核 统计 权重 分 别 为 7,3 ,3 ,3， 

作出 上 述 结论 时 ,要 点 在 于 对 称 性 不 同 的 态 是 属于 不 同 能 级 的 (其 间距 远 
大 于 核 自 旋 的 作用 能 ). 对 于 核对 称 性 不 同 的 态 属 于 同一 简 并 能 级 的 那 种 分 子 
讲 来 ,上 述 结论 不 能 成 立 . 

再 举 一 个 例子 ,对 称 陀螺 型 的 氨 分 子 N*H;( 图 41 ,对称 群 C,,). N“ 的 核 自 
旋 等 于 1,H' 的 核 自 旋 等 于 1/2. 应 用 (105. 2) 式 , 即 得 我 们 感 兴 趣 的 C,, 群 表示 
的 特征 标 ; 





QD 每 一 类 型 的 态 与 乙烯 分 子 中 四 个 H 原子 的 总 自 旋 值 的 关系 ,在 题 1 中 推导 ， 
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E 2L3 30， 
24 6 -12 


它 含 有 以 下 的 C:, 群 不 可 约 表 示 :124;: ,6Eo 因 此 有 两 类 能 级 :它们 的 核 统计 权重 
等 于 12 和 69. 

对 称 陀螺 的 转动 能 级 (J 值 为 给 定 ) 是 按 量子 数值 分 类 的 .和 上 例 一 样 ,我 
们 来 考虑 NH, 分 子 基 态 电子 谱 项 的 最 低 振动 能 级 的 转动 结构 (也 就 是 假定 电子 
波 函 数 和 振动 波 函 数 都 是 全 对 称 的 ). 在 求 转动 波 函 数 的 对 称 性 的 时 候 我 们 应 
该 注意 到 ,有 意义 的 只 是 指 绕 轴 旋转 下 的 变换 性 质 . 因此 可 以 把 对 称 平 面 改 成 垂 
直 于 这 些 平 面 的 一 些 二 阶 对 称 轴 ( 对 一 平面 的 反射 等 价 于 绕 这 样 一 个 二 阶 轴 旋 
转 再 加 上 一 次 反 演 ). 在 目前 情形 下 ,所 考虑 的 C;, 群 就 可 以 换 成 和 它 同 构 的 D， 
点 群 . 

k= + | 丰 | 的 转动 波 函 数 绕 三 阶 紧 直 轴 进 行 C, 旋 转 后 被 乘 以 e*:"”““” ,如 绕 
二 阶 水 平 轴 进 行 V0, 旋转 则 发 生 相 互 变换 ,因此 它们 给 出 了 D; 群 的 一 个 二 维 表 
示 . 如 果 |k| 不 是 3 的 倍数 ,这 个 表示 就 是 不 可 约 的 表示. 总 波 函 数 的 C3, 群 表 
示 , 可 以 按 谱 项 的 正 或 负 对 Xx(U,) 乘 以 +1 或 -1 后 得 到 .但 由 于 表示 中 的 
X(U,) =0, 因 此 不 论 谱 项 的 正 负 仍 都 得 到 表示 (但 此 时 为 C: 群 的 表示 不 是 
D, 群 的 表示 ). 由 此 得 出 结论 , 当 |%| 不 等 于 3 的 倍数 时 , 正 负 能 级 都 是 可 能 的 ， 
核 统计 权重 为 6( 总 坐标 波 函 数 的 对 称 性 属于 EE 型 ). 

当 |%| 为 3 的 信 数 (但 不 等 于 零 ) 时 ,转动 波 函 数 给 出 的 (D, 群 ) 表 示 有 具有 下 
列 特 征 标 : 


这 个 表示 是 可 约 的 ,分 解 为 4, ,4, 表 示 . 为 了 使 总 波 函 数 属 于 Cs, 群 的 4, 表示 , 转 
动能 级 ,必须 是 负 的 ,4, 必 须 是 正 的 ,由 此 可 见 , 当 | 为 3 的 倍数 并 且 不 等 于 
零 时 , 正 负 能 级 都 是 可 能 的 , 核 统 计 权 重 为 12( 能 级 为 4, 型 ). 

最 后 ,对 应 于 角 动 量 分 量 上 =0 的 只 有 一 个 转动 函数 ; 它 所 给 出 的 表示 其 有 
特征 标 名 


1 1 ( -1)’ 


人 @ ” 4; 型 谱 项 的 氨 核 总 自 旋 为 3/2,E 型 谱 项 的 氢 核 总 自 旋 为 1/2. 注意 在 不 可 约 表 示 中 出 现 二 维 的 
表示 EE 并 不 表示 在 分 子 能 级 中 出 现 附加 的 简 并 ,这 是 置换 简 并 ,在 $63 中 已 经 说 过 , 
@ 角 动 量 值 为 了 而 投影 值 为 零 的 本 征 函数 旋转 7 角 后 被 屠 以 ( -1)"， 
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如 果 总 波 函 数 为 4 型 对 称 , 它 经 反 演 后 必然 给 出 ( -1) ”因子 . 由 此 可 见 , 当 4 
=0 时 ,J 值 为 偶数 的 能 级 只 能 是 负 的 ,J 值 为 奇数 的 能 级 只 能 是 正 的 ;两 种 情形 
下 的 统计 权重 都 等 于 6(4, 型 能 级 ). 
总 结 以 上 结果 , 即 得 下 表 , 表 中 列 人 了 各 种 不 同 k 值 时 N Hs 分 子 的 基态 电 
子 谱 项 最 低 振动 能 级 所 能 具有 的 各 种 态 (符号 +，- 表示 正 态 和 负 态 ): 
(+) (-) 





| 大 | 不 是 3 的 倍数 6E 6E 
i 是 3 的 倍数 124, 124, 
64， 
-of 为 偶数 
Jj 为 奇数 64， 





J 和 上 给 定 以 后 ,NH, 分 子 的 能 级 一 般 讲 来 是 简 并 的 (还 可 参考 题 3 中 ND; 的 
表 ). 这 种 简 并 性 由 于 下 列 特殊 效应 而 被 部 分 地 解除 ,这 个 效应 与 氧 原子 的 有 限 质 
量 以 及 与 氨 分 子 的 形状 扁平 有 关 . 该 分 子 


中 的 原子 作 不 大 的 竖 直 位 移 后 就 有 可 能 从 a 
图 44 的 一 个 位 形 幅 迁 到 另 一 个 位 形 ,这 两 HH H 
个 位 形 可 以 通过 对 一 个 平面 的 反射 而 相互 
得 到 ,这 个 平面 平行 于 三 角 锥 的 底 边 . 这 种 ~ 


斤 迁 导致 了 能 级 的 分 裂 , 使 正 负 能 级 彼此 
分 开 . (一 维 情形 下 与 此 类 似 的 效应 见 $50 
题 3). 这 两 个 位 形 被 一 个 “ 势 刍 "所 隔 开 ， 图 44 


能 级 分 裂 值 与 原子 穿 过 这 个 “ 势 垒 "的 概率 成 正比 . 氨 分 子 的 这 个 概率 尽管 由 于 以 
上 所 讲 的 性 质 而 比较 大 ,但 是 它 的 分 裂 值 还 是 很 小 的 (10” eV). 
球 型 陀螺 式 分 子 的 例子 , 见 本 节 题 5. 


习 题 


1. 确立 C; Hi 分 子 中 态 的 对 称 性 与 该 分 子 中 氢 核 总 自 核 间 的 关系 . 

解 : 山 四 个 H 核 的 总 自 旋 可 以 具有 =2,1,0 三 个 值 , 它 的 投影 Mi 可 取 2 
到 -2 的 各 个 值 . 我 们 从 Mi 的 最 大 值 开 始 , 逐 个 地 考虑 Mi 值 相同 的 那些 自 旋 因 
子 所 给 出 的 表示 . 

Mi =2 时 只 有 一 个 自 旋 因子 ,其 中 所 有 原子 核 的 自 旋 投影 值 都 等 于 1/2. Mi 
=1 时 有 四 个 不 同 的 自 旋 因子 ,它们 的 区 别 在 于 四 个 原子 核 中 一 个 核 的 自 旋 投 


影 值 等 于 -元 最 后 ,M, =0 时 有 六 个 不 同 的 自 旋 因 子 , 要 看 选取 哪 两 个 核 的 自 


@ 应 用 置换 群 的 方法 求解 类 似 的 问题 ,可 以 考虑 1.G.Kaplan 的 书 ( 见 §63) ,第 6 章 , $2. 





390 ， 第 十 三 章 ”多 原子 分 子 


旋 投 影 值 等 于 -元 这 三 组 自 旋 因 子 给 出 的 三 套 群 表示 特征 标 如 下 表 所 示 ， 


ml ele 


1 1 1 1 1 1 
4 0 0 0 0 0 
6 2 2 2 2 2 


第 一 个 表示 是 单位 表示 4,; 由 于 IT=2 时 才能 有 MM, =2, 因 此 4 型 的 态 对 应 
于 自 旋 了 =2， 

Mi =1 时 可 以 有 7=1 和 了 =2, 第 二 个 表示 减 去 第 一 个 表示 后 再 把 它 分 解 成 
不 可 约 表示 ,结果 发 现 7=1 时 有 B,,,B,, ,Bs, 三 种 态 . 

最 后 ,Mi =0 时 可 以 具有 Mi =1 的 各 个 表示 和 了 =0 的 表示 . 第 三 个 表示 减 
去 第 二 个 表示 后 得 到 两 个 4, 态 ,对 应 于 自 旋 1=0. 

2. 对 C2 Hs ,Cs Hs,N2 04 分 子 , 求 总 (坐标 ) 波 函数 的 对 称 类 型 及 其 相应 能 
级 的 统计 权重 [所 有 这 些 分 子 具有 同一 形式 , 核 自 旋 为 i(H?) =1,i(C”) =1/2， 
i(N*)=1]. 

解 ; 与 本 节 所 讲 的 C2 Hs 分 子 的 方法 相同 , 求 得 下 列 各 态 ( 所 选 的 坐标 轴 也 
和 例 中 的 一 样 ) : 






274,, 18B 


lg 





3. 同上 题 , 但 分 子 为 N“H; 

解 :与 本 节 中 N*H; 分 子 的 做 法 一 样 , 求 得 的 态 为 304, ,34, ,24E. 

对 基态 电子 谱 项 最 低 振 动能 级 讲 来 ,不同 的 下 值 具 有 下 列 各 态 : 
(+) (一 ) 

| | 不 是 3 的 倍数 24E 


| 下 | 是 3 的 倍数 304, ,34, 304, ,34, 





5 了 为 偶数 304， 34, 
D 为 奇数 34, 304， 
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4. 与 上 题 同 ,但 分 子 为 C He( 见 图 43f; 对 称 群 为 D,,). 
解 :可 能 态 具 有 下 列 类 型 :741,,141,,34,,,134,,,9E,,11E,. 
对 基态 电子 谱 项 最 低 振 动能 级 讲 来 ,可 得 下 列 各 态 : 


1#| 不 是 3 的 倍数 11E, 
1k| 是 3 的 倍数 14,, ,134, 
2 0 J 为 偶数 14 
pa te 134， 





5， 同 上 题 ,但 为 甲烷 分 子 C H4(C 原子 在 四 面体 中 心 ,四 个 HH 原子 在 顶 
角 ). 

解 : 这 个 分 子 属于 球 型 陀螺 式 ,对称 群 为 Ti. 用 同一 方法 可 以 求 出 可 能 态 的 
类 型 为 :54,,1E,3F (分子 的 总 自 旋 相 应 地 等 于 2,0,1). 

球 型 陀螺 的 转动 态 是 按 总 角 动量 ] 值 分 类 的 .每 个 J 值 有 2J+1 个 转动 子 
数 , 给 出 了 O 群 的 一 个 2J+1 维 表示 ,O 群 与 7。 群 同 构 , 它 是 把 Ts 群 中 的 所 有 
对 称 平面 换 成 秋 直 于 它 的 二 阶 轴 后 得 到 的 . 这 个 表示 的 特征 标 由 (98.3) 式 所 确 
定 . 例如 =3 时 可 得 下 列 群 表示 特征 标 : 





其 中 所 含 的 O 群 不 可 约 表 示 为 4, ,FF 再 来 研究 基态 电子 谱 项 最 低 振 动能 级 
的 转动 结构 ,所 得 的 结论 是 ,J=3 时 总 波 浮 数 为 4, 型 的 能 级 只 能 是 正 的 ,型 态 
的 能 级 则 可 正 可 负 . 对 于 前 几 个 了 值 , 可 得 下 列 各 态 ( 它 们 的 核 统计 权重 也 一 起 
写 出 ): 





5A, ,1E,3F, 


第 十 四 章 
角 动 量 的 相 加 
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8$31 中 导出 的 角 动 量 相 加 法 则 ,给 出 了 角 动 量 为 六 和 产 的 两 个 粒子 (或 两 个 
更 复杂 的 部 分 ) 所 组 成 中 的 系统 总 角 动 量 的 各 种 可 能 值 , 这 个 法 则 实际 上 和 波 函 
数 的 空间 旋转 性 质 密切 相关 ,并 可 根据 旋 量 的 性 质 立 即 得 出 . 

角 动 量 为 六 和 户 的 粒子 波 函 数 分 别 是 2j, 秩 和 2% 秩 的 对 称 旋 量 ,系统 的 波 钞 
数 则 等 于 它们 的 乘积 : 


Yi 2j2 
pI Ay po…. (106. 1) 


这 个 乘积 对 所 有 的 指标 对 称 化 后 ,得 到 一 个 2( 六 + 户 ) 秩 的 对 称 旋 量 , 对 应 于 总 
角 动 量 为 六 + 万 的 态 . 如 果 我 们 把 乘积 (106. 1 ) 中 的 一 对 指标 缩 并 掉 , 其 中 的 一 
个 指标 取 自 次" 另 一 个 指标 取 自 (否则 缩 并 后 等 于 零 ) ,由 于 和 小 中 都 
是 对 称 旋 量 ,和 A ,p,… 和 p,o,… 中 不 管 取 哪 一 对 指标 进行 缩 并 都 是 一 样 的 ,经 过 
对 称 化 以 后 ,得 到 一 个 2(ji +j, ~ 1) 秩 的 旋 量 ,对 应 于 角 动 量 为 i +j, -1 的 
态 @. 继续 这 种 手续 ,可 得 从 ji + 有 直到 1j. - 疡 1 的 7 值 各 一 次 ,和 已 知 的 角 动 量 相 


@ ”严格 讲 来 ,我 们 总 是 考虑 这 样 一 个 系统 (以 后 不 必 每 次 声明 ) , 它 的 各 部 分 之 间 相 互 作 用 很 弱 , 以 
致 每 部 分 的 角 动量 在 一 级 近似 下 可 以 看 作 是 守恒 的 ， 

下 面 所 得 的 全 部 结果 ,当然 不 但 能 应 用 于 两 个 粒子 (或 粒子 系统 ) 的 总 角 动 量 的 相 加 ,而 且 也 能 应 用 
于 同一 系统 的 轨道 角 动量 和 自 旋 的 相 加 ,假如 自 旋 - 轨道 硬 合 是 足够 的 弱 的 话 - 

@@ “为 避免 误解 , 作 下 列 说 明 是 有 益 的 , 双 粒子 系统 的 波 函 数 永远 是 一 个 2(j + 户 ) 秩 的 旋 量 ,这 个 秩 
数 一 般 地 不 等 于 2 是 该 系统 的 总 角 动 量 . 但 是 ,这 个 旋 量 可 以 等 价 于 一 个 低 秩 放量 . 例如 , 角 动 量 刻 = 万 


。 的 双 粒 子 系统 波 函 孝 是 一 个 2 秩 旋 量 . 但 如 总 角 动量 j=0, 这 个 旋 量 是 反对 称 的 ,因而 可 化 成 一 个 标 


”3 
量 .一般 讲 来 ,总 角 动 量 了 确定 了 该 系统 旋 量 波 函 数 的 对 称 性 : 它 对 2 个 指标 是 对 称 的 并 对 其 余 指 标 反 对 
称 ， 
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加 法 则 相 一 致 . 

从 数学 上 讲 来 ,这 就 是 把 旋转 群 两 个 不 可 约 表示 (21 +1 维 和 217. +1 维 ) 的 

直 积 DW x D2 分 解 为 不 可 约 成 分 ,于 是 角 动 量 的 相 加 法 则 可 写成 
DH) x DE = 了 Di) Dr 4 Dl) 

为 了 完全 解决 角 动 量 相 加 问题 ,我 们 还 须 研究 怎样 由 两 个 组 成 粒子 的 波 函 
数 构造 具有 给 定 总 角 动 量 值 的 系统 波 函 数 问题 . 

我 们 先 从 简单 情形 开始 , 亦 即 两 个 角 动 量 相 加 后 所 得 的 总 角 动 量 等 于 零 的 
情形 . 此 时 显然 有 六 = 疡 以 及 角 动 量 分 量 mi = -ma2. 令 由 ,为 一 个 粒子 的 归 一 化 
状态 波 函 数 ( 呈 非 旋 量 形式 ) ; 它 具有 和 角 动 量 j 和 分 量 m. 所 求 的 系统 波 函 数 yj， 
等 于 m ee 

J 一 由 ie" (2) 
yo (1) "wy yr, (106.2) 
j 等 于 六 和 户 的 公共 值 . 自 归 一 化 . 求 和 式 中 的 各 个 系数 必须 
具有 相同 的 绝对 值 ,因为 所 有 的 角 动 量 分 量 值 m 应 该 是 等 概率 的 . (106.2) 式 中 
的 符号 序 次 很 易 用 波 函 数 的 旋 量 形式 求 出 , 采用 旋 量 记号 ,(106.2) 中 的 求 和 式 
为 下 列 标 量 ( 系 统 总 角 动 量 为 零 ) 
py Pp., (106. 3) 
它 是 由 两 个 27 秩 旋 量 所 组 成 . 根据 上 式 ,我 们 可 从 (57.3) 式 直接 求 出 (106.2) 式 
中 各 项 的 符号 . 

但 应 注意 ,一 般 讲 来 我 们 只 能 确定 求 和 式 (106.2) 中 各 项 的 相对 符号 ,至 于 
整个 求 和 式 的 符号 则 可 能 与 角 动 量 的 “ 相 加 次 序 ” 有 关 . 实际 上 ,如 果 把 y 中 中 
所 有 的 旋 量 指标 全 部 下 降 ( 有 j+m 个 指标 为 1,j -mm 个 指标 为 2) 并 把 多 2 中 的 
指标 全 部 上 升 ,(106. 3 ) 的 标量 就 要 乘 以 ( -1)*, 当 j 为 半 整 数 时 就 要 变 一 符 
号 . 

其 次 ,我 们 来 考虑 总 角 动 量 为 零 的 一 个 系统 ,由 角 动 量 为 广 汤 沪 分 量 为 m,， 
m, ,ms 的 三 个 粒子 所 组 成 . 总 角 动 量 等 于 零 的 条 件 是 m, + m, +mi =0, 并 且 j， 
亡 沪 中 任意 一 个 的 值 可 以 从 其 它 两 个 值 的 矢量 相 加 法 则 中 得 到 ,也 就 是 说 六 疡 ， 
方 在 几何 上 应 该 是 一 个 封闭 三 角形 的 三 条 边 . 换 句 话说 ,每 一 个 值 介 于 其 它 两 值 
的 和 与 差 之 间 : 

[7 -J | <j, < + ,等 等 
代数 和 i +]J, + 显然 是 一 个 整数 . 
所 考虑 系统 的 波 函 数 为 下 列 求 和 式 : 


每 个 i 的 取 值 是 从 -7 到 六 这 个 公式 中 的 系数 称 为 维 格 纳 (Wigner)3j - 符号 . 按 
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定义 仅 当 mm + ma +ma =0 时 它们 才 不 等 于 零 . 
置换 下 标 1,2,3 时 ,(106.4) 式 的 波 蚂 数 只 能 改变 一 个 不 重要 的 周 相 因 子 . 
实际 上 37 符号 可 以 全 部 定义 成 实 量 ( 见 后 面 ) ,yw 的 不 确定 性 就 变 成 只 是 它 的 公 
共 符 号 的 不 确定 性 (正如 (106.2) 式 的 函数 那样 ). 这 意味 着 3; 符号 中 列 的 对 换 
使 它 或 者 不 变 或 者 变 一 符号 . 
确定 求 和 式 (106.4) 中 系数 (37 符 导 的 常用 定义 ) 的 一 个 最 对 称 的 方法 是 这 
样 的 . 采用 旋 量 记号 ,bo 是 由 三 个 旋 量 yw ,yy 中 “的 乘积 经 过 全 部 指 
标的 缩 并 后 形成 的 一 个 标量 ,每 一 对 缩 并 指标 取 自 其 中 的 两 个 不 同 旋 量 . 对 粒子 
1 和 2 讲 来 , 缩 并 时 y 取 上 标 yy 了 取 下 标 ;对 粒子 2 和 3, 缩 并 时 yw 取 上 标 
yo 取 下 标 ;对 粒子 3 和 1, 则 yw 了 取 上 标 y' 取 下 标 . 很 易 证 明 , 这 三 类 缩 并 指 
标 分 别 有 jj + 一 .Ja ,J2 +Js 一 沪 和 六 +Js -大 对 . 这 个 缩 并 规则 唯一 地 确定 了 yo 的 
符号 . 
显然 ,采用 了 这 个 定义 以 后 ,指标 1,2,3 的 循环 置换 使 保持 不 变 . 这 意味 
着 3 符号 对 列 的 循环 置换 保持 不 变 . 很 易 看 出 ,1,2,3 中 任意 两 个 指标 的 对 换 ， 
会 使 jj +j, +j 对 旋 量 指标 发 生 升 降 ,这 意味 着 要 乘 以 ( -1)7 扩 ; 换 句 话 说， 
31 符号 具有 下 列 性 质 : 
1 Ji a J2 3 jss， (106.5) 
7722 m,) ns mm, mm, ms 
即 当 太 + 户 + 方 为 奇数 时 ,任意 两 列 的 对 调 要 变 一 符号 . 
最 后 ,很 易 看 出 
| 用 jh 六 二 ne ] J | (106.6) 
一 1721 一 7112 一 了 3 17 1 ni 7773 
每 个 角 动 量 z 分 量 的 变 号 可 看 作 绕 y 轴 转 下角 的 结果 ,这 等 价 于 把 所 有 的 旋 量 
下 标 上 升 并 同时 把 所 有 的 上 标 下 降 ( 见 (58.5) 式 ). 
从 (106.4) 式 出 发 ,可 以 导出 一 个 重要 公式 ,这 个 公式 能 够 给 出 具有 给 定 】 
和 m 值 的 双 粒 子 系 统 的 y;, 波 函数 ,为 此 ,我 们 把 粒子 1! 和 2 一 起 看 作 一 个 系 
统 . 由 于 这 个 系统 的 角 动 量 j 和 粒子 3 的 角 动 量 j, 相 加 后 所 得 的 总 角 动 量 等 于 
零 , 故 一 定 有 j= 有 ,m= -ms 按 (106.2) ,我 们 可 写成 
= 1 j-—m {3) 
加 2 (1) "Win, (106.7) 
此 式 应 该 和 (106.4) 式 比较 (该 式 中 的 有 ,ms 改 成 j, - m). 在 这 里 ,我 们 首先 要 计 
及 这 样 的 事实 , (106.7) 中 的 求 和 是 按 (106.3) 式 的 构造 法 则 进行 的 ,与 (106.4) 
的 求 和 式 的 构造 法 则 并 不 一 致 ;为 了 把 (106.7) 化 成 (106.4) 的 形式 ,不 难看 出 ， 
我 们 必须 把 粒子 1 和 3 的 每 对 缩 并 指标 上 下 对 调 一 下 ,这 就 产生 了 一 个 附加 因 
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子 ( -1)2 7273. 比较 的 结果 为 人 
和 00 
mm (NM Mm, -mm 
式 中 对 m,) ,m, 的 求 和 应 满足 m, + m, = m 的 条 件 . 
(106. 8) 式 给 出 了 我 们 所 需要 的 表 式 , 它 把 角 动 量 为 六 和 疡 的 两 个 粒子 波 天 
数组 合成 为 系统 的 波 函 数 . 该 式 可 写成 
Wi = > (mm, jm) pi ho, (ma =m—m,), (106.9) 


式 中 的 系数 

(mmlim) = De Vr 一 
组 成 一 个 变换 矩阵 , 它 把 (2 +1) (2j, +1) 个 正 交 归 一 化 的 完备 波 函 数 1mimsz》 
变换 成 为 同样 完备 的 Uay 波 函数 组 (具有 给 定 的 广 疡 值 ). 这 种 系数 称 为 矢量 耦 
合 系数 或 克 莱 布 什 - 高 丹 (Clebsch - Gordan) 系数 . 记号 (mimsa jj 就 是 一 组 函 
数 展 为 另 一 组 函数 时 常用 的 (11. 18) 式 中 的 展开 系数 的 记号 . 为 简洁 计 , 我 们 已 
在 记号 中 省 略 了 两 组 隆 数 共有 的 量子 数 六 和 js. 必要 时 可 恢复 成 
Jimjm, ljjsjm) ©, 

(106.9) 的 变换 矩阵 是 么 正 的 ( 见 §$12). 因此 闭 变换 系数 


| (106. 10) 


Pim pn, = > 人 (106. 11) 
j= | jjt 
等 于 (106.9) 式 中 变换 系数 的 复 共 罗 . 后 面 将 指出 ,这 些 系数 都 是 些 实 量 ,因此 
简单 地 有 
mim ljm) = (jmlmm,). 

根据 量子 力学 的 一 般 规则 ,(106. 11) 中 展开 系数 的 平方 给 出 了 系统 具有 某 个 7 
和 m 值 的 概率 ( 当 j ,mi 和 上 记 ,m, 为 给 定时 ). 

变换 (106.9) 的 么 正 性 意味 着 它 的 系数 满足 一 定 的 正 交 条 件 . 根据 (12. 5) 
和 (12.6) 式 有 


> 《mim, ljm) (mim, lj'm’) = 


mlm 


QD 根据 (60.2) 式 ,时 间 反 演 下 , 波 函 数 变 成 
pm 1) 
很 易 验 证 ,(106.8) 式 的 右边 确实 同 其 左边 一 样 按 上 式 变换 的 . 
@@ 克 莱 布 什 -高 丹 系 数 (C-G 系 数 ) 在 有 的 文献 中 记 作 
Cm 或 Cm 


mm imi 2m2 
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; hn hh JTYn 7 
td 2 上 m | nm | 
m1 m2 1 2 I 2 


=076 (106. 12) 
>, mm ljm) Cm’ im’', ljm) = 
7 


i jh ha 
= 2 (21+1) = 
7 m 7 -mm 殉 ， 一 也 


=Doimi0nno- 
31 符号 的 一 般 显 示 表 达 式 是 相当 宛 长 的 . 它 可 写成 中 
人 hh 访 上 [= th -js)! (7 -7+j3)L ( -J +j, +js)! | 2 总 
m; (ji +h +j +1)! 
x[ (tm)! (A—m)! htm)!l (hm)! (B+tm)! (hp-m)!l] x 
> / ( = 
= 2 (Ch th -ha! (hm ~~)! (hh tm -2)! (h-hhtm t+)! (h-hh —m +2)! 
(106. 14) 
式 中 对 所 有 的 整数 z 值 求 和 ,但 由 于 负 整 数 的 阶乘 为 无 穷 大 , 这 个 求 和 式 中 只 有 
为 数 有 限 的 项 . 求 和 式 前 的 系数 明显 对 称 于 下 标 1,2,3; 把 求 和 变量 z 的 值 变 换 
一 下 即 可 看 出 求 和 式 本 身 也 具有 这 种 对 称 性 ， 
除了 根据 37 符号 的 定义 直接 导出 的 对 称 性 质 (106.5) 和 (106.6) 式 以 外 ,37 
符号 还 存在 着 其 它 一 些 对 称 性 质 , 但 它们 的 推导 较为 复杂 ,我们 不 在 这 里 给 出 . 
所 讲 的 这 些 对 称 性 可 用 37 符号 的 参量 所 组 成 的 下 列 3 x3 数值 表 很 好 地 表达 出 


来 : 
a 
m) mm, m,; ; . | 
ji1tm J2tm, Ja 十 713 
此 表 中 每 行 或 每 列 之 和 都 等 于 ji + 疡 + 六 然后 有 :;(1) 表 中 任意 两 列 对 调 后 ,3j 


符号 要 乘 以 ( -1)***3( 与 (106.5) 所 给 的 性 质 相同 ) ;(2) 任意 两 行 对 调 后 同 
样 要 乘 以 ( -1)”**”( 对 下 面 两 行 讲 来 ,与 (106.6) 所 给 的 性 质 相同 );(3) 表 中 


(106. 13) 


m Mm, 


J +Js -六 J + -有 i 十 72 -J 
Ji—mi 7]2 一 有 ma js 一 ma |， (106. 15 ) 





(DD (106.9) 式 中 的 系数 由 维 格 纳 (E,P. Wigner, 1931 ) 首先 算出 . 它 的 对 称 性 质 及 对 称 表 式 
(106. 14) 由 拉 卡 (G. Racah,1942) 首先 导出 , 最 直接 的 导出 方法 也 许 是 利用 (57,6) 式 把 mo 的 旋 量 表 式 
(加 以 适当 的 归 一 化 后 ) 直接 化 成 (106.4) 的 求 和 式 ,注意 (57.6) 中 的 系数 是 实 的 ,因此 了 37 符 号 也 一 定 是 
实数 . 另 一 种 推导 见 A. R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics , Princeton ,1957. 后 面 的 37 符 
号 表 引 自 此 书 . 
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的 行 和 列 对 调 后 3 符号 保持 不 变 岂 . 
下 面 给 出 特殊 情形 下 的 某 些 简单 公式 . 按 (106.2) 有 下 列 数 值 : 


J J 0 虽 1 
= ( - 1 “一 一 ， 106. 16 


由 (106. 14) 式 直接 可 得 : 
六 六 天 
= -1)” 12 12 x 
Mm mm, 一 了 1 —-m, 


(t+212+l)1 t+mi)L (nn -一 mi) (+m)! (7 —m,)! 


(106.17) 
J1 J2 Js 2 (1) -hthtm x 
J: -ji-m m 
(Citjz th tl)! Ci ~ ta)! (ht -13)! (~ +th -mm)! (+m;)! 
下 列 公式 
. . 0 -| 久 坟 -和 
0 0 0 (2p +1)! 


Dp! 
(PpP-I)! (Pp-J)! (Pp -1)! 
(106. 18) 
当 2p =ji +j +j 为 偶数 时 ,上 式 的 推导 需要 许多 附加 计算 包 , 当 2p 为 奇数 时 ,这 
个 3 符号 由 于 对 称 性 (106. 6) 而 等 于 零 . 
表 9 中 列 入 了 j=1/2,1,3/2,2 的 各 种 37 符号 值 , 以 供 参 考 . 对 于 每 一 个 广 
值 , 表 中 只 给 出 了 少数 几 个 了 符号 ,其 余 的 37 符 号 可 以 根据 (106.5) 《106.6) 
式 以 及 这 个 表 推 出 . 


表 9 317 符 号 表 
1 | 1 
tT J pp 1 172 
a 
a -了 方 (2 +1)(27 +2) 


QD 见 T.Regge,Il nuovo cimento 10,544,1958;11,116,1959. (106. 15) 对 称 性 (以 及 6) 符号 (108.3) 
式 的 性 质 ) 的 更 深入 的 数学 特征 的 讨论 见 评述 性 文章 有 . A. Cmoponmunckuj nu JI. A. IIerem,yOH,106 ,3 
{1972). 

名 见 前 引 Edmonds 的 书 . 
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2m 
(22 +1)(2 +2)1" 


[车 | 一 


(2+1)(2+2)(27+3) 


1 


+m+l 
A 
-mm)(i7i1-m+l 和 
CT) CD +3) 
3 
_1)/* 哇 六 J 2 
m -mm-ms ms 
1 
2 


1/2 
(0 002 se 
k (7- m+ 了 ) (7- -m+ 塘 ee 


(2+1)(2+2)(2+3)(27+4) 
3 


一 


2 


Es je (二) 人- | 


DD 


(27+ 二 +2)(2+3)(2+4) 


。 。 2 
| 


—-m-ims ms 


续 表 
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0 


2[3m” ~j(j+1)] 
[(27-1)21027+1)(27+2)(27+3)] 
-2m| 6(j+m+1)(j-m+1) ] 


DtI(CDIH2)( +3)( 2+4) 


J 

J 了 +1 

pi 6(j+m+2) (Cj+m+l)(j-m+2)()-m +1)1” 

J | (21+1)(2+2)(27+3)(21+4)(217+5) 

| 
172 

j 

7+1 

J+2 
J 


6(jJ+m+1)(j-m 
(+2m) | C3 DDD CHT) 


-2(j+2m +12) | Tr | 


227+1)(27+2)(27+3)(2+4) 


2 


(BHICSI+2( A + SI +4)( 2 +5) 
2 


| 
(2 DGI+tl)( AI+2) (+3) 


， (j-m-DO-m(i-m+l)(j+tm+2)1” 
4 -2 | 


es (j-m-D) i-m(ji-m+l)(i-m+2)1” 
I+ [CD Ta a | 
习 题 


试 求 自 旋 为 1/2 轨道 角 动 量 给 定 为 1 的 粒子 态 的 角 部 波 函 数 与 总 角 动 量 为 
j 投影 值 为 m 的 状态 波 示 数 之 间 的 关系 . 

解 :这 个 问题 可 以 用 一 般 公式 (106.8) 解 决 ,把 该 式 中 的 小" 理解 为 轨道 角 
动量 本 征 济 数 ( 即 球 谐 函 数 了 ,) ,把 几 ' 理解 为 自 旋 波 函 数 Y(a)[ 其 中 的 


] 
CI 三 + 本 ] : 


Wi, =( _1)*"- /7 +1 > | 
把 3] 符号 值 代入 后 , 即 得 : 


1/2 


1 
m-o oo 


| YoX(0) 
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. Rtm, ()Y ~ ffi-m )Y 
Wirt,n = 2 二) 。 A 一 7 ) J 
ee j-mt+l1 y+m+t+l 四 
Vi, = 27+2 x |( 2 本 六 27+2 x -Yn 
$107 张 量 的 矩阵 元 


$ 29 中 曾经 得 到 过 物理 矢量 的 矩阵 元 与 角 动 量 分 量 值 间 的 一 些 关系 式 . 这 
些 式 子 实际 上 不 过 是 任意 秩 不 可 约 张 量 ( 见 $57) 的 某 些 相 应 的 一 般 公式 的 一 
个 特例 O 

一 个 以 整数 ) 秩 不 可 约 张 量 的 2k+! 个 分 量 按 其 变换 性 质 来 说 等 价 于 2k + 
1 个 球 谐 函数 7 ,9g = -6,…,k( 见 $57 最 后 一 个 附注 ) ,这 就 是 说 ,把 一 个 张 量 
的 分 量 适当 地 线性 组 合 以 后 ,我 们 可 以 得 到 一 组 量 ,这 组 量 在 转动 下 按 函数 组 
y, 的 规律 变换 . 我 们 用 fi, 代表 这 组 量 , 称 为 4 秩 球 张 量 . 

以 k=1 的 矢量 为 例 ,f, 和 矢量 诸 分 量 的 关系 式 为 








fo = 0 fn = Fio); (107.1) 
参考 (57.7). 二 秩 张 量 的 相应 公式 为 
fo = . [a Jf2,11 = 土 (9 +ia,), 


(107.2) 
f2, 42 = -二 a,. 一 Cr +2ia,,). 
且 有 ao.。 +a +a,, = 0G. 

两 个 (或 更 多 个 ) 球 张 量 大 ，,/， 可 按 角 动量 相 加 法 则 构造 出 张 量 乘积 ， 
,形式 上 代表 着 对 应 于 这 两 个 张 量 的 “ 角 动 量 ”. 因此 可 以 按 下 式 从 和 有 秩 的 
两 个 球 张 量 构造 出 K=k +k,,… ,1k, -&1 秩 的 球 张 量 ;: 

(fi, Bi,) ro = 2 《4919: 1KQ) fi Bo0, 


(107.3) 

= a EE V2K+1 之， 1 gq 本 fie Bae 

(参考 (106.9) 式 ). 但 是 ,两 个 同 为 £ 秩 的 张 量 的 标 积 通 常 定 义 成 为 
(figi)w= > (~1) fg (107.4) 


QD 8$107 一 8$109 中 所 分 析 的 问题 ,大 部 分 结果 是 由 拉 卡 (G. Racah,1942 一 1943) 给 出 的 . 
加 “之 所 以 要 取 太 为 复 量 仅仅 是 因为 我 们 采用 的 是 球 分 量 ,而 该 张 量 原来 的 笛 卡 儿 分 量 都 是 些 实 


量 . 


$107 张 量 的 矩阵 元 。 401 . 


这 个 式 子 和 有 =Q@=0 的 (107.3) 式 相差 一 个 因子 V24 + 工 ,可 参考 (106. 2 ) 式 由 
这 个 定义 也 可 改写 成 


(fi&4) oo 一 >, Se， 


如 果 我 们 注意 到 球 张 量 的 复 共 思 为 @( 参 考 (28.9)) 
=(-1) hh.., 
把 物理 量 表 成 球 张 量 的 形式 对 其 矩阵 元 的 计算 特别 方便 ,这 样 一 来 就 能 直 
接应 用 角 动 量 相 加 理论 中 的 各 种 结果 ， 
按 矩 阵 元 的 定义 ,我 们 有 


六 六 二 5 nym’|f, |njm ) ume, (107.5) 


其 中 汪 为 系统 的 定 态 波 函 数 , 该 态 由 它 的 角 动 量 j, 分 量 m 和 其 余 量 子 数 的 集 
合 n 所 描写 . (107.5) 式 左右 两 边 的 卫 数 按 其 变换 性 质 来 说 ,分 别 对 应 于 
(106.11) 式 的 两 边 ,因此 可 以 立刻 得 到 以 下 一 些 选择 定 则 :k 秩 不 可 约 张 量 的 fi 
分 量 的 矩阵 元 ,除了 满足 角 动 量 相 加 法 则 ”站 =j + 上 的 jm 一 j'm' 跃 迁 矩 阵 元 外 ， 
其 余 都 等 于 零 , 亦 即 量子 数 产 ,j,k 必须 满足 “三 角形 法 则 ”( 构 成 一 个 封闭 三 角形 
的 三 条 边 ) ,并 且 有 m' =m +9g. 特别 是 , 仅 当 妇 > 时 ,对 角 元 才能 不 等 于 零 . 

其 次 ,根据 同样 的 变换 对 应 , 求 和 式 (107.5) 中 的 系数 应 该 和 (106.11) 式 中 
的 系数 成 正比 ( 维 格 纳 - 埃 克 特定 理 Wigner - Eckart). 这 一 点 确定 了 这 些 系 数 
和 普 , 亚 "的 关系 ,因此 矩阵 元 可 写成 下 列 形式 : 

《zz |fi, [njm) = 


7 


有 (107.6) 
=1i( — 1 )'™ | _ 


Cn 1f, 1 mw), 
1 nm 


其 中 六 .代表 7 和 了 二 者 中 较 大 的 那 一 个 , (nm 六 | 外 克 ) 是 一 些 和 m,m',g 无 关 
的 量 , 称 为 约 化 矩阵 元 . 这 个 公式 解决 了 矩阵 元 和 角 动量 分 量 的 依赖 关系 问题 
这 个 关系 完全 是 由 对 旋转 群 而 言 的 对 称 性 质 所 支配 的 ,至 于 和 其 它 量子 数 的 关 
系 则 由 矿 本 身 的 物理 特性 所 确定 @ 


算 符 组 fi 之 间 存 在 着 下 列 关系 : 
fi =( -1)"f,.,, (107.7) 


@ 如 果 矢 量 4 和 8B 对 应 于 (107.1) 式 的 球 张 量 , 有 ,和 gi, 则 有 (fig1)oo =4，B 秩 . 
”我们 重复 一 下 关于 (106.8) 式 的 说 明 : 按 此 规则 ,对 (107.3) 式 右边 的 两 个 和 和 所 秩 张 量 取 复 共 


恩 , 则 使 式 左 的 K 秩 张 量 也 成 为 其 复 共 圈 . 
昌 ”根据 这 些 结果 ,立刻 可 得 $ 29 中 给 出 的 矢量 矩阵 元 的 选择 定 则 及 其 公式 (29.7) ,(29.9)， 
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Cnp'm’ fi [njm)" =( -1) "(nim |f.,, |n'fm’). (107. 8) 
把 (107.6) 代 人 上 式 并 利用 31 符号 的 性 质 (106.5) 和 (106.6) ,可 得 约 化 矩阵 元 
的 “ 厄 米 "关系 中: 
ny | fl) = mf rn". (107.9) 
标量 (107.4) 的 矩阵 元 对 7 和 m 是 对 角 的 . 按 和 矩阵 乘法 规则 有 
《nm | (fi81) 00 |njm) - 
p> ( -1) 人 《nm| 六 |nrm (ng _, injm), 
把 (107. 6) 代 入 上 式 ， 利用 37 et 9 和 m" 求 和 后 ,得 到 


Cn'jm | (figi) 0 Injm) py 2 nj fen Cn | gs ll my. 








(107. 10) 

同 理 易 得 矩阵 元 平方 和 的 下 列 公 式 
2 nm lf lnjm) | = 二 HT | | nj) | 二 (107. 11) 
Bapm' lf njm) 1 = fy (107.12) 


第 一 式 是 在 给 定 m 值 下 对 g 和 m' 求 和 ,第 二 式 是 在 给 定 g9 值 下 对 m 和 m' 求 和 
(两 式 均 有 m’' =m +9)-. 

为 参考 计 ,我 们 来 考察 , 几 ,就 是 球 谐 函数 YY 本身 时 的 情形 ,给 出 它 对 一 个 粒 
子 的 两 个 整数 轨道 角 动 量 态 i 和 之 间 的 跃迁 和 矩阵 元 , 即 下 列 积分 : 


(hmlYa thm,) = {Y; Y, Y, do. (107. 13) 


除了 角 动 量 相 加 法 则 (1+ 4 =4) 所 赋予 的 选择 定 则 以 外 ,这 个 矩阵 元 还 有 一 个 1 
+1 + 习 必须 为 偶数 的 规则 . 这 是 来 自 宇 称 守 恒 , 它 要 求 两 个 粒子 态 的 字 称 乘积 
( -1)" 必须 等 于 所 考虑 物理 量 的 宇 称 ( -1) ( 见 $30). 
(107. 13) 式 的 那些 矩阵 元 是 $110 中 所 算 的 一 个 更 普遍 的 积分 的 一 个 特例 
(是 该 节 附 注 ) ,它们 由 下 式 给 出 ; 
Comet) = Dri ' " 


—-m m m, 


[ 1 [D0 ,+1)(2l, +1)17 on 


0 0 0 47 
特别 是 m, =m, =m =0 时 ,得 三 个 勒 让 德 函 数 的 乘积 积分 式 : 


QD 定义 式 (107.6) 中 的 相 因子 实际 上 是 这 样 选 定 的 ,使 得 (107.9) 式 成 立 . 
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1 .LD 
P 。 
{PiCp) Ps (p) Plp) dp = -2 。 0 (107.15) 


$108 6 符号 


$ 106 中 我 们 定义 引 符 号 为 (106.4) 式 中 对 总 角 动 量 为 零 的 三 个 粒子 波 函 
数 求 和 时 的 系数 . 从 旋转 变换 的 性 质 讲 来 ,这 个 和 是 一 个 标量 ,由 于 这 一 点 ,具有 
给 定 广 上 广 沪 值 (以 及 所 有 可 能 的 mi ,ma ,ms 值 ) 的 一 组 37 符号 可 以 看 作 这 样 一 组 
量 ,它们 在 旋转 下 是 按 乘积 如。 内 。 几 。 的 道 步 规律 变换 的 ,使 得 整个 和 是 一 个 
标量 

根据 这 个 观点 我 们 可 以 提出 只 用 31 符号 构造 标量 的 问题 . 这 个 标量 必须 只 
依赖 于 j, 不 依赖 于 随 转动 变化 的 m. 换 句 话说 , 它 必 能 表 成 对 所 有 的 m 求 和 的 
形式 ,这样 的 求 和 式 就 是 两 个 3 符号 乘积 的 下 列 “ 缩 并 ” 式 ; 


2 | | . | (108.1) 
[参考 标量 (106. 2) 的 构造 方法 j]. 


由 于 每 个 “ 缩 并 ”针对 着 一 对 m ,构造 一 个 完整 的 标量 时 我 们 必须 考虑 偶数 
个 3 符号 的 乘积 . 两 个 37 符 号 的 乘积 缩 并 时 ,由 于 其 正 交 性 ,显然 有 


i J J n Ja J3 Rs 
> ( — 1) *h+h-m -mm 一 
mmama TN Ms MR Tm Tm 一 了 3 


_ vy i 户 上 I 
mmam (Ni Mm m, | 


其 中 应 用 了 等 式 mi + ma + ms =0 及 (106.6),(106. 12) 式 . 因此 构造 一 个 非 平 
凡 标 量 所 需 的 最 少 因 于 数 等 于 4. 

每 个 37 符 叶 中 ,三 个 7 值 组 成 一 个 封闭 三 角形 . 由 于 每 个 
1 值 必 须 出 现在 两 个 317 符号 的 “ 缩 并 "中 ,显然 ,在 用 4 个 37 符 
号 的 乘积 构造 一 个 标量 时 ,一定 会 有 6 个 7 值 组 成 一 个 不 规 
则 四 面体 的 6 条 楼 (图 45) ,每 一 个 37 符号 对 应 于 它 的 一 个 
面 . 我 们 在 定义 所 需 的 标量 时 ,对 其 缩 并 过 程 照 例 要 用 一 定 的 
条 件 , 它 由 下 式 给 出 : 


i Ee ) 王 < 妆 -mi 二 六 
J4 Js Js _m -m, -m 


j Js Je fn js /4 Js J 
， (108.2) 
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式 中 对 所 有 m 的 所 有 可 能 值 求 和 ,但 由 于 每 个 3 符号 中 的 三 个 m 值 之 和 必须 
为 零 ,6 个 m 中 实际 上 只 有 3 个 m 是 独立 的 ,(108.2) 式 所 定义 的 量 称 为 6 符号 
或 拉 卡 系数 出 . 

根据 定义 (108.2) ,应 用 3j 符 号 的 对 称 性 质 , 不 难 验 证 6 外 符号 中 的 三 列 进行 
任意 置换 时 ,或 者 任意 两 列 的 上 下 指标 同时 对 调 时 ,61 符号 保持 不 变 . 由 于 这 些 
对 称 性 质 ,6j 符号 中 的 广 ,…, 放 可 以 排列 成 24 种 等 价 的 形式 @. 此 外 ,6j 符号 还 
有 一 个 不 太 明 显 的 对 称 性 质 ,这 是 两 组 不 同 j 值 的 符号 间 的 一 个 等 式 ®. 


{; J |- 
ja js js 


2 (108.3) 
J1 3 (72 +Js +Js —J6) 3 (7 +Je +J, 一 J5) 








所 六 (加 + 记 +j6 户 ) 六 ( 疡 + 广 + 户 一 六) 

下 面 给 出 好 符号 与 纺 符号 间 一 个 有 用 的 关系 式 , 它 可 从 定义 (108.2) 导 出 : 
ee 

> ww 


ep m -ms me 
四 J 5 | ja Js J jG J J 上 J nt 
m m, -ml -m m m m m,, msl)lj, js js 
(108.4) 


式 左 的 求 和 项 与 (108.2) 中 的 相 比 少 了 一 个 3 符号 . 因此 我 们 可 以 说 , (108. 4) 
中 的 和 可 用 缺 掉 一 个 面 的 四 面体 (图 和 5) 代表 . 这 一 点 确定 了 它 与 标量 求 和 式 的 
差别 . 换 句 话说 ,就 其 变换 性 质 而 言 , 它 相 当 于 一 个 3 符号 ,这 个 符号 一 定 和 
(108. 4) 式 右边 的 那个 37 符号 成 正比 . 该 式 两 边 乘 以 


i J J 
m mm, ms 


并 对 mi ,ma ,ms 求 和 后 ,很 易 求 出 其 比例 系数 ( 即 该 式 右边 的 全 符号 ). 
6j 符号 在 下 述 三 个 角 动 量 的 相 加 问题 中 自然 地 产生 . 
设 广 泡 沪 三 个 角 动 量 相 加 后 给 出 的 总 角 动 量 为 沁 当 了 值 ( 及 其 分 量 值 MM) 


QD 文献 中 也 有 的 用 下 列 记 号 
,fj 
WC jjiajs shajs) = ( —1)1 ht | es 上 
J4 Js J 
四 ”如果 把 图 45 看 作 一 个 正四 面体 ,那么 j 的 24 种 等 价 置换 可 以 从 该 四 面体 的 24 种 对 称 变换 ( 旋 
转 和 有 反射) 获得. 
@ 见 T. Regge ,ll nuovo cimento[ 10]10 ,544 ,1958;11,116 ,1959. 
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给 定 后 ,该 系统 的 态 还 没有 唯一 地 确定 , 它 还 依赖 于 这 些 角 动 量 相 加 的 方式 (或 
称 耦合 方案 ) 

例如 ,我 们 来 考虑 这 样 两 个 奈 合 方案 :(1) 先 把 角 动量 六 和 户 相 加 成 为 总 角 
动量 ji ,再 把 疡 和 方 相 加 成 为 最 后 的 角 动 量 J; (2) 角 动 量 疡 和 广 相 加 成 六 ,然后 
由 轧 和 庆 相 加 成 了 前 一 方案 对 应 于 思 ( 以 及 广 沁 沪 ,J,) 具 有 定 值 的 态 ,其 波 
函数 记 作风 (为 简洁 计 省 写 了 重复 性 下 标 广 岂 沪 ). 同 理 ,第 二 种 耦合 方案 的 
波 函 数 记 作 ym. 这 两 种 情形 下 的 “中 间 ” 角 动量 的 值 (六 或 六 ) 一般 讲 来 都 不 
是 唯一 的 ,所 以 我 们 有 两 组 不 同 的 态 (J 和 M 为 给 定 ) ,它们 具有 不 同 的 产 或 疡 
值 . 根据 一 般 规则 ,这 两 组 态 的 波 函数 由 一 定 的 么 正 变换 相 联系 ; 


Vim = > 《ja 1j23 ) Wi ,Iw: (108.5) 
从 物理 角度 看 来 很 明显 ， 这 个 变换 中 的 系数 全 与 M 无 关 : 它 们 应 和 整个 系 
统 的 空间 取向 无 关 . 因此 ,它们 只 能 和 6 个 角 动 量 值 j,,j, ,js ,ji ,js 有关 而 与 这 
些 角 动 量 的 分 量 值 无 关 , 也 就 是 说 全 都 是 (前 述 定义 下 的 ) 标 量 . 这 些 系 数 很 易 
用 下 法 具体 算出 . 
重复 应 用 (106. 9) 式 得 


Yom = Ds mm 1M)WnmWann = 
人 > mim {IM) (mams [jys m2 ) Win ims ms » 
Wi = 名 Cmamiz | JM) mm fim) Wim im ims 
(m) 代 表 对 表 式 中 出 现 的 所 有 mi ,m,，,… 求 和 . 根据 函数 yn 的 正 交 性 ,我 们 有 
Galjis) = | piombiuda = 
= 3 (mamu | JIM) Cm ma 1JM) Cm ma jma? mams |js ma ). 


式 右 求 和 时 M 固定 ,但 其 结果 实际 上 与 M 无 关 ( 理 由 已 述 ). 因此 上 式 还 可 对 M 
求 和 并 把 求 和 式 乘 上 一 个 因子 1/(27 +1). 用 (106.10) 式 把 (mm, ljm) 等 系数 
nn 六 


(oo) =( -Dm VD DO + | (108.6) 
J3 J J23 

利用 如 符号 与 (108. 5) 式 的 变换 系数 之 间 的 上 述 关系 ,可 以 很 容易 地 导出 
有 关 纯 符号 乘积 之 和 的 某 些 有 用 公式 . 

首先 ,由 于 变换 (108. 5) 是 么 正 的 , 且 其 系数 都 是 实数 ,所 以 下 式 成 立 : 


3 TT 
> (2j+1)(27 人 站 小 -ar (108.7) 
Ja JIIlj jj J 
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其 次 ,我 们 来 考虑 三 个 角 动 量 的 三 种 耦合 方案 ,其 中 间 和 分 别 为 ji, ,js 和 
ja 三 种 情形 下 的 变换 系数 (108. 6) 是 由 矩阵 的 乘法 规则 相 联系 的 : 


> (jia 1723 》 《jz 7 ‘3 lj1> 9 
把 (108.6) 代 人 上 式 , 重 编 下 标 后 得 


> oh = 
i J 1 Jj Js J 


i J 
-| | (108. 8) 
J4 Js J 
最 后 ,考虑 四 个 角 动 量 的 各 种 耦合 方案 后 ,可 以 导出 @ 三 个 6 符号 连 乘积 的 下 列 
相 加 公式 : 
网 子 1 PT jr, 1 7 
> ( -1) 4 0 请 1 J1 pi J3 J 


jp J JI np J J 


ji J pf hj 
-车 区 于 本 Go 
J4 Js Jijly7 Js Jo 
(L. C. Biedenharn, J.P. Elliott,1953 ) . 
为 参考 计 ,我 们 给 出 杀 符 号 的 某 些 显 示 表 式 . 一 般 情形 下 ,6i 符号 可 写成 
列 求 和 式 : 
1 J J TE 
| en | = AG) A A ACh) x 
(1)(zt+1)! 
2 (z-h -J -J)! (2-h ~js -jo)! (2~h -J -je)! (z -hh -js -jh)! . 
1 
(7 +7+J+j —2)! (fs tjs tjs +je —2)! (Pt+7+16+1 -2)! 
(108.10) 
其 中 


A(abc) = | 二 


(atb+c+1)! 


式 中 是 对 所 有 正 整数 = 求 和 ,但 分 母 中 不 能 有 一 个 阶乘 出 现 负 宗 量 值 . 
表 10 给 出 了 当 一 个 参量 等 于 0, 了 或 1 时 的 可 符号 值 


中 ” 见 $106 中 所 引 Edmonds 的 书 . 
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表 10 妇 符 号 表 


s=a+b+c 


a b el {~-1)° | 

0 ce |- (25 +1)(2c+1) 
ce 

2 (s—-26)(s-2c+1) 6 

sl | \ | 


(26+1)(2b+2)2c(2c +1) 


b c 
2b(20+1)2c(2c+1) 


1 
有 一 一 一 J 


2 2 


| (s+1)(s-2a) ] 


172 


1 c- 


a bb cl vs 2Cs+1)(s -2a)(s -26)(s~2c+1) 4 
c—1 p= 1)"| | 


25(25+1)(25+2)(2c-1)2c(2c+1) 


a 6 C ]:c-D {s -265-1)(s-2b)(s -2c+1)(s -2c +2) We, 
. ( 


26 +1)(2b +2)( 2b +3)(2c —1)2c( 2c +1) 


0 b Cc By RT st{s+1)(s-2a—-1)(s-2a 
| 1 让- 本 TPR 
1， c—-l] b+l 


a be (1 2[b(b+1) +e(c+1)-a(a+1)] 
|: [28(25+1)(25+2)2c(2c4+1)(2c+2)] 


1 ec &b - 
最 后 ,我 们 来 讲 几 点 有 关 用 37 符 号 构成 高 阶 标量 的 问题 . 
61 符号 以 后 的 下 一 个 标量 ,是 由 六 个 37 符 号 的 缩 并 乘积 构成 的 . 这 些 37 符 
号 中 含有 18 个 成 对 的 j, 因 此 所 得 的 标量 依赖 于 9 个 参量 / 它 按 例 称 为 9 - 符 
号 并 由 下 式 定义 DD(E.P, Wigner,1951): 
Ju ji J 。 


J Ji2 J ja ja2 J 
J21 J22 J23)= > X 
lm m2 Mme mM Mm mM, 
J31 J32 J33 
. jj pp jo jz js js 
ma ma CM Ma mR My Mo Ms my My 


(108. 11) 
这 个 量 也 可 以 写成 三 个 人 钙 符 号 的 乘积 之 和 : 


@ 根据 缩 并 的 一 般 规则 (108.1) ,(108.11) 式 最 后 三 个 37 符 号 中 的 mm 应 该 具有 负 号 并 且 在 工 符号 
的 后 面 应 该 引信 一 个 因子 ( -1)20~ . 但 是 根据 37 符 导 的 (106.6) 式 ,并 且 考 虑 到 目前 情形 下 对 9 个 mm 
的 求 和 结果 开 m 等 于 零 ,就 得 到 (108. 11) 式 的 定义 


408 ， 第 十 四 章 ”和 角 动 量 的 相 加 


Ja J J 
J22 中 (-1) (27+1) x 
i 


Ja J J 
民 a 所 =) In I | (108. 12) 
J32 .Jazz JiUa 7 J Ji Ja 


把 定义 (108.2) 代 入 (108. 12) 并 利用 3 符号 的 正 交 性 ,可 以 看 出 (108. 11) 和 
(108. 12) 式 的 等 价 性 . 

% 符号 具有 高 度 的 对 称 性 , 它 直接 来 自 (108.11) 式 的 定义 以 及 了 37 符 号 的 对 
称 性 . 很 易 看 出 ,把 9; 符号 中 的 任意 两 行 或 任意 两 列 对 调 以 后 , 它 等 于 原来 的 9) 
符号 乘 以 ( -1)™. 此 外 ,9j 符号 对 转 置 保持 不 变 , 即 对 行 和 列 的 互 调 保持 不 变 . 

更 高 阶 的 标量 依赖 于 数目 更 多 的 参量 j 显然 ,这 个 参量 数 一 定 是 3 的 整 倍 
数 (3n 符号 ). 我 们 不 在 这 里 讨论 这 些 量 的 性 质 . 只 指出 一 点 , 当 n>3 时 ,对 每 
一 个 n 值 来 说 存在 着 不 止 一 种 3w 符号 ,彼此 不 能 互相 约 化 . 例如 n=4 时 ,存在 
着 两 种 不 同类 型 的 127 符号 包 . 
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我 们 再 来 研究 由 两 个 部 分 (把 它 称 为 子 系统 1 和 2) 所 组 成 的 一 个 系统 , 令 
4 为 属于 第 一 个 子 系统 的 球 张 量 . 根据 (107. 6) 式 , 它 对 该 子 系统 的 波 函 数 而 言 
的 矩阵 元 为 
(nfm Fo Inijim) 到 
了 


4 1 k J 
= ee ; Jo [BA | n>. (109.1) 
-Tm 4《 mI 


我 们 的 问题 是 要 计算 这 个 量 对 整个 系统 的 波 函 数 而 言 的 矩阵 元 ,看 它 能 否 用 
(109. 1) 式 中 出 现 的 约 化 矩阵 元 表示 出 来 . 

整个 系统 的 态 是 由 量子 数 六 iJMnin,(J 和 M 是 整个 系统 的 角 动 量 及 其 分 
量 ) 确 定 的 . 由 于 所 属于 子 系统 1, 它 的 算 符 与 子 系 统 2 的 角 动 量 算 符 对 易 . 所 
以 它 的 矩阵 元 对 元 是 对 角 的 , 它 对 子 系统 2 的 其 余 量 子 数 n, 也 是 对 角 的 . 为 简洁 
计 , 我 们 可 以 省 去 (j, ,n,) 这 两 个 指标 而 把 所 求 的 矩阵 元 写成 

(nj TM' fe InjIM). 

根据 (107.6) 式 , 它 与 M 的 关系 由 下 式 给 出 : 


(D 关于 引 符 号 的 理论 以 及 3 区 符 号 的 性 质问 题 ,更 详细 的 论述 可 以 参考 前 引 Edmonds 一 书 中 的 文 
献 以 下 列 两 书 : A. II. JOmuc, MH. B. JlesnHcon, B. B. Banarac. MareMaTrHydeckHM anmnapar TeopII MOMeRTa 
Bubpiioc, 1960; I. A. BapmanoBny, A. H. Mockanea, B. K. Xepconcxni. 
M. :Hayxa ，1975. 
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(nf LA InjIM) = 


/J kk J 1 
-De (109.2) 


为 了 确立 (109.1) 和 (109.2) 两 式 右边 的 两 个 约 化 矩阵 元 之 间 的 关系 ,我们 
可 按 和 矩阵 元 的 定义 写 出 


(1 UD nj IM) = | yiwf th Wmdg = 


> ( -1)72 VC2J +1)(2J+1) x 


ji PT PP J 
| | um fi? 1njim). 


m’, m, -Milm m, 
把 (109.1) 和 (109.2) 代 人 上 式 并 把 所 得 的 结果 与 (108.4) 式 比较 ,我 们 就 可 以 
看 出 ,(109.1) 和 (109.2) 式 中 的 两 个 约 化 矩阵 元 的 比值 必须 与 某 一 个 耻 符 号 成 
正比 . 把 这 两 个 式 子 进行 精确 比较 以 后 即 得 下 列 最 终 表 式 : 
Cn pT NAY nj) = 
= — 1 ) fm tht mintt V(2] +1)(27 +1) x 
*{ ， he Lf? ni), (109.3) 
式 中 的 记 ,w 是 指 记 和 六 ,中 较 大 的 那 一 个 ,J 是 指 了 和 J 了 ' 中 较 小 的 那 一 个 . 对 属 
于 子 系统 2 的 球 张 量 讲 来 ,类 似 的 约 化 矩阵 元 公式 为 : 
Cn FY | nj J) = 
=( -1)aripenryantt /DJ+I) (DT +1) x 
“| 7 2 1 mh). (109.4) 
7 jh k 
(109.3) 和 (109.4) 式 之 间 缺 乏 完 全 的 对 称 性 [表现 在 ( -1) 的 指数 适中 ] ,是 由 
于 波 函 数 的 周 相 与 角 动 量 的 相 加 顺序 有 关 . 当 我 们 同时 计算 这 两 个 子 系 统 的 矩 
阵 元 时 ,必须 记 住 这 个 差别 . 

其 次 , 设 (ADA2 )。 为 属于 不 同 子 系统 的 两 个 大 秩 球 张 量 (这 两 个 张 量 因此 
是 对 易 的 ) 的 标 积 [ 见 定义 (107.4) ] , 求 出 这 个 标 积 对 整个 系统 而 言 的 矩阵 元 表 
式 是 很 有 用 处 的 . 根据 (107. 10) 式 ,这 个 矩阵 元 可 以 通过 每 个 张 量 的 约 化 矩阵 
元 (对 整个 系统 的 波 函 数 而 言 的 约 化 矩阵 元 ) 用 下 式 表 达 出 来 : 

(nn I M | CA ) oo [nnjj JM) = 


1 fr a 和 [i 1 a 17 站 
“27+1 (n 1 | [nj 7《 27 了 | | n,j, J) 
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这 里 应 用 了 这 样 一 个 事实 :属于 一 个 子 系统 的 物理 量 的 矩阵 对 另 一 个 子 系统 的 
量子 数 是 对 角 的 . 把 (109.3) 和 (109.4) 代 入 上 式 并 应 用 求 和 式 (108.8) , 即 得 所 
求 的 公式 ,这 个 公式 是 用 每 个 张 量 相对 于 所 属 子 系统 波 函 数 而 言 的 约 化 矩阵 元 
来 表 出 的 标 积 矩阵 元 : 

(nn TM (fe Af )olninajjJM》 = 

i 也 

/1 iinin timar + 

ey | 元 间 

x nf NAD np) Cn A | nj,). (109.5) 
$110 轴 对 称 系 统 的 矩阵 元 


属于 对 称 陀螺 型 系统 的 物理 量 和 矩阵 元 的 计算 基础 ,是 三 个 D 函数 连 习 积 的 


一 个 积分 表 式 . 
为 了 导出 它 ,我 们 回 到 展开 式 (106. 11): 
Yin pms = 2, (jmimm Yn, m=m,+m,, 
上 式 两 边 作 坐标 的 有 限 转动 变换 . 每 个 函数 y 按 (58.7) 式 变换 后 ,就 有 
> Do DE py we hm 到 2, > (jmlm, m, ) Dh im: 
现在 把 式 右 的 少 。 表 成 展开 式 (106. 9) 并 分 别 比较 乘积 ,Wms 前 的 系数 ,得 


到 关系 式 
D2 (wD (wm) = > 《mm ja 人 DO (w) mm ljm), (110.1) 


m' ml 


其 中 的 m=mi +mz,m’ =m', + i 代表 三 个 欧 拉 角 a,B,y. 用 37 符号 表 出 ， 
上 式 成 为 


(71) (j2) 
Di nm (1) Dn, (w) = 


hi bh Dn ha J 
= > | A | -本 pe (110.2) 


其 中 还 用 到 D 函数 的 性 质 (58. 19). 
(110.2) 式 两 边 乘 以 D2%.,_。,(w) 并 用 正 交 式 (58. 20) 对 w 积分 后 ,得 


dw 
[D0) DD wo) DN, (0) = 


_ J 2 J3 J1 J 3 (110.3) 
mm mshm Pa m, 
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式 中 的 指标 已 按 显 然 方式 重新 命名 ,使 得 结果 更 呈 对 称 . 这 就 是 欲求 的 公式 中 

令 刀 为 属于 陀螺 的 一 个 上 秩 球 张 量 , 在 固定 于 陀螺 的 坐标 系 x',y',z =， 
n, 中 (YZ 沿 陀螺 轴 ) :例如 电 多 极 矩 张 量 或 磁 多 极 矩 张 量 . 令 fi 为 这 个 张 量 在 定 
坐标 系 *,y,z 中 的 分 量 ,两 者 的 关系 由 有 限 转动 矩阵 给 出 : 


fa = > D® (vw)f. (110.4) 
描写 整个 系统 转动 的 波 函 数 , 它 与 D 函数 的 差别 仅 在 于 归 一 化 : 


,) J2j+1 ,i 
Yim = /8 D2 (0), (110.5) 


式 中 j 是 系统 的 总 角 动 量 ,m 是 沿 固定 z 轴 的 分 量 ,p 是 沿 陀 螺 轴 的 分 量 ; 相 因子 
是 这 样 选 定 的 ,使 得 j 为 整数 并 且 j=0 时 ,函数 (110.5) 变 成 自由 角 动 量 的 本 征 
函数 (参考 (103. 8) 式 ) ,计算 张 量 (110.4) 相 对 于 这 套 函 数 而 言 的 矩阵 元 时 ,可 
用 (110.3) 式 ,并 用 (58. 19) 表 出 函数 的 复 共 恩 ,我 们 得 


(mm =i -1 ”WO27+1D(2 +1) x 
(as 
其 中 gq = -jp,q9=m -mm. 

此 式 给 出 了 所 提问 题 的 解 , 它 表 出 了 和 矩阵 元 与 角 动 景 j,7 及 其 分 量 m,m' 的 
关系 . 与 量子 数 j,u' 的 关系 当然 是 不 确定 的 ,它们 的 值 与 系统 的 “内 ” 态 有 关 ， 
“内 ”矩阵 元 (jv' lf 4) 就 是 取 的 内 态 . 

矩阵 元 (110.6) 与 m,m' 的 关系 ,当然 和 总 角 动 量 为 给 定 的 任 一 系统 中 的 情 
况 相 同 . 按 (107.6) ,利用 约 化 矩阵 元 把 这 个 依赖 因子 分 离 出 去 以 后 ,得 约 化 拖 
阵 元 的 下 列表 式 : 


Gp’ fr i) = 1 VAI+1) (2 +1) x 
人 
x | 0 Cp lf Ip) (110.7) 
-NA gq kh 
对 于 一 个 给 定 的 m, 和 矩阵 元 (110. 6) 的 模 量 平方 对 m'( 以 及 对 g =m' -m) 求 
和 后 与 m 值 无 关 , 按 一 般 规则 (107.11) 它 等 于 


oo » 2 1 fF . 2 = 
2 mm 





i 
= Do) lp Vt) (110.8) 


作对 整数 值 广 = 五 产 = 如 和 及 =, 以 及 ml =m'， =m's =0, 函 数 D 刀 按 (58.25) 化 成 球 谐 函 数 ， 
(110.3) 给 出 了 三 个 球 谐 函数 的 连 乘积 的 积分 表 式 (107. 14). 
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x,y;z 坐标 系 中 的 约 化 矩阵 元 (110.7) 的 厄 米 关系 (107.9) ,是 和 上 ,7 ,zt 系 
中 的 矩阵 元 关系 (107.8) 

(ps =( -1 plf,y lp') 
一 致 的 ,这 是 我 们 预料 到 的 . 

这 个 轴 对 称 系统 的 转动 和 一 个 双 原 子 分 子 ( 或 共 轴 核 ) 一 样 ,只 用 定义 轴线 
方向 的 两 个 角 (a=g,B=0) 来 描写 . 这 种 情形 下 的 转动 波 函 数 与 (110. 5) 式 的 差 
别 就 在 于 缺少 一 个 因子 em/ V2m ,可 参考 § 82 中 第 二 个 附注 . 可 是 ,这 个 差别 
并 不 影响 矩阵 元 :由 于 函数 Du (a,B,7y) 与 ?7 的 关系 可 用 因子 e”? 表 出 ， 
(110.3) 式 可 以 写成 


5 DE, (2,B,0) DB, (a,pB,0) D(a,B,0) eB - 
证 


m’1m!1 m'2m2 二 "33 


ni jh jh 7 bh 
m, m2 mim’) m’, m’, | 


其 中 m' =m",+m', +m', 这 个 积分 的 计算 结果 并 没有 变 . 角 动 量 轴 分 量 的 选择 
定 则 仍 和 以 前 (jy' -=9 一样, 来 自 电 子 波 函数 的 正 交 性 (由 于 分 子 对 《上 轴 的 
对 称 性 ).〈110.6) 和 (110.7) 式 中 的 4 ju iuy 现在 必须 理解 成 为 对 静止 核 的 
电子 态 而 言 的 和 矩阵 元 . 
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磁场 中 的 运动 


$111 磁场 中 的 薛 定 谓 方程 


具有 自 旋 的 粒子 还 有 某 种 “内 襄 " 磁 矩 &. 它 的 量子 力学 算 符 与 自 旋 算 符 8 
成 正比 ,可 以 写成 


f= (111.1) 


式 中 * 是 粒子 的 自 旋 值 , 是 标志 粒子 的 一 个 常数 . 磁 和 矩 分 量 的 本 征 值 为 人, = 
HAovs. 因此 系数 (通常 把 jn 称 作 磁 矩 值 ) 就 是 多, 的 最 大 可 能 值 , 当 自 旋 分 量 o = 
s 时 达到 此 值 . 

/hs 给 出 了 该 粒子 内 熙 磁 和 矩 和 内 襄 角 动量 的 比值 ( 当 两 者 都 沿 z 轴 时 ). 对 
于 通常 的 (轨道 ) 角 动量 ,这 个 比值 为 e/(2mc)( 见 《4 场 论 》, §44). 粒子 的 内 豪 磁 
矩 和 其 自 旋 间 的 比例 系数 则 不 同 , 对 于 电子 , 它 等 于 - |e|/mc, 为 通常 值 的 二 


们 ,理论 上 可 从 狄 拉克 相对 论 波 动 方程 求 出 ( 见 卷 4, $ 33). 电子 ( 自 施 的 内 
课 磁 甜 -js 因此 为 
jo = 9.7 x10°* J/T. | (111.2) 


Ka 称 为 玻 尔 磁 子 . 

重 粒 子 的 磁 矩 习惯 上 以 核磁 子 为 单位 ,此 单位 的 定义 为 eh/(2m,c) ,m, 为 质 
子 的 质量 . 实验 上 测 得 质子 的 内 襄 磁 和 矩 为 2.79 核磁 子 ,其 方向 与 自 旋 平行 . 中 子 
的 磁 抵 与 自 旋 反 向 ,数值 为 1.91 核磁 子 . 

应 该 注意 的 是 ,(111. 1) 式 两 边 的 和 s 应 该 是 同一 类 型 的 矢量 :都 是 轴 矢 
量 . 电 偶 极 矩 的 类 似 方 程 4(d = 常数 xs) 将 和 坐标 系 的 反 演 对 称 性 相 了 矛盾 ;: 反 演 
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后 式 子 两 边 的 相对 符号 将 会 改变 由 

在 非 相 对 论 量子 力学 中 ,磁场 只 看 作 外 场 . 但 粒子 间 的 磁 作 用 是 一 种 相对 论 
效应 ,需要 用 统一 的 相对 论 理论 加 以 考虑 . 

经 典 理论 中 ， ha 


H=2(p -24) + ep, 


9 是 场 的 标 势 ,4 是 矢 势 ,p 是 粒子 的 广义 动量 ( 见 《 场 论 》§$ 16). 如 果 粒 子 无 自 
旋 , 可 用 通常 方式 过 渡 到 量子 力学 :广义 动量 必须 改 为 算 符 p = - 访 Vv, 我 们 得 
哈密 顿 算 符 外 


~ 1 /A e a 
= (bP -<4) + ep-. (111.3) 


另 一 方面 ,如 果 粒 子 有 自 旋 ,上 述 手 续 是 不 够 的 . 这 是 因为 粒子 的 内 惠 磁 矩 
直接 与 磁场 相 作 用 . 在 经 典 的 哈密 顿 函数 中 ,这 种 作用 并 不 存在 ,因为 自 旋 是 一 
种 纯 量子 效应 ,在 经 典 力学 极限 下 消失 . 哈密 顿 量 的 正确 表 式 是 在 (111.3) 中 外 
加 一 项 -应 瑟 后 得 到 的 ,这 一 项 相当 于 磁 矩 多 在 磁场 总 中 的 能 量 . 因此 有 自 旋 
粒子 的 哈密 顿 算 符 为 四 


= 


2 
mn (5 -4) -及 H+ey. (111. 4) 


展开 平方 项 (万 -4 】 时 ,注意 户 一 般 和 矢量 4 不 对 易 ,后 者 是 坐标 的 函数 . 我 
们 必须 写成 





请 = 二 - 2) (A- 万 -EE§.Ht+ep. (111.5) 
a 4) ,我 们 有 
万 ,4-4 .万 = -iidivA. (111.6) 
故 当 div 4=0 时 p 和 4 对 易 . 这 一 点 对 均匀 场 成 立 , 它 的 矢 势 可 表 成 下 式 : 
A=LHxr. (111.7) 


2 


具有 哈密 顿 算 符 (111.4) 的 方程 丢 ey/at = Hy 是 存在 磁场 情形 下 的 广义 薛 
定 计 方程 . 这 个 方程 中 哈密 顿 算 符 所 作用 的 波 函数 是 一 些 2s 秩 的 对 称 旋 量 . 


QD 这 种 方程 (假如 基本 粒子 存在 一 个 电 答 ) 也 和 了 时间 反 演 对 称 性 相 矛 盾 : 时 间 反 号 时 d 不 变 ,但 自 
旋 变 号 (为 明显 起 见 ,我 们 以 这 些 量 在 轨道 运动 中 的 定义 为 例 , 此 时 4 中 只 含 坐 标 ,但 角 动 量 中 还 食 有 粒 
子 的 速度 ). 

@ 广义 动量 在 这 里 和 普通 动量 采用 同一 符号 p( 不 用 《 场 论 》$ 16 中 的 了) ,是 为 了 强调 它们 对 应 于 
同一 个 算 符 . 

@@ ”磁场 和 哈密 顿 算 符 用 同一 字母 不 会 混 清 , 因 后 者 总 加 有 ““” 号 . 
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磁场 中 的 粒子 波 函 数 不 能 唯一 地 定义 ,因为 场 势 的 选择 不 是 唯一 的 ,它们 只 
能 确定 到 相差 一 个 规范 变换 为 止 ( 见 《4 场 论 》, § 18) : 


A-»A + vf, pp -二 六 (111.8) 


其 中 j 是 坐标 和 时 间 的 任意 函数 , 这 种 变换 并 不 影响 场 强 的 值 , 因 此 不 会 在 实质 
上 改变 波动 方程 的 解 ,特别 是 ,1%l 一 定 保持 不 变 . 不 难 证 明 ,如 果 对 哈密 顿 算 符 
作 (111.8) 式 的 变换 同时 对 波 函数 作 下 列 变换 , 则 原 方程 保持 不 变 : 


yperp (7)- (111.9) 
波 函 数 的 这 种 非 唯一 性 并 不 影响 到 任何 一 个 具有 物理 意义 的 量 ( 此 量 的 定义 中 
并 不 显 含 场 势 )， 
经 典 力学 中 ,粒子 的 广义 动量 和 速度 的 关系 为 
my =p -eA/c. 


为 了 求 出 量子 力学 中 的 算 符 ? ,需要 求 出 矢量 > 和 哈密 顿 算 符 的 对 易 关 系 . 简单 
计算 后 给 出 


me =P -—4, (111. 10) 


这 与 经 典 表 式 完全 类 似 . 至 于 速度 的 分 量 算 符 ,我 们 有 下 列 对 易 关 系 


(111.11) 


上 式 很 易 直 接 验 证 . 我 们 看 到 ,在 磁场 中 , (带电 ) 粒 子 的 三 个 速度 分 量 并 不 对 
易 .这 意味 着 粒子 三 个 方向 的 速度 分 量 不 能 同时 具有 定 值 . 
当 在 磁场 中 运动 时 ,只 有 场 瓦 (以 及 矢 势 4) 反 号 才能 有 时间 反 演 对 称 性 ， 


这 意味 着 ( 见 818 和 $60) , 莅 定 记 方 程 hy = Ey 取 复 共 胰 并 把 鼠 反 号 后 ,其 原 
有 形式 保持 不 变 . 这 可 很 明显 地 从 哈密 顿 算 符 (111.4) 的 所 有 各 项 (除了 -3$.、H 
这 一 项 ) 看 出 . 薛 定 户 方程 中 -$. Hy 这 一 项 在 上 述 变换 下 变 成 8*” .Hy ,由 
于 人? 不同 于 -8$, 初 看 起 来 对 称 性 被 破坏 了 . 但 应 记 住 , 波 函 数 实质 上 是 一 个 旋 
量 ye” ,时 间 反 演 下 ,一 个 逆 变 旋 量 必须 改 为 协 变 旋 量 ( 见 $ 60) , 故 在 薛 定 刘 方 
程 中 -8 , Hy** 变 成 #8* ， Hy 利用 定义 (57.4),(57.5) 很 易 看 出 , 算 符 $" 
作用 在 协 变 旋 量 分 量 上 的 结果 ,与 算 符 了 作用 在 逆 变 旋 量 分 量 上 的 结果 相差 一 
个 符号 . 因此 时 间 反 演 操作 导致 的 分 量 钞 .… 的 薛 定 谓 方程 ,与 原来 的 几 ″ 的 方 
程 具 有 同一 形式 . 
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我 们 来 求 恒定 均匀 磁场 中 粒子 的 能 级 ( 朗 道 ,1930). 均匀 磁场 的 矢 势 此 时 
最 好 不 取 (111.7) 式 而 取 下 列 形 式 : 


4. = -Hy, A,=Ah,=0, (112. 1) 
磁场 方向 已 取 作 z 轴 . 
哈密 顿 算 符 则 变 成 
B= (b+ + ] + 到 + 到 - 芭 和 可 (112.2) 


首先 ,我 们 注意 到 算 符 s, 是 和 哈密 顿 算 符 对 易 的 ,因为 后 者 不 含 自 旋 的 其 
它 分 量 算 符 . 这 意味 着 自 旋 的 z 分 量 守恒 ,从 而 *. 可 用 本 征 值 s, =o 代替 , 随后 ， 
波 枯 数 与 自 旋 的 关系 成 为 不 重要 , 薛 定 廖 方程 中 的 几 可 取 作 普通 的 坐标 函数 . 
这 个 函数 的 方程 为 


| (Ft) + 应 + 闫 | 六- -Foly =Ey. (112.3) 


这 个 方程 的 哈密 顿 算 符 不 显 含 坐 标 x 和 z. 因此 算 符 p, 和 Pp,( 对 x 和 z 的 微 
分 算 符 ) 也 和 哈密 顿 算 符 对 易 , 亦 即 广义 动量 的 x 和 =z 分量 是 守 便 量 . 由 此 可 把 
少 取 成 下 列 形式 : 
=eroe ry(y). (112.4) 
本 征 值 p, 和 已 取 - 吕 到 + 的 所 有 值 .由 于 4.=0, 广 义 动 量 的 z 分 量 等 于 普通 
的 动量 分 量 mv, ,因此 粒子 速度 沿 磁场 方向 可 取 任 意 值 , 我 们 可 以 说 沿 磁 场 的 运 
动 是 “ 非 量 子 化 ”的 . 
(112.4) 代 入 (112.3)， We a 
x "+ | (E+ -二 及) -Fmos(y -yo) |x=0, (112.5) 


式 中 记号 ye = -cps/eH, 以 及 
(112.6) 
mc 
(112.5) 式 形式 上 等 同 于 频率 为 wy 的 线性 振子 的 薛 定 请 方程 (23.6). 因 此 可 以 
立刻 作出 结论 , (112.5 ) 式 圆 括 号 内 的 表 式 相当 于 振子 能 量 , 它 具有 本 征 值 


(+3 ) hwon, 而 n=0,1,2,. 
a 
Es= (n+ ) ion + ey 3 (112.7) 
第 一 项 给 出 的 是 离散 能 量 值 ,对 应 于 垂直 于 磁场 的 平面 内 的 运动 ,这些 能 级 称 为 
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朗 道 能 级 . 对 于 电子 ,ns = - lelii/mc,(112.7) 变 成 


1 ] 
E= (n+7 +0 )hon +3p’. (112.8) 


与 能 级 (112.7) 式 相对 应 的 本 征 函 数 X(7y) 由 (23. 12) 式 给 出 ,适当 改变 记 
号 后 得 到 
1 (7 -0) 


(7) = 一 二 一 exp[ - 习 二 各] (2 罗 )， 
全 4 172 V2"m1 2ap Gp 


Qn 

其 中 @ = 有 /moey. 
经 典 力 学 中 ,粒子 在 垂直 于 场 H 的 平面 (xy 平面 ) 中 作 圆 周 运 动 (圆心 固 
定 ). 量子 力学 中 守恒 的 y。 相当 于 经 典 的 圆心 坐标 . x。 = cp,eH +x 也 是 一 个 守恒 
量 ,很 易 看 出 其 算 符 与 哈密 顿 算 符 (112.2) 对 易 .x。 相当 于 圆心 的 经 典 坐 标 x0. 

可 是 0 和 7 算 符 不 对 易 ,换血 话说 ,坐标 Xo 和 yo 不 能 同时 取 定 值 . 

由 于 (112.7) 式 中 不 含 p,, 后 者 原先 假定 它 可 取 连 续 值 ,能 级 是 连续 简 并 
的 . 如 果 xy 平面 内 的 运动 局 限 在 一 个 很 大 的 但 是 有 限 的 面积 $=,L, 内 , 简 并 
度 就 成 为 有 限 的 .Ap. 区 间 内 p, 的 可 能 值 (现在 是 离散 的 ) 的 数目 为 (L,/2mii) 
Ap.. 当 轨 道中 心 在 5S 内 时 所 有 这 些 p, 值 都 是 允许 的 (与 很 大 的 元 值 相 比 ,我 们 
略 去 了 轨道 半径 ). 从 条 件 0 <y。< 工 ,得 Ap, = eHL,/c. 因而 态 数 (n,p, 给 定 ) 为 
eHS/(2mhic). 如 果 运 动 区 域 在 z 方 向 也 是 有 限 的 (尺度 为 L), 在 Ap, 区 间 内 pp， 
的 可 能 值 的 数目 为 (L,/2mii) Ap,, 此 区 间 内 的 态 数 为 
eHS 了 ellVAp, 
2nhc nh 4m he 


对 于 电子 ,还 有 一 个 附加 简 并 :.(112.8) 式 中 nn,o = 二 和 n+l,o = -二 的 能 
级 相同 . 


(112.9) 


(112. 10) 





习 匮 
1. 求 均匀 磁场 中 的 电子 状态 波 函 数 ,该 态 中 电子 沿 磁 场 方向 的 动量 和 角 动 
量具 有 定 值 
解 : 取 z 轴 沿 场 的 方向 ,在 柱 坐 标 p,p,z 中 , 秋 势 的 分 量 为 4， = 二 即 ,4， -4， 


@ 在 圆 半 径 为 cmv,/eH(z, 是 速度 在 xy 面 上 的 投影 , 见 《4 场 论 》, 8$21) 的 经 典 运动 中 ,我们 有 
yo = -cp./eH= -cmv /e+y. 
由 此 可 知 ,yo 是 圆心 的 y 坐标 . 另 一 坐标 为 


xo =cmyv,/eH +x%x=cp,/eH +x. 
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=0, 葵 定语 方程 为 由 
LA 
2M | 3 2 Mawap y = Ey. (1) 
取 解 的 形式 为 
1 | 
= oR(p) ore, 
vy 有 p)e e 
得 径 向 函数 的 方程 
下 7 上 R’ smh 1 小 和 
| 六 p )+ 8 hwam |R=0. 








a a Me a 
ER"+R’'+ ( -+p 和 R= =0， 
1 ps\ 1 
6= 和 (入 Ee 
当 《 一 oo 时 ,所 求 函 数 的 行为 犹如 e 纪 ,而 当 志 0 时 犹如 ,因此 可 邻 
R(é) =e EE" (EE),; 
w(&) 的 方程 被 下 列 合 流 超 几何 函数 所 满足 


w=F{ - (8 -地 Iml -地 ) ,lml +1,€}. 





如 果 波 函数 到 处 有 限 ,B -1m -二 必须 是 一 个 非 负 整 数 m .能 级 就 由 下 式 给 
出 





已 = jos (n, +iml tm+) + 2 
它 等 价 于 (112.7). 相应 的 径 向 波 函 数 为 


R (9) =— te | oxp ( -| 


p Qn ™ 2"n,! Iimi!” 4as 
1ml PP 
xp Fl - mml+1 (2) 
其 中 ar = V/AMwy ,上 式 己 按 下 列 条 件 归 一 化 : 
| R’pdp =1. 
此 处 的 超 几何 函数 是 一 个 广义 拉 盖 尔 多 项 式 . 


@ 电子 的 电荷 写成 。= - iel ,电子 质量 记 作 M 以 便 和 角 动 量 普 相 区 别 . 此 题 中 自 旋 项 不 重要 , 故 
省 去 . 
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2. 求 对 应 于 电子 束缚 态 的 最 低能 级 ,该 电子 处 于 浅 势 阱 U(r7)(1U1 << 起 / 
ma ,a 是 阱 中 的 力 程 ) 及 一 个 均匀 磁场 中 (IO. A. BrprakoB ,1960 ). 

解 : 对 场 U(r) 所 设 的 条 件 保证 了 (磁场 不 存在 时 ) 微 扰 论 可 用 ,此 时 阱 中 没 
有 束缚 态 ( $45). 当 有 了 磁场 存在 时 ,只 有 对 重 直 于 旦 的 平面 内 的 运动 ,才能 把 
U(r) 看 作 微 扰 ; 加 上 U0U 后 该 运动 的 能 谱 ( 离 散 ) 性 质 不 变 , 但 活 吾 方向 的 运动 性 
质 发 生 了 改变 ,从 无 限 运 动 变 成 ( 见 后 面 ) 有 限 运 动 , 亦 即 能 谱 从 连续 变 成 离散 . 
对 后 一 种 运动 讲 来 , 势 阱 之 场 不 能 用 微 扰 论处 理 . 

据 此 , 当 把 薛 定 请 方程 ( 题 1 的 (1) 式 ,但 左边 加 了 一 项 Li) 分 离 变 量 以 后 ， 
径 向 函数 R(p) 仍 星 上 题 的 (2) 式 ,最 低能 级 对 应 于 量子 数 n =m=0. 把 由 = 
Roo(Dp)X(z) 代 入 薛 定 请 方程 , 乘 以 Reoo(p) 并 对 pdp 积分 后 ,得 X(z) 的 方程 


-FX" + U(X = 二， (3) 
其 中 =- 了 hw， 


Os 上 U( VF + ) Rp)pdp. 


m 仍 为 粒子 质量 . 上 式 与 势 阱 U(z) 中 能 量 为 & 的 一 维 运动 薛 定语 方程 具有 相同 
的 形式 ,因此 可 以 简单 地 利用 845 题 1 的 结果 , 按 该 题 得 离散 能 级 为 


rn) 


(4) 
波 函 数 Ro(p) 在 距离 p~ayp 处 衰减 .如果 磁场 很 弱 使 得 a >>a, 上 式 对 pp 
的 积分 主要 在 p 筷 a 区 域内 ,在 此 区 域内 可 令 R,(p) 二 Ro(0) =1/ayn, 于 是 


me H’” | a 
e= -ma( {Uav), (5) 
其 中 dV =2mpdpdz 一 4Trdr. 相反 地 ,在 强 磁 场 情形 下 , 当 ar <<a 时 ,(4) 中 的 积 
分 主要 在 p 筷 ag 内 ,此 时 可 令 U( Vz +p ) ~U(z). 对 p 的 积分 就 化 成 对 Ro 通 
数 的 归 一 化 积分 并 等 于 1, 故 


ee -|( 上 0(adz) . (6) 


这 两 种 情形 下 ,对 积分 的 估计 给 出 e << 形 or 

3. 求 磁 场 中 的 所 原子 能 级 ,该 磁场 很 强 使 得 ay <<as,as 为 玻 尔 半径 (R.J. 
Elliott, R. Loudon ,1960 ) . 

解 : 按 所 述 条 件 ,jioz >> me /及 ,在 季 直 于 月 的 平面 内 核 库仑 场 对 电子 运动 
的 影响 可 以 看 作 小 的 微 扰 ,从 而 回 到 题 2 的 情形 ,(3) 式 可 用 ,但 
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一 =” Ro(p)p 
U( ) = -ee 一 -一 一 9 (7) 
= -| 
此 式 中 写 进 Ro 径 向 函数 ,我 们 只 是 考虑 纵向 运动 的 能 级 ,保持 横向 运动 为 零 表 
1 
道 能 级 (了 how ]. 

基态 波 函 数 xo(z) 延 伸 到 jz1< 和 ar 距离 处 并 在 该 距离 内 变化 缓慢 (没有 零 
点 , 效 在 z=0 处 不 等 于 零 ). 因此 最 低能 级 满足 §45 题 1 中 所 用 的 条 件 , 从 而 
(6) 式 可 用 ,(6) 式 是 以 该 题 之 解 为 基础 的 .积分 的 对 数 发 散 可 在 上 限 1z1 ~ ap 和 
下 限 lz1 -a,[ 这 里 的 1zl ~p,(7) 式 中 不 允许 用 1z1 代 替 Voz + 三 ] 处 “截断 ”. 结 
果 为 

- 2me ts _melnz ha 
下 ar -2 mclel? (8) 

此 式 具 有 所 谓 对 数 准确 性 .这 里 不 但 假定 了 比值 as/ay 很 大 而 且 它 的 对 数 也 是 
很 大 的 .对 数 的 宗 量 中 有 一 个 数值 因子 仍 不 确定 ， 

离散 谱 的 激发 态 是 由 LU(z) = -ez/z[ 从 z-~as>>p 的 (7) 式 中 得 出 ] 的 薛 定 
请 方程 (3) 中 解 出 的 ,但 此 式 作 变换 刀 =zp(z) 后 可 化 成 


呈 证 时 dp _ ee- 
z(: | 2 (9) 


这 与 三 维 库 仑 问题 中 。s ee me ;因此 所 求 的 能 级 由 (36.10) 式 
给 出 : 


进 
me 
a 10 
Sn 2hn? ‘10, 


其 中 n=1,2,3,…, 此 式 也 只 有 对 数 准 确 性 .下 一 级 改正 项 与 主 项 相 比 将 是 很 小 
的 ， Ce 

(9) 式 只 给 出 了 z>0 的 波 取 数 . 它 可 延 扰 到 z<0 的 区 域内 成 为 Xx( -2z) = 
X(z) 或 者 XY( -z) = -XxX(z). 在 这 种 近似 下 ,能 级 (10) 因 而 是 双重 简 并 的 .但 在 对 
(arVas ) 而 言 的 更 高 次 近似 中 ,双重 简 并 被 解除 . 


§113 磁场 中 的 原子 
我 们 来 考虑 处 于 均匀 磁场 豆 中 的 一 个 原子 . 它 的 哈密 顿 算 符 是 

= [ + eta) ] +U+ ky.$, (113.1) 

式 中 对 所 有 的 电子 (电子 的 电荷 写成 - 1e1) 求 和 ,U 是 电子 之 间 以 及 和 核 的 相互 


作用 能 量 ,$ = 》 $。 是 原子 的 总 (电子 ) 自 旋 算 符 . 
如 果 磁 场 矢 势 取 (111.7) 式 , 则 已 指出 ,此 时 算 符 p 和 4 对 易 .展开 (113.1) 
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i 代表 没有 磁场 时 的 原子 哈密 顿 量 ， 我 们 得 





六 =- 遍 + A + lelhyy . §, 
把 (111.7) 的 4 代入 ,得 
H=H, + eH 2 r, X 万 + = (H xr,)’ + kp. 5. 


但 r,xp。 就 是 电子 的 轨道 角 动 量 算 符 ,对 所 有 电子 求 和 后 给 出 了 原子 的 总 轨道 
角 动 量 算 符 秆 . 故 
H=H, +u(L +28) H+ > (H xr,)’, (113.2) 


La 是 玻 尔 磁 子 . 算 符 
hrs = -Hs(L +25) (113.3) 
可 以 看 作 原 子 的 “内 让 ” 磁 矩 算 符 , 它 在 没有 磁场 时 也 为 原子 所 具有 . 

外 磁场 分 裂 了 原子 的 能 级 并 且 解 除了 对 总 角 动 量 方向 的 简 并 性 ( 塞 曼 效 
应 ). 我们 来 求 原子 能 级 的 分 列 值 ,该 能 级 的 J,L 和 5 等 量子 数 具 有 定 值 ( 亦 即 
假定 能 级 属于 LS 耦合 情形 , 见 $72). 

我 们 将 假定 磁场 很 弱 , 以致 usH 比 原子 的 能 级 间距 包括 精细 结构 间距 在 内 
要 小 得 多 . 此 时 (113.2) 中 的 第 二 和 第 三 项 可 看 作 微 扰 , 未 微 扰 能 级 就 是 多 重 项 
的 各 个 成 分 .一 级 近似 中 可 以 略 去 第 三 项 , 因 与 第 二 项 的 线性 项 相 比 它 是 场 的 二 
次 项 . 

在 这 种 近似 下 ,能 量 分 裂 值 AE 是 由 微 扰 项 对 总 角 动 量 沿 磁 场 方 向 分 量具 
有 征 值 的 那些 (未 微 扰 ) 态 求 平均 值得 到 的 . 取 磁 场 方向 为 z 轴 ,我 们 有 

AE =pyaH(L, +28,) =psH(J, +5,). (113.4) 


平均 值 J, 正好 等 于 所 给 本 征 值 J, = Mj. 平均 值 5, 可 用 分 步 平均 法 (参考 §72) 
求 出 .作法 如 下 . 
算 符 $ 先 对 5,L 和 J 值 闫 定 但 MM, 值 不 固定 的 原子 态 求 平均 .平均 以 后 的 算 


符 8_- 定 和 标志 自由 原子 的 唯一 守恒 “矢量 "和 平行 ". 因此 可 写成 
S = 常数 xJ， 
这 个 式 子 是 纯 约定 的 ,因为 y 的 三 个 分 量 不 能 同时 有 定 值 , 它 的 分 量 可 直接 写成 
5, = 常数 xj] .= 常数 xMi. 
前 式 两 边 乘 以 了 后 得 方程 
S.J 人 = 常数 x 卫 = 常 数 xJ(J +1). 
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把 守恒 矢量 J 放 进 平均 记 叶 内 得 §$.，J=S.J. 平 均值 $. J 在 L,S* 和 J 具有 
定 值 的 态 中 等 于 它 的 本 征 值 [参考 (31.4) 式 ] 
S.: J= 广 [J(J +1) -_-L(L+1) +S(S+1))] 


从 以 上 第 二 式 中 求 出 常数 代 人 第 一 式 后 ,得 


83. =MJ *: S/T. (113.5) 
汇集 以 上 诸 式 并 代入 (113.4) 中 ,得 到 分 裂 值 的 最 终 表 式 : 
AE =usgM/H (113.6) 


其 中 的 

J(J+1) -L(L+1)+S(S+1) 
2J(J+1) 

称 为 朗 德 (Lande') 因子 或 旋 磁 因子 .无 自 旋 时 (5 =0, 因 而 了 人 =L)g=1;L=0 时 

( 故 J=S)g =29. 

(113.6) 式 给 出 了 2J+1 个 M,= -J,-J+1,…,J 的 不 同 能 量 值 . 因此 磁 
场 完 全 解除 了 关于 和 角 动 量 方向 的 能 级 简 并 ,与 电场 不 同 ,电场 保留 M, = + 1M,)| 
的 两 个 能 级 不 分 裂 @( $76). 但 是 , 当 g =0 时,(113.6) 描 述 的 线性 分 裂 不 再 存 
在 ,即使 J0 的 态 如 D,2 就 是 这 样 ， 

我 们 在 $ 76 中 看 到 ,电场 中 原子 能 级 的 位 移 和 其 平均 电 偶 极 矩 之 间 存 在 着 
一 定 的 关系 .磁场 情形 下 也 有 类 似 的 关系 . 经 典 理论 中 ,带电 粒子 系统 的 势能 为 
-KL，H,k 是 该 系统 的 磁 矩 . 量子 理论 中 ,要 用 相应 的 算 符 来 代替 , 故 系统 的 哈 
密 顿 算 符 为 


g=1+ (113.7) 


H=H, -KH = 于 -WH. 
应 用 (11.16) 式 ,以 场 互 为 参量 人 ,得 磁 矩 平均 值 为 


oAE 
HK: 一 ”3 万 ， (113.8) 


其 中 AE 是 所 给 原子 态 的 能 级 位 移 .把 (113.6) 代 人 上 式 , 我 们 看 到 ,在 角 动 量 的 
z 方向 投影 Wi 具有 定 值 的 原子 态 中 ,该 原子 沿 z 方 向 的 平均 磁 和 矩 为 

Ws = -pagM,). (113.9) 

如 果 原 子 既 无 自 旋 又 无 轨道 角 动 量 (S =L=0) ,不 论 在 一 级 近似 或 任 一 高 

级 近似 中 ,(113.2) 式 中 的 第 二 项 不 产生 能 级 位 移 ( 因 为 L 和 S$ 的 矩阵 元 等 于 


中 由 一 般 公 式 (113.6) 和 (113.7) 所 描述 的 分 裂 通常 称 为 反常 塞 曼 效应 . 这 个 不 合适 的 名 词 的 产生 
是 由 于 电子 的 自 旋 未 发 现 以 前 人 们 把 (113.6) 中 g =1 的 效应 看 作 是 正常 的 . 

@ 876 中 对 电场 所 作 的 论证 对 磁场 并 不 成 立 . 原因 在 于 互 是 一 个 轴 矢 量 ,因此 对 包含 它 的 任 一 平 
面 的 反射 , 吾 要 变 呈 .所 以 由 这 个 操作 所 得 的 两 个 态 分 属于 不 同 场 中 的 原子 ,不 是 同一 场 中 的 原子 . 
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零 ). 在 此 情形 下 ,整个 效应 来 自 (113.2) 中 的 第 三 项 . 在 微 扰 论 的 一 级 近似 中 能 
级 位 移 就 等 于 下 列 平 均值 


2 一 -一 一 一 
AE = > (Hxr,)’. (113. 10) 


令 ( 吾 xr) = Hrisin*9,90 是 r, 和 HH 的 夹 角 ,对 r, 的 各 个 方向 求 平均 ,我 们 有 
sin2g =1 -cos20 =2/3(L=5=0 的 状态 波 函 数 是 球 对 称 的 ,因此 对 方向 求 平均 与 
对 距离 r, 求 平均 无 关 ) , 故 

AE=—e Hy 7 (113.11) 








l2mc 
由 (113.8) 算 出 的 磁 矩 现在 和 场 成 正比 (对 上 =5S =0 的 原子 ,无 磁场 时 当 
然 不 会 有 磁 矩 ). 把 它 写成 xH 的 形式 ,我们 可 把 系数 yx 看 作 朗 之 万 公式 (P. Lan- 
gevin ,1905 ) 所 给 出 的 原子 磁化 率 : 


2 这 二 
e > 2 
4 6me” 亏 "eo ( ) 


它 是 负 的 , 亦 即 原子 是 抗 磁 的 0. 

如 果 J=0 但 $=Lz0, 场 的 线性 位 移 还 是 等 于 零 ,可 是 二 级 近似 中 微 拢 
-As 昌 的 二 次 效应 超过 了 (113. 11) 的 效应 @, 这 是 因为 根据 一 般 公式 
(38. 10) ,能 量 本 征 值 的 微 扰 论 二 级 改正 项 是 一 个 求 和 式 ,其 中 各 个 求 和 项 的 分 
母 中 含有 未 微 扰 能 级 的 差 , 目 前 情形 下 它们 是 能 级 的 精细 结构 间距 ,都 是 一 些小 
量 .我 们 已 在 $38 中 指出 ,二 级 近似 的 基态 能 级 改正 项 永远 是 负 的 . 因此 基态 中 
的 磁 矩 永远 是 正 的 , 亦 即 =0,L= Sz0 的 基态 原子 是 顺 磁 的 . 

强 磁场 中 ,pH 差不多 等 于 或 大 于 精细 结构 间距 ,能 级 的 分 裂 情况 与 (113.6) 
和 (113.7) 预 言 的 不 同 ,这 种 现象 称 为 帕 邢 - 巴克 (Paschen - Back ) 效应 . 

当 塞 曼 分 裂 远 大 于 精细 结构 间距 但 仍 小 于 不 同 多 重 项 之 间 的 间距 时 ,能 级 
分 裂 值 的 计算 是 很 简单 的 (和 以 前 一 样 可 以 证 明 , 哈 密 顿 算 符 (113.2) 中 的 第 三 
项 与 第 二 项 相 比 仍 可 略 去 ). 换 句 话说 ,此 时 磁场 中 的 能 量 远 超过 自 旋 - 轨道 作 
用 名. 因此 可 在 一 级 近似 中 略 去 自 旋 - 轨道 作用 . 轨道 角 动 量 的 投影 M. 和 自 旋 
的 投影 Ms 就 和 总 角 动 量 的 投影 一 样 都 成 为 守恒 量 , 故 分 裂 值 由 下 式 给 出 : 


@@ ”托马斯 - 费 米 模型 不 能 用 来 计算 电子 离 核 的 距离 的 均 方 值 ,尽管 托马斯 - 费 米 密度 为 n(r) 的 积 
分 式 | nr2zdr 是 收敛 的 ,但 收敛 太 慢 ,结果 与 实验 相差 较 远 . 

@ 5=L¥0 时 ,对 于 5,L,J-*$,L,J+1 的 跃迁, 其 非 对 角 唉 迁 矩 阵 元 L,S, 一 般 讲 来 不 等 于 零 . 

@@” 对 于 中 间 情 形 , 当 磁场 效应 和 自 旋 -轨道 作用 差不多 大 小 的 时 候 , 能 级 分 裂 的 一 般 表 式 无 法 算 
出 ,S = -时 的 计算 见 后 面 的 例题 1. 
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AE =psH(M, +2M,). (113. 13) 


多 重 项 分 裂 是 赫 加 在 磁场 分 裂 上 的 . 它 是 由 (72.4) 的 4L .5 算 符 对 具有 给 

定 Mi ,Ms 值 的 态 求 平均 后 确定 的 (我 们 考虑 的 是 自 旋 - 轨道 作用 引起 的 多 重 项 

分 裂 ) . 给 定 了 角 动 量 的 一 个 分 量 值 ,其 它 两 个 分 量 的 平均 值 就 都 等 于 零 . 从 而 
L.S =M,Ms, 因 此 下 一 级 近似 中 的 能 级 公式 为 

AE =psH(M, +2M,) + AM,M.,. (113.14) 

计算 任意 耦合 型 式 (不 是 ZS 耦合 ) 下 的 塞 曼 效 应 是 不 可 能 的 .我 们 只 能 说 ， 

这 种 分 裂 ( 在 弱 场 中 ) 和 场 妃 成 线性 关系 并 与 总 角 动 量 分 量 W, 成 正比 , 亦 即 呈 

下 列 形式 : 

AE =jag, HM,, (113.15 ) 

式 中 的 g ,是 标志 所 考虑 谱 项 的 某 些 系 数 ,mn 代表 标志 该 谱 项 的 除 ] 以 外 的 所 有 

量子 数 的 集合 . 这 些 系 数 虽 然 不 能 分 别 算出 ,但 有 可 能 得 到 一 个 有 关 》 gw 的 


实用 公式 , 式 中 对 具有 给 定 电子 组 态 和 总 角 动 量 的 所 有 可 能 的 原子 态 求 和 . 
根据 定义 
guM), = (nM,lL, +2S,1nJM,), 
另 一 方面 ,gswuMj[ 其 中 gs 是 LS 耦合 的 朗 德 因子 (113.7) ] 是 用 不 同 的 波 函 数 
完备 组 算出 的 下 列 对 角 和 矩阵 元 : 
gsuM, = (SLJM,IL, +2S,|1SLJM,). 
这 两 组 波 函 数 可 通过 线性 么 正 变换 相互 得 到 ,但 是 这 种 变换 不 改变 对 角 和 矩阵 元 
之 和 ($12). 因 此 有 


> gM = > gswuM). 
由 于 gn 和 gs 与 M 无 关 , 故 得 


yg, = > gy, (113.16) 
式 中 对 所 给 电子 组 态 中 具有 给 定 了 值 的 一 切 可 能 态 求 和 . 这 就 是 欲求 的 关系 式 ， 
习 题 


1. 求 5 = 地 的 谱 项 在 帕 丈 -巴克 效应 中 的 分 裂 . 
解 :在 微 扰 处 理论 中 需要 同时 考虑 磁场 和 自 旋 轨 道 作用 , 即 微 扰 算 符 为 


@ ”我们 没有 把 正比 于 ( 忆 ，$)* 的 项 ( 自 旋 - 自 旋 作用 ) 包括 在 疙 内 . 但 应 记 住 , 当 自 旋 S= -时 ,由 


于 泡 利 矩 阵 的 特性 ( 见 855) ,可 把 (二 .8$)? 化 成 二. 5, 从 而 包括 在 所 写 的 六 的 表 式 中 . 
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V=AL.S +ja(L, +25,)H. 


作为 零 级 近似 的 原始 波 浮 数 ,我 们 取 上 ,5 = Mi, Ms 具有 定 值 ( 工 给 定 ,MM， = 


ML = + 广 ) 的 这 套 波 函 数 ， 受 微 扰 态 中 只 有 M= NM = Mi + MM 是 守恒 
量 (六 和 外 对 易 ) ,因此 分 裂 谱 项 的 各 个 部 分 具有 确定 的 叶 值 .MM = 圭 (+) 


这 两 个 值 每 个 只 能 以 一 种 方式 出 现 : 即 1MiMs) = | 工 工 》 和 | -L，- 清 ). 具 有 
这 两 个 M 值 的 态 , 它 的 能 量 改 正 值 简单 地 等 于 这 两 个 IM,M,) 的 对 角 元 (Mi,M,| 
V1M,Ms). 英 余 的 MM 值 每 个 者 能 以 两 种 方式 出 现 : 即 |M- 士 ,二 和 |M+ 十 ， 


-二 ) .此 时 对 应 于 每 个 用 有 两 个 不 同 的 能 量 值 ,它们 是 由 以 上 两 坊间 的 跃迁 


矩阵 元 所 组 成 的 久 期 方程 确定 的 . 
LS 的 矩阵 元 可 由 给 阵 (MILIM',) 和 (MM js11M,) 的 直接 相 采 算出 ， 并 且 


有 
(MMsIL. SIM,M,) = M,M,, 


(M+ -六 IL "SIM- 了 ,六 》 =-《M -二 ,本 上 SIM+ 方 , - 广 》= 


= 元 {(Z+M+ 二 ) (7- MM+ 方 】 


无 磁场 时 ,该 谱 项 是 双 线 ,其 两 成 分 间 的 间距 为 se=4 (ZL+ 志 ) , 见 (72.6). 
我 们 取 其 中 的 较 低 能 级 作为 能 量 的 原点 . 于 是 在 磁场 中 的 能 级 最 终 表 式 为 
E=etjysH(L+1), 当 M= i (5+ 广 时 ; 





t 
:1 1, 2 2 1 Es 
E = Fe tuaHM + | 元 (e + 人/ 到) +37 HoHMe | 
yy M=L-1... _L+L 
当 M=L > Z+ 了 时 
当 jaH/e <<1 时 有 
Pu 2(L+1) Sl 2L 
E = +usHM .+1 9 E =palM 7， 


这 与 (113.6) ,(113.7) 式 一 致 ( 令 该 式 中 $=7,1=L + 二). 当 ysH/se >>1 时 ， 
我 们 有 
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1 1 Me 
E* = 本 
pl |( | 


这 与 (113.14) 式 一 致 . 
2. 求情 形 a 的 双 原 子 分 子 谱 项 的 塞 曼 分 裂 . 
解 : 核 运动 产生 的 磁 短 远 小 于 电子 的 磁 矩 . 因此 磁场 的 微 扰 对 分 子 讲 来 仍 和 


对 多 电子 系统 一 样 , 即 可 写成 和 以 前 一 样 的 形式 :=H ， (+26) ,其 中 工 ,S 
是 电子 的 轨道 和 自 旋 角 动量 . 
微 扰 项 对 电子 态 求 平均 ,在 情形 a 时 可 得 
KalHn,(A +23) =psHn,(20 -A). 
n, 对 分 子 转动 的 平均 值 等 于 下 列 对 角 元 


(JM In, 1M) = 了， 


其 中 静 =1My ,这 个 给 阵 元 是 从 (87.4) 的 约 化 给 阵 元 算出 的 ,该 式 中 的 玉 和 人 4 改 
成 和 2. 故 所 求 的 分 裂 值 为 


AE =us HM 


3. 同 题 2, 但 为 情形 b. 
解 : 确 定 所 求 分 裂 值 的 对 角 元 (AKJIVIAKJ) 可 用 $87 给 出 的 一 般 规则 算 
出 .但 它 也 可 用 以 下 更 简明 的 办 法 算出 , 微 扰 算 符 对 轨道 和 电子 态 求 平均 ,可 得 
palH(An, +25,) 
( 自 旋 算 符 在 这 个 平均 中 不 受 影响 ) ,然后 ,我 们 对 分 子 的 转动 求 平均 ;n, 的 平均 
值 由 (87.4) 式 给 出 ,从 而 得 


02(202-A) 
J(J+1) : 


pal [zh +25, | 


最 后 ,我们 对 自 旋 波 函数 求 平均 . 经 过 整个 平均 后 ,各 和 拓 量 的 平均 值 必须 平行 于 
总 角 动 量 J, 它 是 唯一 的 守恒 失 量 . 因此 得 [参考 (113.5) ] 


paH A? 
J(J+1)LK(K+1) 





K.J+2S. J|M 





(M=M) ,最 后 是 

_ Ks 人 

~J(J+1) 1 
-S(S+1)]+[J(IJ+1I) - K(K+1) +S(S+1)] \am 


4. 一 个 抗 磁 性 原子 处 于 外 磁场 中 , 求 原子 中 心 处 的 感 生 磁 场 强度 . 
解 : 对 于 S=L=0, 哈 密 顿 量 中 不 含 场 的 线性 微 扰 项 ,因此 原子 波 函 数 不 含 
磁场 的 一 级 改正 项 ,外 磁场 感 生 的 原子 中 的 电流 变化 六 只 是 来 自 ( 仍 为 刀 的 一 


AE [J(J+1) +K(K+1) - 
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级 近似 ) 电 子 速度 算 符 的 附加 项 { be 





J - -pA= -pH xr (1) 
式 中 pp 是 原子 中 的 电子 密度 .这 个 附加 电流 在 原子 中 心 处 产生 的 磁场 为 
- _- 工 [元 x 
Hs = e | 7 dy, 
参考 (121.8). 把 (1) 式 代入 并 在 积分 号 内 对 了 的 方向 求 平均 ,得 
Hs = = 9.(0)H, (2) 





9.(0) 是 原子 的 电子 党 层 在 其 中 心 处 的 电势 . 
在 托马斯 - 费 米 模型 中 ,9p。 = -1.80Z7“ me /各 [ 见 (70.8)] 故 


7 60 (二 -] Za 盏 = -3 2 x 10-5Z43 万 . 
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我 们 来 考虑 一 个 具有 磁 矩 的 电 中 性 粒子 ,处 于 一 个 均匀 的 但 随时 间 变 化 的 
磁场 中 . 它 可 以 是 一 个 基本 粒子 (中 子 ) ,也 可 以 是 一 个 复合 粒子 (原子 ). 假定 磁 
场 很 弱 ,粒子 在 该 场 中 的 磁 能 小 于 该 粒子 的 能 级 间距 . 我 们 就 可 研究 粒子 的 整体 
运动 , 它 的 内 态 已 被 给 定 ， 

设 * 为 该 粒子 的 “内 豪 " 角 动 量 算 符 一 基本 粒子 的 自 旋 或 者 是 原子 的 总 
角 动 量 7. 磁 窍 算 符 可 表 成 (111.1) 的 形式 . 中 性 粒子 整体 运动 的 哈密 顿 量 可 写 
成 


= 4 (114.1) 


我 们 只 写 出 了 依赖 于 目 旋 的 那 一 部 分 哈密 顿 量 . 

在 一 均匀 场 中 ,这 个 算 符 不 显 含 坐标 @. 粒子 波 函 数 因而 分 解 成 为 坐标 函数 
和 自 旋 函 数 的 乘积 . 前 者 不 过 是 自由 运动 的 波 函 数 ,以 后 我 们 仅 对 其 自 旋 部 分 感 
兴趣 . 我 们 将 证 明 , 角 动量 :为 任意 的 一 个 粒子 的 问题 ,可 以 化 成 较 简 单 的 自 旋 


为 了 的 一 个 粒子 运动 的 间 题 (E. Majorana) . 为 此 只 需 应 用 $ 57 中 早已 用 过 的 广 
法 , 即 把 自 旋 为 * 的 一 个 粒子 形式 上 换 成 2 个 自 旋 为 了 的 “粒子 ”. 算 符 了 则 表 


名 此 式 相 当 于 原子 的 电子 这 层 绕 外 磁场 方向 的 拉 莫 尔 进 动 : 见 《4 场 论 》8& 45. 

@@ 这 些 说 法 也 能 用 到 在 非 均匀 磁场 中 运动 的 任 一 粒子 (带电 或 不 带电 ) ,只 要 它 的 运动 可 以 看 作 是 
准 经 典 的 . 随 粒子 的 轨道 运动 变化 的 磁场 ,就 可 以 简单 地 看 成 时 间 的 函数 ,我 们 也 能 用 同样 的 方程 描述 自 
旋 波 孙 数 的 变化 . 
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成 这 些 “ 粒 子 " 的 自 旋 算 符 之 和 > 5., 波 函数 则 表 成 2 个 1 秩 旋 量 的 乘积 , 哈 
密 顿 算 符 (114.1) 则 分 解 成 为 2s 个 独立 的 哈密 顿 算 符 : 

H= > 及 ,下 = -tH.$,, (114.2) 
因此 2s 个 “粒子 "中 每 个 粒子 的 运动 都 能 相互 独立 地 确定 . 当 我 们 这 样 做 了 以 


后 ,就 只 需 重新 引进 任 一 2s 秩 对 称 旋 量 的 各 个 分 量 , 来 代替 2s 个 1 秩 旋 量 各 个 
分 量 的 连 乘积 . 


习 题 


1. 求 均匀 磁场 中 自 旋 为 二 的 一 个 中 性 粒子 的 自 族 泪 函数 ,该 磁场 方向 恒定 
但 其 绝对 值 按 日 = H(t) 的 任意 规律 变化 . 
解 : 波 函 数 是 一 个 旋 量 WW , 它 满足 波动 方程 
. 9 We A 人 gy 
hy = 2uH * sy (1) 
取 磁 场 方向 为 z 轴 ,把 上 式 写 成 旋 量 的 分 量 式 
hp = -ply ih =p 
得 
y =cexp (党 [Hai] ， =cexp (一 此 {Hat ) 
常数 cl ,c; 必须 从 初始 条 件 和 归 一 化 条 件 1y 1 + iy 1 =1 求 出 . 
2， 同 题 1, 但 磁场 的 绝对 值 恒 定 , 它 的 方向 以 匀 角 速 四 绕 z 轴 旋转 并 和 z 轴 
夹 8 角 . 
解 : 该 磁场 具有 分 量 


H,=Hsin Ocos wi, H,=Hsin gsin wit, H,= Heos 0， 
按 (1) 得 方程 
由 :=ioy(bicos 0+ e'sin 0), 
y ?iw (Wesin 0 -wy cos 0) 
其 中 wy =H/hi. 作 替换 =e-“ gp' ,w=e” gp ,上 列 方程 组 就 化 成 常 系 数 线 
性 方程 组 , 解 出 后 得 


wy =e ™ (ce +coeri 1) ， 
cl1 iv2 C2 0 | 
e 多 


2 _ le2 。 PR Re pr 
=2wne sin 0 | Hr rnc Q-w -Zwrcos 0 
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其 中 
=[(w +2wrcos 0)” +4w5sin’0]'” 
$115 磁场 中 的 流 密度 
现在 来 推导 在 磁场 中 运动 的 带电 粒子 的 流 密度 的 量子 力学 表达 式 . 
我 们 从 下 式 出 发 中: 
8H = -= fi: 8Ady, (115.1) 
此 式 确 定 了 矢 势 变化 时 具有 空间 电荷 分 布 的 哈密 顿 函 数 的 变化 @. 量子 力学 中 
此 式 必 须 应 用 于 带电 粒子 哈密 顿 量 的 平均 值 : 
H= | [2 (5-24) -Enms] wa (115. 2) 
对 上 式 进 行 变 分 ,并 注意 6H = curl 54 ,得 
二 来 e 入 ~ e’ 
8H = [| | -3b 84 +84 .pb) + 二 4 84 | way - 


-foun 54 . Vw' $ydV. (115.3) 


pP* 54 项 可 用 分 部 积分 变 成 
| . 84Ydy = -入 | 到"Y(84 wav=ih [84 .VV yw'dy 
(无 穷 远 处 的 面积 分 照例 等 于 零 ). 利用 矢量 分 析 中 熟知 的 公式 


a* curlb= -div(axb) +z .curl ea， 


对 (115.3) 中 的 最 后 一 项 进行 分 部 积分 . div 项 的 积分 等 于 零 , 故 得 
| V's curl 5AdV = | 84 . curl( W’ $V) dy, 


38 = -2 34: (更 六 更 ， -Yay+-25 {4- 384 区 多 "dy - 


”本 节 中 的 j 代 表 电流 密度 , 亦 即 粒子 的 通 量 密度 乘 以 粒子 电荷 。. 

@ 磁场 中 一 个 电荷 的 拉 格 朗 日 函数 中 含有 一 项 一 s。. 4, 如 果 电 荷 具 有 空间 分 布 , 则 此 项 为 
1 7 
— hadrv. 

当 4 变化 时 拉 氏 函数 的 改变 为 

1 
3L=—fi . 8AdV, 

而 哈密 顿 函 数 的 无 限 小 变化 等 于 拉 氏 函数 的 无 限 小 变化 再 取 一 个 负 号 ( 见 《力学 》, 8 40)， 
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-|84 * curl( BP' sp) dV. 


将 此 式 和 (115.1) 比 较 , 即 得 下 列 流 密度 表 式 : 
i 
2m 
要 强调 的 是 ,这 个 表 式 中 虽然 显 含 矢 势 ,但 了 还 是 单 值 的 . 这 可 通过 直接 计算 加 
以 验证 ,只 要 记得 矢 势 按 (111.8) 变 换 的 同时 波 函 数 应 按 (111.9) 式 变换 . 
也 很 易 验证 , 流 (115.4) 和 电荷 密度 p = e1 且 | 确实 满足 下 列 连续 性 方程 


2 
[(Y -vv -A: 更 + 全 ccurl( Vw’ sv) (115.4) 


< +divj=0. 
(115.4) 式 最 后 一 项 给 出 了 粒子 磁 矩 对 流 密度 的 贡献 . 这 就 是 ccurl m ,其 中 
m = SV = A, (115.5) 


这 是 磁 矩 的 空间 密度 . 
(115.4) 式 是 流 的 平均 值 . 它 可 看 作 流 密度 算 符 j 的 对 角 和 矩阵 元 . 这 个 算 符 
可 用 二 次 量子 化 形式 最 简单 地 写 出 来 , 即 把 (115.4) 中 的 丈 和 罗 ' 改 成 算 符 匀 


和 光 * (根据 一 般 规则 ,每 项 中 的 多 + 应 写 在 到 的 左边 ). 这 个 符号 的 非 对 角 和 矩阵 
元 也 能 求 出 : 
ie 大 


jm = 7m 


2 
[(V 更 ) 更。 一 更 V YY,] A 


+ fceul( YS,). (115.6) 
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目前 还 没有 完整 的 核 力 理论 , 核 力 是 作用 在 核 粒 子 (核子 ) 之 间 并 把 它们 束 
缚 在 原子 核 内 的 一 种 力 . 由 于 还 没有 一 个 完整 的 核 力 理论 ,所 以 对 核 力 的 描述 在 
更 大 程度 上 需要 依靠 实验 . 

核子 有 两 种 ,两 者 的 主要 区 别 在 于 它们 的 电 性 . 质子 (p) 带 有 正 电荷 ,而 中 


子 (mn) 是 电 中 性 的 它们 的 自 旋 都 是 于, 质量 几乎 相等 (分 别 为 1836.1 和 1838.6 


电子 质量 ). 这 种 相似 性 不 是 偶然 的 , 撤 开 电 性 的 差别 ,质子 和 中 子 是 两 个 极为 
相似 的 粒子 ,这 种 相似 性 在 本 质 上 具有 重要 的 意义 . 

业已 发 现 ,除了 较 弱 的 电力 外 ,两 个 质子 间 的 相互 作用 力 非常 相似 于 两 个 中 
子 间 的 相互 作用 力 ,这 称 为 核 力 的 电荷 对 称 性 中. 

在 保持 这 种 对 称 性 的 范围 内 ,我 们 可 以 说 , 双 质 子 (pp) 系 统 和 双 中 子 (nn) 
系统 具有 性 质 上 相同 的 态 . 当然 ,在 这 里 重要 的 是 ,质子 和 中 子 服从 同一 种 统计 
( 即 费 米 统计 ) ,因此 pp 和 nn 系统 只 允许 有 波 函 数 y(r, ,oi;r; ,oz) 对 称 性 相同 
的 态 , 即 对 粒子 坐标 和 自 旋 的 同时 交换 保持 反对 称 性 的 那 种 态 . 

可 是 ,电荷 对 称 性 不 过 是 质子 和 中 子 间 更 深入 的 物理 相似 性 即 所 谓 同 位 旋 
不 变性 @ 的 表现 之 一 . 这 个 性 质 不 但 导致 pp 和 nn 系统 (可 通过 所 有 质子 与 所 有 
中 子 的 对 换 而 相互 得 到 ) 的 相似 性 ,而 且 还 导致 由 不 同 粒子 组 成 的 pn 系统 与 以 
上 两 个 系统 的 相似 性 ,当然 ,它们 不 可 能 是 完全 的 相似 ,因为 pn 系统 中 的 粒子 并 


申 ” 它 特别 是 表现 在 镜像 核 性 质 (结合 能 ,能 谱 等 等 ) 的 相似 性 方面 .一 对 镜像 核 是 指 质子 数 和 中 子 
数 相 互 对 换 的 两 个 核 ， 
加 ”同位 族 不 变性 ,英文 为 isotopic invariance ,也 有 称 为 isobaric invariance. 
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不 全 同 , 它 的 态 肯 定 不 限于 波 函 数 为 反对 称 的 态 .但 是 我 们 发 现 ,在 pn 系统 的 各 
种 可 能 态 中 有 些 态 在 性 质 上 和 两 个 全 同 核 子 系 统 的 态 差 不 多 精确 相同 0. 这 些 
态 当 然 是 由 反对 称 波 函 数 描写 的 (pn 系统 剩 下 的 态 由 对 称 波 函数 所 描写 ,在 pp 
和 nn 系统 中 并 不 存在 ). 

同位 旋 不 变性 和 电荷 对 称 性 一 样 , 仅 当 略 去 电磁 作用 后 才能 成 立 . 同位 旋 不 
变性 为 什么 只 是 近似 正确 的 另 一 个 理由 是 ,中 子 和 质子 间 存 在 着 很 小 的 质量 差 
别 ; 如 果 中 子 和 质子 间 真 是 精确 对 称 的 ,它们 的 质量 当然 也 应 等 同 @. 

有 一 种 方便 的 表述 方式 可 以 用 来 描述 同位 旋 不 变性 . 它 是 根据 下 列 事实 自 
然 地 得 到 的 , 即 同位 旋 不 变性 相当 于 把 核子 系统 的 态 按 其 坐标 - 自 旋 波 函数 少 
的 对 称 性 进行 分 类 的 可 能 性 ,而 与 所 述 及 的 核子 类 型 无 关 , 因 此 在 所 找 的 表述 方 
式 中 ,我 们 一 定 有 可 能 定义 一 个 描述 系统 状态 的 新 量子 数 ,用 以 唯一 地 确定 函数 


y 的 对 称 性 . 与 此 类 似 的 一 种 情况 ,我们 早已 在 粒子 自 施 为 广 的 多 粒子 系统 中 三 
到 过 . 我 们 在 $63 中 看 到 ,如 果 指定 了 这 个 系统 的 总 自 旋 5, 则 其 坐标 波 函 数 p 
的 对 称 性 就 被 唯一 地 确定 ,而 不 管 每 个 粒子 的 自 旋 分 量 o 究竟 取 + 二 中 的 哪 


个 值 . 
因此 在 对 同位 旋 不 变性 进行 形式 上 的 描述 时 ,我 们 就 有 理由 把 中 子 和 质子 
看 作 同一 个 粒子 (核子 ) 的 两 个 不 同 “ 电 荷 态 ” ,它们 的 区 别 在 于 一 个 新 矢量 的 


分 量具 有 不 同 的 值 , 这 个 新 矢量 7 在 形式 上 与 自 旋 为 了 -的 自 旋 矢 量具 有 完全 类 


似 的 性 质 . 这 个 新 量 通常 称 为 同位 自 旋 或 同位 施 乌 , 它 是 “同位 旋 空 间 ”é&,”m,t 
(当然 它 和 实际 空间 睹 无 关系 ) 中 的 一 个 矢量 . 


一 个 核子 的 同位 旋 的 z 轴 分 量 只 能 取 re = + 寺 两 个 值 . + 村 值 被 任意 地 指 


定 给 质子 , -二 值 则 指定 给 中 子 @. 几 个 核子 的 同位 旋 可 按 通 常 自 施 的 相 加 法 风 


相 加 成 为 系统 的 总 同位 旋 . 系统 总 同位 旋 的 8 分量 等 于 各 个 粒子 的 7 值 之 和 . 
对 于 一 个 质子 数 为 Z( 即 原子 序数 ) 中 子 数 为 N 质量 数 4 =Z +WN 的 核 ,我 们 有 


1 1 
Tr = >, 7.=F(2-N)=2-34. (116. 1 ) 


@ 这 可 根据 pp 散射 和 pn 散射 的 实验 数据 分 析 中 得 出 (G. Breit,E. U. Condon ,R. D. Present ,1936 ) . 

@@ 实际 上 ,中 子 和 质子 间 的 这 个 质量 差别 很 可 能 还 是 由 电磁 原因 造成 的 . 

时 先 由 W. Heisenberg( 1932 ) 所 采用 ,并 由 B. Cassen 和 EE. U. Condon (1936) 拿 来 描写 同位 旋 不 
变性 . 
@ 文献 中 也 能 找到 相反 的 指定 . 
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亦 即 当 核 子 数 固定 后 ,7T, 能 给 出 该 系统 的 总 电荷 . 因此 T, 显然 是 一 个 严格 守重 
量 , 它 简单 地 表达 了 电荷 的 守恒 . 

正如 总 自 旋 5 确定 了 自 旋 波 函数 的 对 称 性 那样 ,系统 总 同位 旋 的 绝对 值 了 
确定 了 该 系统 "电荷 部 分 " 波 函 数 w 的 对 称 性 . 从 而 也 确定 了 坐标 ~ 自 旋 ( 即 通 
常 的 ) 波 函数 消 的 对 称 性 ,这 是 因为 核子 系统 的 总 波 函 数 ( 即 乘积 yw) 必须 具备 
一 定 的 对 称 性 , 它 和 所 有 的 费 米子 系统 一 样 ,对 两 个 粒子 的 坐标 , 自 旋 以 及 “ 电 
荷 变量 ”7, 的 同时 对 换 必 须 反对 称 . 因 此 任 一 核子 系统 中 波 函 数 少 存在 着 确定 
的 对 称 性 ,在 上 述 处 理 中 被 表达 成 为 了 的 守恒 性 . 

” 我 们 也 可 以 换 一 种 说 法 ,所 谓 同 位 旋 不 变性 ,是 指 系统 的 性 质 对 同位 旋 空 间 
中 的 转动 具有 不 变性 .仅仅 是 也 值 不 同 的 各 个 态 (7T 和 其 它 量 子 数 具有 定 值 ) 具 
有 相同 的 性 质 . 电荷 对 称 性 (中 子 和 质子 互 换 后 系统 性 质 的 不 变性 ) 不 过 是 同位 
旋 不 变性 的 一 个 特例 ,可 以 看 成 是 对 所 有 7, 的 同时 变 号 所 具有 的 不 变性 , 亦 即 
绕 同位 旋 空间 上 平面 内 的 一 个 轴 旋 转 180" 所 具有 的 不 变性 . 

根据 以 上 的 处 理 显 然 可 知 , 同 位 旋 不 变性 必然 会 被 库仑 作用 所 破坏 ,库仑 作 
用 与 电荷 有 关 ,也 就 是 和 同位 旋 的 上 分 量 有 关 , 故 对 kmt 空间 内 的 转动 并 不 具备 
不 变性 . 

我 们 以 双核 子 系统 为 例 , 它 的 总 同位 旋 可 取 了 =1 和 7 了 7=0 两 个 值 .7=1 时 
7, 分量 的 可 能 值 为 1,0, - 1. 根据 (116.1) ,相应 的 电荷 值 为 2,1,0, 亦 即 7=1 
的 系统 可 以 是 pp,pn 或 nn.T=1 的 波 函 数 电 荷 部 分 w 是 对 称 的 (正如 对 称 的 自 
旋 波 函数 对 应 于 自 旋 S=1 一 样 ,参考 §62). 所 以 T=1 的 态 具 有 反对 称 的 通常 
波 函 数 V .7T=0 时 只 能 有 也 =0, 相 应 的 波 晒 数 w 是 反对 称 的 ;因此 它 只 和 pn 系 
统 中 乡 波 函数 为 对 称 的 态 有 关 . 

同位 旋 对 应 于 一 个 算 符 7, 它 作用 在 波 函 数 的 电荷 变量 7, 上 ,正和 自 旋 算 符 
3 作用 在 自 旋 变量 o 上 一 样 . 鉴于 两 者 在 形式 上 完全 类 似 ,7,,7, ,7, 算 符 和 3.， 
$,,$, 算 符 一 样 ,由 (55.7) 式 的 泡 利 矩阵 给 出 . 

下 面 来 给 出 这 些 算 符 的 某 些 组 合 形式 ,它们 具有 简单 的 直观 含义 . 下 列 算 符 

了 T，=7T 十 订 ， -(。 0) 

作用 在 中 子 波 函 数 上 把 它 变 成 质子 波 函 数 ,作用 在 质子 波 函 数 上 则 等 于 零 . 同 
理 , 算 符 


把 质子 变 成 中 子 ,并 把 中 子 “ 淹没" 掉 .最 后 ,下 列 算 符 


] ~ 1 0 
7 + 0] 
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使 质子 波 函 数 不 变 并 把 中 子 波 函 数 淹没 掉 . 上 式 乘 e 后 可 以 称 为 核子 的 电荷 
算 符 . 

现在 来 证 明 ,两 个 粒子 的 对 换算 符 己 可 以 用 它们 的 同位 旋 算 符 7 ,7?, 表达 

出 来 .根据 定义 ,对 换算 符 作 用 在 双 粒 子 系统 波 函 数 几 (mr ,01;r,,0;) 上 的 结果 

是 使 这 两 个 粒子 的 坐标 和 自 旋 同 时 对 换 , 亦 即 变量 r ,ol 和 mm ,os 对 换 . 这 个 算 

符 的 本 征 值 为 上 1, 当 它 作用 在 对 称 的 或 反对 称 的 少 波 函 数 上 时 就 有 

Py ww = yw Py gs = 一步 反 对 称 (116.2) 

前 面 已 经 讲 过 ,yw# 和 由 gw# 分 别 对 应 于 总 同位 旋 T=0 和 了 T=1 的 电荷 波 

函数 wy. 由 此 可 见 , 为 了 把 PP 表 成 作用 于 电荷 变量 上 的 算 符 , 它 就 应 该 具有 下 列 
性 质 

Pa， = wo, Pw, = -wl. (116.3) 

这 两 个 条 件 能 被 算 符 1 - 守 所 满足 ,这 是 很 易 看 出 的 ,只 要 注意 到 wy 是 算 符 到 

的 本 征 函 数 ,具有 本 征 值 7(T+1). 最 后 , 写 出 T=7, +7, 并且 考虑 到 下 和 到 都 


具有 定 值 7(7+1) = 地, 即 得 所 求 的 表 式 @ 
记 =1- 宏 = -本 -2 fT (116.4) 


对 于 核子 系统 中 各 种 物理 量 的 矩阵 元 ,存在 着 一 定 的 同位 旋 选 择 定 则 ( 工 . 
A. Radicati,1952). 设 FF 为 具有 相 加 性 的 某 个 量 (任意 秩 张 量 ) , 亦 即 它 对 于 整个 
系统 而 言 的 值 等 于 对 各 个 个 别 核子 而 言 的 值 之 和 . 我 们 把 这 个 量 的 算 符 写 成 


F= 2 六 + > 
趟 中 分 别 对 该 系 统 内 所 有 的 质子 和 中 子 求 和 这 个 表 式 可 写成 下 列 等 同形 式 : 
> ( 王 t 访 + 也 (二 -六 
-了 了 ft) + Df -fi)i (116.5) 


式 中 每 项 都 是 对 所 有 核子 (质子 和 中 子 ) 求 和 . (116.5) 中 的 第 一 项 是 标量 ,第 二 
项 是 同位 旋 空 间 中 矢量 的 上 分量 ,因此 它们 对 同位 旋 而 言 的 选择 定 则 ,与 普通 空 
间 中 的 标量 和 矢量 对 轨道 角 动量 而 言 的 选择 定 则 ( 见 $829) 相 同 :同位 旋 标 量具 
允许 不 改变 了 值 的 牙 迁 ;同位 旋 矢 量 的 分 量 只 能 有 AT7 =0 或 +1 的 跃迁 矩阵 
元 .对 于 7 =0 的 两 个 态 ,也 就 是 对 于 中 子 数 和 质子 数 相 等 的 系统 ,不 能 有 AT = 
0 的 跃迁 ,这 是 因为 A7 =0 的 牙 迁 矩阵 元 是 和 7 成 正比 的 ( 见 (29.7) 式 ). 


中 ”这 种 形式 的 算 符 ,已 在 $62 例题 中 用 粒子 的 通常 自 旋 导 出 过 . 
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以 原子 核 的 偶 极 矩 为 例 ,f, 为 er 而 上 =0. (116.5) 中 的 第 一 项 为 
1 e 
ne 2 0 > mer. 
因而 和 质心 的 径 矢 成 正比 ,适当 选取 原点 后 可 使 它 等 于 圭 . 可 见 核 偶 极 矩 可 化 成 
同位 旋 矢 量 的 分量 . 
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作用 于 核子 之 间 的 核 力 的 主要 特征 是 力 程 很 短 :在 数量 级 为 10-” em 的 距 
离 处 指数 式 地 衰减 . 

在 非 相 对 论 极 限 下 我 们 可 以 这 样 说 , 核 力 与 核子 的 速度 无 关 并 且 有 势 ; 核 内 
的 核子 速度 大 约 是 光速 的 1/4( 见 后 ). 两 核子 的 相互 作用 势能 U 不 但 和 距离 r 
有 关 而 且 相 当 强 烈 地 和 它们 的 自 旋 有 关 @.U 和 7 的 确切 关系 当然 只 能 由 核 力 理 
论 去 确立 ,至 于 它 和 自 旋 的 关系 则 可 根据 自 旋 算 符 的 性 质 经 过 简单 考虑 后 得 出 . 

可 供 我 们 支配 的 与 相互 作用 能 量 VU 有 关 的 矢量 一 起 只 有 三 个 , 即 两 核子 间 


的 单位 径 矢量 =, 以 及 两 个 核子 的 自 旋 s, 和 ss. 根据 自 施 3 算 符 的 一 般 性 质 , 它 


的 任意 函数 可 以 化 成 线性 函数 ( 8$55 ). 再 考虑 到 乘积 .8s 不 是 真 标量 而 是 硅 
标量 (因为 n 是 极 矢量 而 s 是 轴 矢 量 ). 于 是 很 明显 ,从 n,s, ,ss 三 个 矢量 出 发 只 
能 构造 出 两 个 与 自 旋 呈 线性 关系 的 独立 标量 , 即 (85，s:)(z… si)(2 es)QO. 

从 而 ,两 核子 的 相互 作用 算 符 计 及 对 自 旋 的 关系 后 ,可 以 写成 三 个 独立 项 
之 和 ; 

Dos = U(r) + U(r) (8 $,) + 
+ U(r)[3(8, . n) (8, .1n) -$, .$8,], (117. 1) 

其 中 两 项 与 自 旋 有 关 , 一 项 无 关 . 第 三 项 被 写成 这 样 的 形式 ,是 使 它 对 nn 的 各 个 
方向 平均 后 等 于 零 . 这 一 项 所 描述 的 力 通常 称 为 张 量力 . 

(117.1) 中 的 下 标 “ 普 通 ” 表 明 这 个 算 符 不 影响 核子 的 电荷 态 . 实际 上 还 存 
在 着 作用 后 使 质子 变 成 中 子 以 及 中 子 变 成 质子 的 相互 作用 .这 种 “交换 ”作用 的 
算 符 与 (117.1) 不 同 之 处 在 于 还 含有 (116.4) 的 粒子 对 换算 符 ; 


= {U(r) + Us(r)(8 .$8,)+ 
+ Us(r)[L3(8, -nan) (Bn) -人 和] P (117.2) 
总 的 相互 作用 算 符 为 


DD 从 这 一 点 讲 来 ,粒子 作用 和 电子 作用 有 很 大 的 不 同 ,后 者 的 自 旋 - 自 旋 作用 是 纯 相 对 论 性 的 而 
旦 (在 原子 中 ) 很 小 . 
@@ 这 里 假定 了 核 力 是 空间 反 演 不 变 的 , 亦 即 不 能 含有 用 标量 ,迄今 为 止 没有 实验 否定 这 个 假设 . 
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也 =D + Usa. (117.3) 

可 见 两 核子 的 相互 作用 要 用 六 个 不 同 的 距离 沙 数 来 描写 . 这 些 项 一 般 讲 来 都 属 
于 同一 数量 级 @， 

(117.1) 和 (117.2) 中 的 自 旋 算 符 可 以 用 总 自 旋 算 符 5 表 出 ,把 $=$ 

和 ,n=8,， n+8。 .平方 起 来 并 利用 各 = 问 = 闻 , (名)? = (如 。 7 


( 见 (55. 10) 式 ) ,我 们 得 


+ 8， 
= 
+4 


($, .nn)($,.n) = 二 | ($n)? -地 ]- (117.4) 


算 符 $ 和 S$S 对 易 , 因 此 对 于 (117.1) 和 (117.2) 中 前 两 项 所 代表 的 作用 讲 
来 ,系统 的 总 自 旋 矢量 是 守恒 的 . 张 量 作 用 含有 算 符 ($. nn)’*, 它 和 5 对 易 但 和 


矢量 $ 本 身 不 对 易 . 结果 只 有 总 自 旋 的 绝对 值守 恒 , 它 的 方向 不 守恒 . 
双核 子 系 统 的 总 自 旋 5 可 取 0 和 1, 总 同位 旋 了 也 是 这 样 ,因此 这 个 系统 所 
有 的 态 可 按 $S 和 了 值 的 不 同 分 成 四 类 . 每 类 的 态 具 有 相互 作用 算 符 4(r) (对 


S =0) 或 4(7) + B(r) [($ .nm)? - 子 ]( 对 8S=1), 可 按 每 类 情况 由 一 般 表 式 


(117.3) 化 出 ( 见 题 1) 包 . 

S 和 了 给 定 后 ,系统 的 态 是 按 总 角 动 量 值 了 和 宇 称 分 类 的 .我 们 知道 ,了 =0 
和 了 =1 分 别 对 应 于 波 函 数 峭 为 对 称 的 和 反对 称 的 态 . 另 一 方面 ,5 值 确定 了 波 
晴 数 对 目 旋 变量 的 对 称 性 (S$ =1 对 称 ,S =0 反对 称 ). 显然 , 当 $ 和 了 给 定 以 后 ， 
波 函 数 对 空间 变量 的 对 称 性 ( 态 的 宇 称 ) 也 被 确定 . 同位 旋 7=0 的 态 只 能 是 偶 
的 三 重 态 (5 =1) 或 奇 的 单 态 (5 =0) ;而 同位 旋 7=1 的 态 均 为 奇 的 三 重 态 或 偶 
的 单 态 . 

由 于 自 旋 作为 矢 基 并 不 守恒 ,轨道 角 动 量 一 般 也 不 守恒 ,只 有 两 者 之 和 v = 
L+S 是 守恒 的 . 可 是 上 的 绝对 值 也 有 可 能 守恒, 这 是 因为 给 定 了 J,S 和 宇 称 


@ 还 可 提 一 下 依赖 于 核子 速度 的 相互 作用 . 在 速度 的 线性 近似 下 ,可 以 用 一 个 具有 [ wp1(r) + pg2(7) 


P] (ZL. $) 形 式 的 算 符 来 描写 ,其 中 工 =r xp 是 两 核子 相对 运动 的 轨道 角 动 量 ,p 是 动量 ,S = 6 +52. 这 个 
算 符 含有 两 个 r 的 函数 . 根据 宇 称 及 时 间 反 演 不 变性 ,p.m 和 5S. n 等 项 被 排除 . 

@ 有 关 氛 核 性 质 的 实验 表明 ,T=0,5 =1 的 核子 作用 具有 强 的 引力 和 一 个 深 的 “ 势 阱 ”( 张 量力 的 
存在 使 它 难于 用 函数 4(r) 和 有 (r) 的 性 质 表达 出 来 ) .此 外 ,根据 观测 到 的 饼 核 四 极 矩 的 符号 ,可 知 这 个 态 
的 张 量力 中 B(r) 的 系数 是 负 的 . 根据 核子 散射 实验 结果 ,可 知 7 了 =1,S =0 的 作用 也 是 引力 作用 ,但 比较 
弱 , 特 别 是 不 能 形成 双 粒 子 的 稳定 系统 . 
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(或 J,S 和 7T) 后 ,有 可 能 只 有 一 个 特定 的 L 值 可 以 与 之 相 容 (记得 双 粒 子 系统 的 
宇 称 为 ( -1)“). 例 如 5S=1,J=1 的 奇 态 只 能 有 上 =1, 即 ?P. 在 其 它 情形 下 ,给 
定 了 J,S 和 字 称 后 可 以 有 两 个 不 同 的 二 值 ,因而 也是 不 守恒 的 .例如 S=1,J=2 
的 奇 态 可 以 有 工 =1 或 L=3, 这 是 一 个 组 合 态 P, + 下,. 

因此 我 们 得 到 双核 子 系统 的 下 列 各 种 可 能 态 ( 符 号 圭 代 表 宇 称 ): 

T=1:°Pr ,Pi ,(P, + F,) ，F， ,»: 
!S+ , D, es ee 
T=0:(°S, +°D,)*, Di,( D+ GG) , 
"Pi ,Fs ，… 

核 力 一 般 讲 来 并 不 是 相 加 性 的 . 这 就 是 说 ,两 个 以 上 核子 所 组 成 的 系统 中 ， 
它 的 核 力作 用 并 不 等 于 其 中 所 有 各 对 粒子 的 核 力作 用 之 和 . 然而 ,与 二 体 作用 相 
比较 ,三 体 作用 和 多 体 作 用 看 来 并 不 重要 ,因此 在 讨论 复杂 核 的 性 质 时 ,在 很 大 
程度 上 我 们 仍 可 以 二 体 作 用 的 性 质 为 基础 . 

原子 核实 验 结果 表明 , 当 粒 子 数 4 增 大 时 ,核子 系统 开始 类 似 于 宏观 的 “ 核 
物质 ” , 它 的 体积 和 能 量 都 与 4 成 正比 地 增长 (质子 间 库 仑 作用 以 及 核 的 自由 表 
面 所 产生 的 那些 效应 都 是 很 小 的 ) .产生 这 种 现象 的 核 力 性 质 称 为 饱和 性 . 

饱和 性 的 存在 使 核子 的 二 体 作 用 函数 U,,…, U6 受到 一 定 的 限制 . 假定 所 
有 粒子 都 集中 在 核 力 作用 半径 那样 大 小 的 一 个 体积 内 ,使 得 每 对 粒子 间 都 有 相 
互 作用 存在 . 如 果 有 这 样 一 种 核子 组 态 ( 以 及 这 样 一 些 自 旋 取向 ) 其 中 每 对 间 的 
作用 力 都 是 吸引 力 ,那么 这 个 系统 的 势能 是 负 的 并 且 与 4 成 正比 ,其 动能 是 正 
的 并 且 和 4 成 正比 (4 的 较 小 寡 次 ) 帆 . 显然 ,在 这 种 条 件 下 会 有 足够 多 的 核子 
集中 到 一 个 与 4 无关 的 小 体积 中 去 , 即 不 能 形成 核 物 质 . 由 此 可 见 , 核 力 饱 和 性 
可 以 表 成 这 样 的 条 件 :与 4 成 正比 的 负 作 用 能 量 的 那些 组 态 都 不 存在 ( 见 
题 2). 

核 物 质 体 积 与 其 粒子 数 的 正比 性 可 用 下 式 表 出 : 

及 =r4 (117.5) 

上 式 给 出 了 核 半 径 R 和 核 中 粒子 数 4 的 关系 .实验 结果 (电子 和 核 的 散射 ) 给 出 
r =1.1 x10 "em. 

我 们 可 求 出 核 物质 中 核子 动量 的 极限 值 ( 参 考 870). 物理 空间 单位 体积 内 
动量 为 p<p。 的 粒子 所 占 的 相 空间 体积 为 4mpo/3 , 除 以 (2 下 ) 后 即 得 “ 相 格 ” 
数 ,每 格 中 可 以 同时 占有 两 个 质子 和 两 个 中 子 . 令 中 子 数 等 于 质子 数 ,我 们 得 


@ 集中 于 某 一 给 定 体积 内 的 粒子 其 密度 r 与 粒子 数 4 成 正比 ,每 个 粒子 的 动能 与 n*“ 成 正比 ( 参 
考 (70. 1)) , 故 总 动能 ~A: fe 
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V 是 原子 核 体积 .把 (117.5) 代 人 得 
po = A) = (9m) “27 =1.4x10-”g .cm/s. 
相应 的 动能 po/2m, ~ 40 MeV(m, 为 核子 质量 ) ,而 速度 为 


Po _ 2 
m, 4 


习 题 


1. 对 S,T 具 有 定 值 的 各 种 双核 子 态 , 求 其 相互 作用 算 符 . 
解 :根据 一 般 表 式 (117.1) 一 (117.3), 应 用 (116.3) 和 (117.4), 得 所 来 的 


Ur 算 符 : 
Uo = Li ee +U,— 


3 
4 PW 


4 


3 3 
Do =U, -FU -UV +TU;, 


UV, =U, + 元 
1 
4 
2. 求 核 力 饮 和 性 的 条 件 , 假 定 张 量力 不 存在 ,其 它 各 型 的 力 假 定 具 有 相等 
的 作用 半径 . 
解 :对 核子 数 为 A 的 系统 ,考虑 几 种 极端 情形 的 态 ( 其 它 各 种 情形 都 介 于 其 
间 ), 写 出 这 个 系统 中 一 个 “平均 ”核子 对 的 相互 作用 能 为 正 的 各 种 条 件 . 


假定 原子 核 的 总 自 旋 和 总 同位 旋 都 呈 极 大 值 ;S。 = 了。 = 二 4 当 系 统 中 的 


粒子 都 是 质子 而 且 它们 的 自 旋 都 平行 时 ). 则 每 对 核子 具有 S = 了 =1, 要 写 出 的 
条 件 为 


U, +U, + + U, + U,)[3(§ . n)? -2], 


和 1 1 a 
Un=U + UU -FU + (Us -UVU)L3(S .an) -2]. 


U', >0. (1) 
其 次 , 设 Ta = 广 4,S =0. 则 每 对 核子 的 了 =1, 每 个 粒子 的 s, 平 均值 为 零 
后 者 表明 核子 的 s。= 广 和 5, = - 广 是 等 概率 的 . 在 这 些 条 件 下 ,一 对 核子 处 于 


S =0 态 或 S=1 态 的 概率 分 别 为 1/4 和 3/4( 与 S, 值 的 个 数 2S+1 成 正比 ). 因 
此 核子 对 平均 能 量 为 正 的 条 件 为 
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1 3 
4 Un +aUn >0. (2) 


同样 地 ,讨论 Tu =0,S4 = 二 4 的 态 ,得 条 件 


1 3 
4Un + 可 5 >0. (3) 


在 Ts =Ss =0 的 那些 态 中 ,核子 对 具有 5S=T=1 的 概率 为 3/4 x3/4, 具 有 
T=1,S =0 的 概率 为 3/4 x1/4, 以 此 类 推 .从 而 得 条 件 


9 3 1 
jt +TECUo + Ua) + jGUo >0. (4) 


最 后 , 设 系 统 由 4 个 质子 和 了 4 个 中 子 所 组 成 ,所 有 质子 的 自 旋 平 行 并 和 


所 有 中 子 的 自 旋 反 平 行 . 单个 核子 为 p{ rr = 了 或 n (7 = -过 的 概率 相等 ， 


核子 对 具有 了 =0 的 概率 为 1/4 ,由 于 这 一 对 核子 中 一 个 是 p 另 一 个 是 n, 故 3, = 
0. 这 个 $. 值 以 相等 的 概率 来 自 S=0 或 $S=1 的 态 .因此 核子 对 处 于 了 =0,3=0 
态 和 T=0,S =1 态 的 概率 都 等 于 1/4 x1/2 =1/8.T=1,S =0 的 态 也 有 这 样 的 概 
率 , 剩 下 5/8 的 概率 就 属于 T=S=1 的 态 . 因而 得 条 件 


1 4 

人 Us UF Us) tg Un >0. (5) 
不 等 式 (1) 一 (5 ) 构 成 核 力 饱和 性 所 需 的 条 件 . 
$118 壳 层 模型 


原子 核 的 许多 性 质 可 用 克 层 模型 很 好 地 描述 , 它 和 原子 的 电子 这 层 结构 基 
本 上 类 似 . 这 个 模型 中 ,原子核 内 的 每 个 核子 可 以 看 作 是 在 所 有 其 余 核子 所 组 成 
的 自治 场 中 运动 :由 于 核 力 的 作用 范围 很 小 ,这 个 场 一 超出 核 “ 表 面 " 所 围 的 体 
积 就 很 快 地 衰减 . 与 此 相应 ,整个 原子 核 的 态 可 用 指定 各 个 单 核子 态 的 办 法 来 
描写 . 

自治 场 是 球 对 称 的 ,对 称 中 心 当然 就 是 原子 核 的 质心 ,这 样 一 来 ,就 产生 了 
下 列 困难 . 在 自治 场 法 中 ,系统 的 波 函 数 是 由 单 核子 波 函 数 的 乘积 (或 适当 对 称 
化 后 的 乘积 之 和 ) 构 成 的 ,可 是 这 样 的 函数 无 法 保持 质心 不 动 0: 由 这 种 函数 算 
出 的 质心 平均 速度 虽然 等 于 零 ,但 速度 值 本 身 的 概率 并 不 等 于 零 . 

当 我 们 用 自 洽 场 法 的 波 函 数 峭 (rm ,…,r,) 计 算 任 一 物理 量 时 ,可 以 采用 先 
消除 质心 运动 的 办 法 来 避免 这 一 困难 . 设 f(r,,p,) 为 某 一 物理 量 , 它 是 核子 坐标 


QD 对 于 原子 中 的 电子 不 会 产生 这 种 困难 ,因为 它 的 质心 和 不 动 的 原子 核 位 置 重合 ,必然 是 静止 的 . 
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和 动量 的 函数 . 当 用 函数 组 计算 它 的 和 矩阵 元 时 ,我 们 必须 在 不 改变 小 (7i) 的 情 
况 下 把 函数 中 的 条 量 改 为 


rr;— RK, pi 一 Di ~ AP. (118.1) 


式 中 R 是 原子 核 质 心 的 径 矢 ,4 是 核 内 粒子 数 ,P 是 整体 运动 的 动量 . (118.1) 中 
的 第 二 项 相当 于 从 核子 速度 v ;中 减 去 质心 速度 V,P 和 VV 的 关系 为 P=Am,V 
(S. Gartenhaus, C. Schwartz,1957 ). 

例如 原子 核 偶 极 矩 算 符 为 &=eZr,, 式 中 对 核 内 所 有 质子 求 和 . 用 自治 场 法 
算 其 矩阵 元 时 ,这 个 算 符 必须 改 成 e(r, - 尺 ) .原子核 的 质心 坐标 为 

R= |( 2 万 汪 2 a 
式 中 对 所 有 质子 和 中 子 求 和 . 由 于 核 内 质子 数 为 Z , 偶 极 矩 算 符 最 后 改 成 
。 5 ne (1-4) Dre Dr,, (118.2) 
上 式 中 的 质子 具有 “有 效 电 荷 "e(1 -2Z/4) ,中 子 具 有 “电荷 ”- eZ/Ah. 由 (118.2) 
知 , 偶 极 和 矩 改正 项 的 相对 数量 级 为 1. 不 难 求 出 , 磁 矩 和 更 高 级 电 多 极 矩 改正 项 
的 相对 数量 级 为 1/4. 

非 相对 论 近 似 中 ,核子 和 自治 场 的 相互 作用 与 该 核子 的 自 旋 无 关 :; 这 种 关系 
只 能 和 8§，n 成 正比 ,n 是 沿 核子 径 矢 r 的 单位 矢量 ,这 个 乘积 是 一 个 尾 标 量 而 
不 是 真 标量 . 

但 当 计 及 依赖 于 粒子 速度 的 相对 论 项 以 后 ,核子 能 量 就 会 依赖 于 自 旋 , 其 中 
的 最 大 项 与 速度 成 正比 . 从 s,n 和 9 三 个 矢量 出 发 可 组 成 一 个 真 标 量 n xv ，s， 
因此 原子 核 内 核子 的 自 旋 - 轨道 耦合 算 符 为 

六 = -pr)n xd .$, (118.3) 
ep(r) 是 r 的 某 个 函数 , 见 $ 117 第 三 个 附注 . 由 于 mur xv 是 粒子 的 轨道 角 动 量 
让 ,(118.3) 也 可 写成 
VV, = -f(r)l.$, (118.4) 
其 中 f= jip/rm,. 应 该 强调 这 个 作用 是 we 的 一 级 效应 ,而 原子 中 电子 的 自 旋 - 
轨道 耦合 是 二 级 效应 ( $72) ,这 个 差别 是 由 于 核 力 即 使 在 非 相 对 论 近 似 中 也 依 
赖 于 自 旋 ,而 电子 的 非 相 对 论 相 互 作 用 (库仑 力 ) 是 与 自 旋 无 关 的 . 

自 旋 - 轨道 作用 能 量 主要 集中 在 原子 核 表 面 附近 , 亦 即 函数 所 >) 在 核 内 误 
减 . 这 是 因为 这 种 作用 在 无 限 的 核 物 质 中 根本 不 会 存在 ,只 要 考虑 到 此 时 的 系统 
是 均匀 的 ,显然 不 再 存在 某 种 优先 的 闫 方向 . 


作用 项 (118.4) 把 轨道 角 动 量 为 ! 的 核子 能 级 分 裂 成 为 角 动量 j=1+ 过 的 
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两 个 能 级 . 
由 于 ( 按 (31.3) 式 ) 


1+s = j=i+ 
; (118.5) 


So SI- 


= -二 (1+1)，7=1- 


分 裂 量 为 


AE =E4 -Ed -17) (1+ 广 )， (118.6) 


实验 表明 ,j=1+ 的 能 级 (1 和 s 平 行 ) 低 于 j=1- 过 的 能 级 ,这 意味 着 /(7) > 0 


原子 核 中 核子 的 自 旋 - 轨道 耦合 要 比 该 核子 与 自 洽 场 的 作用 弱 ,但 是 一 般 
讲 来 它 要 比 原子 核 内 两 个 核子 的 直接 作用 能 量 来 得 大 , 因 后 一 种 作用 随 着 原子 
量 的 增加 而 更 快 地 衰减 . 

各 种 相互 作用 能 的 上 述 大 小 关系 ,使 核能 级 必须 按 立 耦合 分 类 :各 个 核子 
的 自 旋 和 轨道 角 动 量 相 加 成 为 总 角 动 量 j =1+s, 由 于 i 和 s 间 的 关系 不 受 粒子 
间 直 接 作 用 的 影响 (M. G8ppert - Mayer,1949;O. Haxel,]. H. D. Jensen, H.E. 
Suess,1949)j 具有 定 值 中 . 随后 单个 核子 的 j 相 加 成 为 原子 核 的 总 角 动 量 J(J 
通常 简称 为 核 自 旋 ,犹如 把 原子 核 当 作 一 个 基本 粒子 ). 从 这 方面 看 来 ,核能 级 
的 分 类 与 原子 能 级 根本 不 同 :在 原子 的 电子 壳 层 中 ,相对 论 性 的 自 旋 - 轨道 耦 
合 一 般 地 小 于 直接 的 电 作 用 和 交换 作用 , 故 其 能 级 分 类 通常 以 LS 耦合 为 基 
础 . 

原子 核 中 每 个 核子 的 态 由 它 的 角 动 量 j 和 它 的 宇 称 来 描写 . 尽管 矢量 1 和 s 
并 不 分 别 守 恒 , 可 是 核子 轨道 角 动量 的 绝对 值 可 以 具有 定 值 . 因为 角 动 量 j 可 以 


来 自 1=j- 坟 的 态 或 者 来 自 1 =j+ 志 的 态 ,对 于 给 定 的 j( 半 整数 ) ,这 两 个 态 具 


有 不 同 的 字 称 ( -1)', 所 以 当 j 和 宇 称 都 确定 后 ,量子 数 /也 就 被 确定 了 . 
具有 给 定 1 和 j 信 的 各 个 核子 态 习 惯 上 按 “ 主 量子 数 ”n 编号 ( 按 能 量 的 递增 
次 序 ) ,n 从 1 开始 取 整 数值 @. 各 种 态 记 作 14 ,1py ,1p3 ,等 等 . 其 中 字母 前 的 数 
字 为 主 量 子 数 ,字母 s,p,d,…- 按 惯例 代表 ! 值 ,下 标 为 了 值 .具有 给 定 4,1,j 值 的 
一 个 态 中 可 以 同时 具有 不 超过 21 +1 个 中 子 和 不 超过 21 +1 个 质子 ， 
整个 核 的 态 (组 态 为 给 定 ) 按 惯例 用 了 值 及 该 态 的 宇 称 符号 + 或 -来 标志 
(后 者 在 壳 层 模型 中 由 所 有 核子 ! 值 的 代数 和 的 奇偶 来 确定 ) 


(D 只 有 对 最 轻 的 原子 核 ,耦合 才 接近 于 LS. 
四 与 原子 中 电子 能 级 的 通常 做 法 不 同 ,在 那里 nm 的 取 值 是 从 5+1 开始 的 . 
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根据 有 关 核 性 质 实验 结果 的 分 析 , 有 可 能 导出 有 关 核 能 级 位 置 的 一 系列 规 
则 . 首先 ,我 们 发 现 核子 能 量 随 轨 道 角 动量 1 增 大 .- 产生 这 个 规则 的 原因 是 , 当 ! 
增 大 时 粒子 的 离心 能 随 之 增 大 ,从 而 使 结合 能 减 小 . 


其 次 ,对 于 一 个 给 定 的 1,j =1+ 地 的 能 级 (相当 于 矢量 1 和 s 平行 ) 位 于 ) = 1 


-二 能 级 之 下 .这 个 规则 已 经 在 前 面 提 及 , 它 和 原子 核 内 核子 的 自 旋 - 轨道 耦合 


性 质 有 关 . 

下 面 的 规则 与 原子 核 的 同位 旋 有 关 , 已 知 同位 旋 的 分 量 7, 是 由 该 核 的 质量 
数 和 质子 数 确 定 的 ( 见 (116.1) 式 ). 对 于 一 个 给 定 的 7, 值 ,同位 旋 的 绝对 值 可 
取 了 > 17,1 的 任意 值 .一 般 讲 来 ,原子 核 的 基态 具有 这 些 同位 旋 允 许 值 中 的 最 小 
值 , 即 


1 
Tu =1751 = (N-2). (118.7) 


这 个 规则 来 自 中 子 -~ 质子 相互 作用 的 一 个 性 质 , 即 在 np 系统 中 同位 旋 7T=0 的 
态 ( 即 气 核 态 ) 要 比 了 =1 态 的 结合 能 大 , 见 $117 的 倒数 第 二 个 脚注 . 

我 们 也 能 对 基态 核 的 自 旋 建 立 起 一 些 规则 . 这 些 规则 确定 了 单 核子 角 动 量 j 
如 何 相 加 成 为 核 的 总 自 旋 . 它 表 现在 原子 核 中 处 于 相同 态 的 质子 或 中 子 有 以 相 
反 的 角 动 量 配合 “成 对 "的 趋势 . 这 种 pp 和 nn 对 的 结合 能 约 为 1 或 2 MeV 的 数 
量 级 . 

这 个 现象 特别 表现 在 偶 -~ 偶 核 中 (原子 核 含 有 偶数 个 质子 和 偶数 个 中 子 ) ， 
上 述 规 则 使 核子 角 动 量 成 对 地 抵消 掉 ,结果 使 这 种 核 的 总 角 动 量 等 于 零 . 

但 如 原子 核 具 有 奇数 个 质子 或 中 子 ,并且 满 壳 层 外 的 所 有 核子 处 于 相同 态 
中 ,该 核 的 总 角 动 量 通常 就 等 于 一 个 核子 的 角 动 量 ,因为 所 有 的 质子 和 中 子 配 对 
以 后 只 剩 下 了 一 个 核子 ( 满 壳 层 的 总 角 动 量 必然 为 零 ). 

对 于 寄 - 奇 核 (Z 和 N 都 是 奇数 ) ,没有 一 般 规 则 足以 确定 基态 的 自 旋 . 

对 原子 核 内 各 个 壳 层 具体 填充 方式 的 讨论 ,需要 对 现 有 各 种 实验 数据 进行 
详细 的 分 析 ,这 就 超出 了 本 书 的 范围 .下 面 只 想 大 致 地 提 几 点 . 

研究 原子 性 质 时 我 们 曾经 看 到 ,电子 态 可 以 分 成 若干 个 组 ,每 当 填 满 一 组 转 
和 下 一 组 时 ,电子 的 结合 能 就 下 降 . 对 原子 核 也 有 类 似 的 情况 ,核子 态 可 分 成 下 
列 各 组 : 
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核子 数 
1s, ,, 所 
1pa ,lpi 0 
ld;, ,1d,,, ,2s,,» 12 
(118.8) 
1{7,, ,2ps , 1fs, ,2p1 ,189/2 30 
2ds ,18 ,lh ,2d,,, ,381 32 


2f7, ,lh ,1isy, ,2fs, ,3p3 ,3p1 44 
每 组 给 出 了 质子 或 中 子 的 总 空位 数 .根据 这 些 数字 ,每 当 原 子 核 中 的 质子 总 数 2 
或 中 子 总 数 W 等 于 下 列 各 数 之 一 时 ,就 有 一 个 组 被 十 满 . 
2,8 ,20 ,$0 ,82 ,1206. 

这 些 数 通常 称 为 幻 数 由 

Z 和 NN 都 是 幻 数 的 “ 双 幻 ” 核 特别 稳定 . 与 邻近 的 核 相 比 ,它们 再 结合 一 个 
核子 的 能 力 特别 弱 ,从 而 它们 的 第 一 激发 态 特别 高 @. 

(118.8) 所 列 各 组 的 态 , 大 致 上 反映 了 一 些 核 的 填充 次 序 .但 在 实际 上 , 却 
发 现 填充 过 程 是 相当 不 规则 的 ,此 外 还 应 注意 到 ,在 不 接近 于 幻 数 的 重 核 中 ,能 
级 间距 可 能 和 “成 对 能 量 ” 差 不 多 大 小 ,单个 核子 对 作为 一 个 状态 成 分 的 态 概念 
本 身 也 在 很 大 程度 上 失去 意义 ， 

我 们 对 壳 模 型 中 核磁 和 矩 的 计算 作 几 点 说 明 . 我 们 所 指 的 当然 是 对 核 内 的 粒 
子 运动 平均 以 后 的 磁 矩 . 这 个 平均 磁 矩 严 显然 是 沿 核 自 旋 J 的 方向 , 它 是 核 内 
唯一 的 特殊 方向 ,因此 它 的 算 符 为 

KM =MogJ， (118.9) 

uo 是 核磁 子 ,g 是 回转 磁 因 子 . 磁 矩 分 量 的 本 征 值 为 风 =AosM). 它 的 最 大 值 = 
Lo8J 通常 简称 为 核磁 矩 &( 参 考 (111.1) 式 ). 采 用 此 记号 后 有 


Kk = ATAT. (118. 10) 

核 厂 矩 是 由 满 壳 层 以 外 的 核子 磁 矩 组 合 而 成 的 ， 因为 满 壳 层 内 核子 角 动 量 

已 经 抵消 掉 . 每 个 核子 在 核 内 产生 的 磁 矩 由 两 部 分 组 成 ; 自 旋 部 分 和 (质子 情形 

下 ) 轨 道 部 分 , 亦 即 可 表 成 g,8 + g,i( 此 后 我 们 略 去 因子 uw , 即 核磁 矩 通常 以 核磁 

子 为 单位 ). 自 旋 的 和 轨道 的 旋 磁 因子 ,对 质子 为 g, =1,g, =5.585; 对 中 子 为 g， 
=0,g, = -3.826. 

对 核 内 的 核子 运动 平均 以 后 , 磁 矩 就 正比 于 7/ ,把 它 写成 多 7 形式 后 ,我 们 有 


QD 1552 各 态 (8 个 空位 ) 有 时 单独 编 成 一 组 ,所 以 28 也 具有 某 种 幻 数 性 质 . 
@ 这 些 核 有 4He, ,350s ,各 Cazo ,32 Pbis He 核 不 能 再 加 进 一 个 核子 . 
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人 ^ < 人 1 ~ 1 A 
Bj =8.s tgl = (6 +g,)J + (8 -8g,)(l—$§) 


上 式 两 边 乘 = ?+8, 取 其 本 征 值 得 
gj(j+1) = 二 (gt+&D1G+I) + 


+ 三 (8 —g,)[Li(i+1) —-s(s+1)] 9 


1 1 
仿 ee 二 =, 不 


3: 一 有 1 
B=B1 + 2 j=i+7- (118.11) 


取 上 述 旋 磁 因 子 值 ,对 质子 磁 矩 ,= gj 有 


, 1 2. 29 \、， 
So wel) 
| (118. 12) 
J=/+ 了 7 了， 人 =J] +2. 29. 
对 中 子 有 
1.91 
(118. 13) 


(T. Schmidt ,1937) 

如 果 封 团 壳 层 外 只 有 一 个 核子 ,(118.12) 和 (118.13) 直接 给 出 了 核磁 和 矩 . 
对 于 两 个 核子 , 磁 气 的 相 加 也 是 很 简单 的 ( 见 题 1). 当 核 子 数 超过 2 时 , 磁 矩 的 
平均 必须 用 该 系统 的 波 函 数 , 后 者 由 单个 核子 波 函 数 以 适当 的 方式 构成 . 如 果 核 
子 组 态 以 及 整个 原子 核 的 态 已 经 给 定 , 当 所 给 组 态 中 具有 给 定 J 和 了 值 的 态 只 
有 一 个 的 时 候 , 系 统 的 波 郴 数 能 够 唯一 地 构成 (例如 见 题 3). 否则 的 话 ,原子 核 
的 态 是 几 个 (J 和 了 相同 的 ) 独 立 态 的 混合 ,而 核 波 函 数 中 的 线性 组 合 系数 一 般 
讲 来 还 是 未 知 的 也. 

最 后 可 指出 ,原子核 内 核子 自 旋 - 轨道 耦合 的 存在 ,使 得 核 内 质子 产生 一 个 
(118.9) 式 以 外 的 附加 磁 矩 (M. G5pper - Mayer, J. H. D. Jensen ,1952 ) . 其 理由 
是 , 当 有 外 场 存 在 时 , 显 含 粒子 速度 的 相互 作用 算 符 中 应 把 动量 p 改 成 p ~ eAh/ 
c.(118.3) 式 作 此 替代 后 ,采用 (111.7) 式 的 矢 势 ,我 们 发 现 质子 哈密 顿 算 符 中 


(DD ”但 是 ,对 核磁 矩 的 “ 单 粒子 "计算 ,实际 上 相当 不 精确 . 这 时 (118. 12) 和 (118.13) 中 的 两 对 值 不 
是 磁 矩 的 精确 值 而 只 是 其 上 下 上限. 
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含有 下 列 附加 项 : 
A :8 =r x (Hxr) .8= 
= 成 门 二 mrx ($xr).H. 
这 一 项 等 价 于 附加 磁 矩 的 出 现 ,其 算 符 为 


所 办 加 二 -Ff rx (§$ xr) = 


= -Far f(r) {8 (8 - n)n| (118.14) 
习 题 
1. 试 求 双核 子 系统 ( 具 有 总 角 动 量 =j, +j,) 的 磁 算 ,用 两 个 核子 磁 纶 认 ， 


和 jy, 表 出 . 
解 : 与 推导 (118.11) 式 类 似 , 我 们 得 
1 /KK Ka 1 yh Ha (Ni -ha) (f+j +1) 
Re da Fe pe 

2, 试 求 三 核子 系统 的 各 种 可 能 态 , 每 个 核子 的 角 动 量 j =3/2( 主 量子 数 
相同 ). 

解 ; 与 $67 中 求 等 效 电 子 系统 的 各 种 可 能 态 类 似 , 每 个 核子 可 以 处 于 (m,， 
T; ) 值 不 同 的 下 列 八 个 态 中 的 一 个 : 

(3/2,1/2) ,(1/2,1《X2) ,( -1/2,1/2),( -3/2,1/2), 
(3/2, -1/2),(1/2, -1/2),( .172, -1/2),( -3/2, -1/2). 

把 其 中 的 三 个 不 同 态 组 合 起 来 ,可 得 (Mij,7;) 值 不 同 的 下 列 各 种 三 核子 系 
统 态 : 

(7/2,1/2),2(5/2,1/2), (3/2,3/2),4(3/2,1/2),(1/2,3/2),5(1/2, 
1/2).( 括 号 前 的 数字 代表 该 态 的 数目 ,Mj 和 了 为 负 值 的 态 无 需 写 出 ), 它们 对 
应 于 以 下 各 种 (J,T) 值 ， 

(7/2 ,1/2) ,(S$/2 ,V2) ,(3/2 ,3/2) ,(3/2 ,17/2) ,(172 ,172) 

3. 某 组 态 由 处 于 ps 态 的 两 个 中 子 和 一 个 质子 所 组 成 (n 相同 ) , 求 其 基态 
磁 算 ( 计 及 同位 旋 不 变性 ) 由 . 

解 :此 组 态 的 基态 具有 =3/2, 根 据 本 节 所 给 规则 , 它 的 同位 旋 具 有 最 小 值 


1 
7= 17r1 = 本 


@ Li 核 具有 这 种 组 态 (在 封闭 壳 层 (lsvz )” 外面 ). 
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现在 来 求 对 应 于 最 大 值 有 M, =3/2 的 系统 波 函 数 . 这 个 值 可 分 别 来 自 pn,n 
的 下 列 各 组 m; 值 ( 两 个 核子 相同 时 要 用 泡 利 原理 ) ; 
3 3 3 3 1 1 1 3 1 1 3 1 
人 
因此 所 求 的 波 函 数 业 rz! 具有 下 列 线性 组 合 形式 : 
P22 =a pap ny 2a] + bo yi ny a] + 
+e[y ayay nn +dly tiny singin ], (1) 
式 中 的 […] 代 表 三 个 单 核子 波 汤 数 yi 的 反对 称 乘积 ( 即 (61.5) 的 行列 式 
形式 ). 
下 列 算 符 作用 在 (1) 式 上 必 等 于 零 ( 见 § 67 ,例题 ) : 
OE 
f+ 由 算 符 把 第 个 核子 的 质子 波 函 数 变 成 中 了 巴 波 通 数 (把 中 子 波 函 数 变 成 零 ). 因 
此 很 易 看 出 ,他 算 符 使 (1) 式 第 一 项 的 行列 式 中 有 两 行 都 变 成 零 , 同 时 把 其 余 三 
项 的 行列 式 变 成 相等 . 因此 得 下 列 条 件 : 
b+c+d=0. 
其 次 ,对 j=3/2 而 mm 值 不 同 的 各 个 单 核子 态 ,我 们 有 [根据 (27.12) ] : 
jw =0, 7 = ,jp =2y', /Ah =V3y 102. 
由 此 很 易 找 出 ], 算 符 作 用 在 (1) 式 上 的 结果 为 
了 30 = (atb -oy yy +2(c-d) [yy yy, 
(有 几 项 的 变 号 与 行列 式 中 各 行 的 置换 有 关 ). 上 式 等 于 零 的 条 件 为 : 
a+b-c=0, 
c-d=0., 
根据 以 上 诸 条 件 再 加 上 (1) 式 的 归 一 化 条 件 , 可 得 出 
3 2 1 


sm PRE Do 


Vi5’” Vs “~ Vs 
考虑 到 站 态 中 质子 (或 中 子 ) 磁 短 的 平均 投影 值 为 tm/i( 或 vom/j) , 即 可 
求 得 由 (1) 式 波 示 数 算出 的 系统 磁 短 平均 值 , 它 等 于 





内 = = + pe + (3 + Sn) + 二 (p+) = 七 (13w +24, ). 
根据 (118.12),(118.13) 式 ,处 于 ps 态 的 核子 有 j= -1.91,p,。 =3.79. 结果 得 
k=3.03. 

4. 设 满 党 层 外 的 所 有 核子 都 属于 同一 态 , 并 且 质 子 数 等 于 中 子 数 , 求 核磁 
珑 . 
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解 : 由 于 N=2Z 时 同位 旋 分 量 值 T, =0, 因 此 只 有 下 列 算 符 的 同位 标量 部 分 
p= 2 gj + 人 gj,; 
参考 8 116 之 未 .根据 (116. 5) 式 取出 以 上 算 符 的 同位 标量 部 分 , 它 等 于 


(6, +8,) 之 ?= 二 (&， +8,)J. 


因此 总 平均 核磁 短 等 于 二 (8， +8,)J. 


5， 计 算 角 动量 为 1 的 核子 的 附加 磁 什 ,用 (118.6) 式 的 自 旋 -轨道 分 裂 值 
把 它 表达 出 来 (M. Goepper - Mayer ,J. Jensen ,1952 ) . 
解 : 对 算 符 (118.14) 的 角 部 求 平 均 [ 把 (118.14) 大 括号 内 的 表 式 记 作 or]. 
应 用 $29 例题 中 所 得 的 公式 ,得 出 结果 为 
2 


G8 DE- Ci i SUL+1)s 

Or 三 和 一 ($ * n)n = 了 T2243) 
另 一 方面 ,对 核子 运动 整个 平均 以 后 ,gr 的 平均 值 只 能 沿 j 方 向 , 即 人 =j; 其 中 
的 a=(G. 门 大. 把 (2) 式 中 的 拓 量 投影 到 了 上 [并 且 考 虑 到 算 符 和 (1 .$8) 是 
对 易 的 ] 同 时 把 1.8, 已 等 等 改 成 它们 的 本 征 值 , 经 过 简单 计算 后 可 得 下 式 所 示 
的 核子 附加 磁 矩 ( 以 核磁 子 为 单位 ) ， 


mR 217+1 1 
» = 和 f(r) i (j=1# 了 时 ]， (3) 


m, 是 核子 质量 ,R 是 核 半 径 . 由 于 f(r) 在 核 内 深 处 很 快 地 衰减 , 求 rf 的 平均 时 
可 以 把 rr 改 成 尺 , (3) 中 的 了 可 按 (118.6) 式 表 为 自 旋 -轨道 分 裂 值 . 
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在 有 心力 场 中 运动 的 粒子 组 不 可 能 具有 转动 能 谱 , 在 量子 力学 中 ,这 个 系统 
的 转动 概念 是 没有 意义 的 . 这 一 点 适用 于 $ 117 中 所 讲 的 具有 球 对 称 自治 场 的 
原子 核 充 层 模 型 . 

把 一 个 系统 的 能 量 分 成 “内 在 "和 “转动 ”部 分 ,这 在 量子 力学 中 没有 确切 的 
含义 , 它 只 能 是 近似 的 并 且 在 下 列 情形 下 才 是 可 能 的 , 即 由 于 某 种 物理 原因 ,这 
个 系统 能 够 很 好 地 近似 成 为 运动 于 某 一 给 定 非 球 对 称 场 中 的 粒子 组 . 考虑 到 这 
种 场 相对 于 某 一 固定 坐标 系 转动 的 可 能 性 ,结果 就 有 能 级 的 转动 结构 .例如 分 子 
中 就 出 现 这 样 的 情形 , 它 的 电子 谱 项 可 以 作为 运动 于 给 定 的 固定 核 场 中 的 一 个 
多 电子 系统 的 能 级 来 加 以 确定 . 


(2) 
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实验 表明 ,大 多 数 原子 核 确 实 没 有 转动 结构 ,这 意味 着 对 这 些 核 来 说 , 球 对 
称 自 洽 场 是 一 个 很 好 的 近似 . 也 就 是 说 , 除 有 量子 涨 落 外 ,这 些 核 是 球形 的 . 

但 也 存在 另 一 类 核 ,它们 具有 转动 型 的 能 谱 ;它们 大 致 位 于 原子 量 为 150 < 
4<190 和 4>220 的 范围 内 ,这 个 性 质 意味 着 , 球 对 称 的 自治 场 差 不 多 对 这 些 核 
是 完全 不 能 适用 的 ,而 从 原则 上 讲 , 应 在 事先 不 作对 称 性 假定 的 情形 下 去 求 自治 
场 , 以 便 使 这 些 核 的 形状 也 能 “自治 地 ”加 以 确定 .实验 表明 ,这 类 原子 核 的 正确 
模型 是 这 样 的 , 它 的 自治 场 具 有 一 个 对 称 轴 和 一 个 垂直 于 它 的 对 称 平面 ( 亦 即 
具有 旋转 椭 球 的 对 称 性 ). 非 球形 核 的 概念 在 A. Bohr 和 B. R. Mottelson (1952 一 
1953 ) 的 工作 中 得 到 了 详尽 的 发 展 . 

需要 强调 的 是 ,在 这 里 我 们 考虑 的 是 性 质 上 不 同 的 两 类 核 .这 一 点 特别 可 从 
下 列 事实 看 出 , 核 或 者 是 球形 的 ,或 者 就 是 “形变 程度 "并 不 很 小 的 非 球形 . 

核 内 未 满 壳 层 的 存在 有 利于 非 球形 的 出 现 , 而 核子 的 配对 现象 看 来 也 相当 
重要 . 另 一 方面 ,封闭 壳 层 趋向 于 给 出 球形 核 ,一 个 典型 俩 子 是 双 幻 核 ss Pb :由 于 
它 的 核子 组 态 的 封闭 性 ,这 个 核 (以 及 邻近 于 它 的 核 ) 是 球形 的 ,这 就 使 得 在 非 
球形 重 核 序列 中 出 现 了 一 个 间断 . 

非 球形 核 的 能 级 由 两 部 分 组 成 :“ 固定 ” 核 的 能 级 和 整体 转动 的 能 级 . 在 
偶 - 偶 核 中 ,转动 结构 的 能 级 间距 小 于 “ 固定” 核 的 能 级 间 距 . 

非 球 形 核 的 能 级 分 类 在 许多 方面 类 似 于 由 两 个 相同 原子 组 成 的 双 原 子 分 
子 , 因 为 这 两 种 情形 中 粒子 (核子 或 电子 ) 所 处 的 场 具有 相同 的 对 称 性 . 因此 我 
们 可 以 直接 应 用 第 十 一 章 中 所 得 的 一 系列 结论 外. 

我 们 先 考虑 “固定 " 核 的 状态 分 类 ,在 轴 对 称 场 中 ,只 有 角 动 量 沿 对 称 轴 的 
分 量 是 守恒 量 . 因此 每 个 核 态 首先 由 总 角 动 量 的 分量 所 描写 包 , 它 可 以 是 整数 
或 半 整 数 . 根据 波 函 数 在 所 有 核子 坐标 (相对 于 该 核 中 心 ) 反 号 时 的 行为 ,能 级 
可 用 偶 (g) 或 奇 (4) 描 述 . 

此 外 ,人 2=0 时 ,根据 波 函 数 对 通过 核 轴 的 平面 的 反射 行为 ,可 分 为 正 态 和 负 
态 ( 见 $78). 

偶 - 偶 非 球形 核 的 基态 为 0 ( 零 代 表 吕 值 ) ,对 应 于 具有 零 角 动量 和 最 高 
对 称 性 的 波 阻 数 . 这 是 所 有 中 子 和 质子 配对 的 结果 . 如 果 原 子 核 含有 奇数 个 质子 
或 中 子 ,我 们 可 以 考虑 在 偶 - 偶 核 实 的 自 洽 场 中 的 “单个 "核子 态 . 此 时 的 2 值 
由 该 核子 的 角 动 量 分 量 w 所 确定 . 同 理 , 奇 -~ 奇 核 中 的 只 值 由 奇数 中 子 和 质子 


也 应 该 指出 ,我 们 所 讲 的 能 级 分 类 的 类 似 性 指 的 是 双 原 子 分 子 不 是 指 对 称 陀螺 .一 个 多 粒子 系统 
在 轴 对 称 的 场 中 运动 , 绕 场 轴 转 动 的 概念 就 失去 意义 , 正 像 有 心力 场 中 的 系统 绕 任 一 轴 旋 转 的 概念 一 样 . 

四 按 定义 有 2:>0( 正 如 双 原 子 分 子 中 的 量子 数 4 是 正 的 一 样 ) ,记得 在 双 原 子 分 子 中 , 仅 当 名 被 
定义 成 为 人 A+ 并 且 可 正 可 负 ( 取 决 于 轨道 角 动 量 和 自 旋 的 相对 方向 ) 时 ,人 2 才能 具有 负 值 . 
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的 角 动 量 分 量 所 确定 : 
02=1w, tw,|. 
需要 强调 的 是 ,我 们 不 能 说 核子 的 自 旋 分 量 及 其 轨道 角 动 量 分 量 同时 具有 
定 值 . 理由 是 这 样 的 ,虽然 核子 的 自 旋 轨道 耦合 小 于 它 和 核实 自 洽 场 的 作用 能 ， 
但 它 并 不 小 于 假如 微 扰 论 可 用 (从 而 核子 的 自 旋 和 和 角 动 量 可 以 近似 地 分 开 考 
鳞 吕 ) 时 核子 在 自治 场 中 应 有 的 相 邻 能 级 间距 . 
现在 考虑 非 球形 核 的 转动 结构 . 这 个 结构 中 的 间距 小 于 原子 核 中 核子 的 自 
旋 -轨道 作用 . 这 相当 于 双 原 子 分 子 理论 中 的 情形 a( 8$ 83). 
转动 核 的 总 角 动 量 J 当然 是 守恒 的 ,对 给 定 的 2,J 的 取 值 是 从 开始: 
J =02, +1, 0+2,.…; (119.1) 
见 (83.2). 对 旭 =0 的 原子 核 ,J 的 可 能 值 还 有 一 个 附加 限制 :0 和 0， 态 中 的 J 
值 只 能 取 偶 数 ,而 0， 和 0， 态 中 的 只 能 取 奇 数 ( 见 $86). 特别 是 偶 - 偶 核 基 项 
(07+ ) 的 转动 能 级 中 ,J 的 取 值 为 0,2,4,…. 
原子 核 的 转动 能 量 由 下 式 给 出 : 
天 条 动 = 和 J +1) ， (119.2) 
7 是 原子 核 的 转动 惯量 ( 绕 垂直 于 对 称 轴 的 一 个 轴 ) ;这 个 公式 对 应 于 双 原 子 分 
子 理论 中 的 类 似 表 式 [(83.6) 式 中 依赖 于 J 的 那 一 项 ]. 最 低能 级 对 应 于 J 的 最 
低 值 , 即 J = 20. 
根据 (119.2) ,能 级 的 转动 结构 可 用 某 些 间隔 规则 来 描写 ,这 些 规 则 和 能 级 
(2 为 给 定 ) 的 其 它 特 征 无 关 . 以 偶 - 偶 核 基 项 的 转动 结构 部 分 (具有 J =2,4,6， 
8 ,… ) 为 例 , 从 最 低能 级 (J=0) 开 始 各 间距 的 比例 为 1:3 ,3:7: 12…. 


但 是 ,(119.2) 对 2 = 二 的 态 讲 来 是 不 够 的 ,这 种 态 可 以 在 原子 核 中 有 奇数 


个 核子 时 出 现 . 这 种 情形 下 ,还 有 一 项 与 (119.2) 差不多 大 小 的 能 量 贡 献 , 它 来 

自 核 子 和 转动 核 离心 场 的 相互 作用 . 此 项 与 J 的 关系 可 用 下 法 找 出 ， 
力学 中 知道 (《 力 学 》§ 39) ,转动 坐标 系 中 的 粒子 能 量 含 有 一 个 附加 项 , 它 

等 于 转动 角速度 和 粒子 角 动 量 的 乘积 . 原子 核 哈密 顿 算 符 中 的 这 一 相应 项 可 以 


写成 2b 有 KR， 的 形式 , 式 中 6b 是 某 个 常数 ,K 是 核实 (去 掉 一 个 外 核子 后 的 原子 
核 ) 的 角 动量 ,o 是 该 核子 的 角 动 量 . 后 者 必须 从 纯 形 式 意义 来 理解 ,实际 上 ,在 


原子 核 的 轴 对 称 场 中 并 不 存在 核子 的 角 动 量 矢 量 ,把 9 看 作 类 似 于 自 旅 为 算 
符 的 含义 是 , 它 能 给 出 角 动 量 分 量 值 为 + 地 的 两 态 之 间 的 路 迁 ,与 2= 二 的 情形 


人 D ”然而 在 球形 核 中 却 有 定义 量 1 的 可 能 ,这 是 由 于 宇 称 和 角 动 量 的 同时 守恒. 
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相 一 致 出 . 由 于 六 = -or, 这 个 算 符 的 本 征 值 为 
20K . xc=5|7(C7T+1) -天 (天 +1) -| 


为 方便 计 ,我 们 在 上 式 中 加 进 一 项 与 7 无 关 的 常数 项 5, 当 J]=K + 时 上 式 就 等 
于 +6 (7+ 二 ). 
如 果 利 用 偶 - 偶 核 实 的 角 动量 K 是 一 个 偶数 的 事实 , 上 述 表 式 可 写成 


( -1 向 (J+ 方 ) .因此 对 Q= 了 的 原子 核 转动 能 量 ,可 得 下 列表 示 式 : 


Bus = E17+1) +( -1) #4 (7+ 二 ). (119.3) 
(A. Bohr，B. R. Mottelson ,1953). 注意 当 常 数 5 是 正 的 并 且 足 够 大 时 ,J =3/2 的 
能 级 可 能 处 于 J = 能 级 的 下 面 , 亦 即 转动 能 级 的 正常 次 序 (最 低能 级 对 应 于 J 


的 最 小 允许 值 ) 将 会 改变 . 

非 球形 核 的 转动 惯量 不 能 像 具 有 给 定形 状 的 刚体 那样 去 计算 . 这 样 的 计算 
只 有 当 运 动 于 核 自 浴场 中 的 核子 可 以 看 作 彼此 间 没 有 直接 作用 时 才 有 可 能 . 实 
际 上 ,成 对 效应 导致 转动 惯量 的 减 小 ,使 它 小 于 刚体 值 . 

非 球形 核 的 磁 矩 A 包括 “固定 ” 核 的 磁 矩 和 来 自 核 转动 的 磁 矩 ,前 者 (对 核 
内 的 核子 运动 平均 以 后 ) 沿 核 轴 ,可 写成 jy'n,p' 是 它 的 值 ,n 是 沿 核 轴 的 单位 矢 
量 ,来 自转 动 的 磁 矩 (经 过 同样 的 平均 以 后 ) 沿 矢量 了 - fn 方向 ,这 个 矢量 是 原 
子 核 的 总 角 动 量 减 去 “固定 核 ” 中 核子 的 总 角 动 量 @. 故 

MA = 人 PT+g (一 人 nm). (119.4) 
g: 是 转动 核 的 旋 磁 因子 . 由 于 转动 中 的 磁 矩 仅 由 质子 所 贡献 ,我 们 有 
了 
g. -T+ 

式 中 和 了 是 原子 核 转 动 惯 量 的 中 子 部 分 和 质子 部 分 . 对 一 个 质子 系统 ,简单 
地 有 g, =1. 一 般 说 来 ,(119.5) 式 的 比值 不 等 于 原子 核 的 质子 数 和 质量 数 之 比 
ZL4. 


(119.5) 


QD 0= 广 情形 的 特点 是 ,只 有 腐 于 同一 能 级 并 且 角 动量 分 量 值 反 号 的 两 个 态 之 间 才 存在 着 能 量 和 
扰 项 的 路 迁 矩 阵 元 ,这 就 使 得 即使 是 微 护 论 的 一 级 近似 中 也 出 现 能 级 位 移 . 
这 种 现象 与 Q= -二 的 双 原 子 分 子 能 级 的 4 双 线 ( 88) 相 类 似 . 


@ ”这 个 写法 仅 适用 于 0# 一 -的 情形 ( 见 是 2)、 
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对 核 转 动 平均 以 后 , 磁 矩 沿 守 恒 矢 量 J 的 方 问 : 
MA=EJ=(p’ -8 )n+g.. 


和 通常 做 法 一 样 , 上 式 两 边 乘 了 后 取 本 征 值 ,对 =J 的 基态 核 , 有 


-ks 


(119.6) 


习 题 
1. 试用 0 表达 转动 核 的 四 极 和 0,0, 为 相对 于 核 轴 (固定 在 核 上 ) 的 四 极 
短 (A. Bohr 1951). 
解 :转动 核 四 极 答 张 量 算 符 可 通过 0。 表 成 
1 
Ca = (nn, -本 6u | 
这 是 一 个 零 迹 对 称 张 量 , 由 核 轴 单位 拓 量 严 的 分 量 所 组 成 ,并 且 0, = 0Q6. 对 原子 
核 转动 态 求 平均 的 方法 类 似 于 829 中 例题 之 解 ( 不 同 之 处 是 mn 了 = 2, 而 不 是 


零 ) ,从 而 得 到 (75.2) 那样 的 表 式 ,而 


”3 -J(J+1) 
QO= 0 0 73) CTH 


对 12=J 的 原子 核 基态 ,我 们 得 


(2J -1)J 
《=6。 (2J +3)(J+1) 


J 增 大 时 比值 0/Q。 趋 于 1 ,但 是 很 慢 
2. 求人 2= 记 的 原子 核 基态 磁 纸 ， 
解 : 此 时 的 磁 算 算 符 可 用 本 节 引 进 的 og 算 符 写成 下 列 形式 
R=26 +gR, R=j-o 
以 下 的 计算 和 本 节 介 绍 的 相同 . 如 果 了 = 二 对 应 于 原子 核 的 基态 {K=J- 二 =0]， 


我 们 有 人 = 3 如 果 基 态 中 J=3/2 1 以 及 天 = 了 + 二 =2 | , 则 人 = (98, -34')/5. 


3. 求偶 - 偶 核 基态 转动 结构 的 前 几 个 能 级 的 能 量 , 该 核 具 有 旋转 椭 球 对 
解 ; 偶 - 偶 核 基态 对 应 于 最 对 称 的 “固定 ” 核 波 函 数 , 亦 即 具有 厂 , 群 的 4 表 


示 对 称 性 的 波 函 数 . 因此 对 给 定 的 了 值 共有 -J+1 个 (J 为 偶数 时 ) 或 了 (J -1) 
个 (J 为 奇数 时 ) 不同 的 能 级 .J=2 时 由 8$103 题 3 的 (7) 式 给 出 ,J=3 时 由 
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8$103 题 4 的 (8) 式 给 出 . 
$120 同位素 移 位 


原子 核 的 特殊 性 质 ( 有限 的 质量 ,大 小 , 自 旋 ) 使 它 不同 于 库仑 场 有 固定 力 
心 , 这 对 原子 的 电子 能 级 产生 一 定 的 影响 . 

其 中 的 一 个 效应 称 为 能 级 的 同位 素 移 位 ,这 是 原子 从 一 个 同位 素 变 到 另 一 
个 同位 素 时 的 能 级 变动 . 当然 ,我 们 感 兴趣 的 实际 上 并 不 是 一 个 能 级 的 变动 ,而 
是 谱 线 中 观测 到 的 能 级 间距 的 变动 ,由 于 这 一 原因 ,我 们 实际 上 需要 考虑 的 并 不 
是 原子 的 整个 电子 充 层 的 能 量 ,而 只 是 与 参与 跃迁 的 电子 有 关 的 那 一 部 分 能 量 ， 

轻 原 子 中 ,同位素 移 位 主要 来 自 核 的 有 限 质 量 , 计 及 核 的 运动 后 ,哈密 顿 算 
符 中 出 现 以 下 一 项 : 


1 网 2 

7 ( 75) 9 
式 中 的 W 是 核 的 质量 ,P; 是 电子 的 动量 中. 来自 这 个 效应 的 同位 素 移 位 因而 由 
以 下 平均 值 给 出 : 


(Fr) ， (120.1) 
这 个 平均 是 由 有 关 原 子 态 的 波 函 数 算出 的 (M, 和 M, 是 两 个 同位 素 的 核 质量 ). 
重 原子 中 ,同位 素 移 位 的 主要 贡献 来 自 原 子 核 的 有 限 大 小 . 这 个 效应 实际 上 
只 对 处 于 s 态 的 外 电子 能 级 才 是 显著 的 ,由 于 s 态 波 函数 (与 10 的 态 不 同 ) 当 
r0 时 不 趋 于 零 , 所 以 在 “ 核 内 "找到 电子 的 概率 比较 大 . 我 们 来 计算 这 种 情形 
下 的 同位 素 移 位 @. 
令 op(r) 为 核 场 的 实际 静电 势 ,不 同 于 点 电荷 Ze 的 库仑 势 Ze/r. 与 纯 库 仑 场 
Ze/r 中 的 值 相 比 较 ,电子 能 量 的 改变 由 下 列 积分 给 出 : 


AE = -e| (9-2)y ar, (120.2) 
式 中 的 (7r) 是 电子 波 函 数 ,s 态 中 这 个 函数 是 球 对 称 的 并 且 是 实 函 数 . 上 式 中 
的 积分 从 形式 上 讲 来 虽然 延 及 整个 空间 ,但 实际 上 被 积 函 数 中 的 - Ze/r 只 在 


核 体积 内 才 不 等 于 零 . 另 一 方面 , 当 1 一 0 时 s 态 波 函数 趋 于 一 个 常数 (参考 
$ 32) ,而 且 实际 上 甚至 在 核 外 就 已 经 达到 了 这 个 常数 值 .因此 可 把 y 移出 积 


电 在 原子 的 质心 系 中 ， ee + 5p; =0. 因此 它们 的 总 动能 为 
P 1 
证 2 7 rr Zn) tan 


@ 以 下 给 出 的 计算 中 没有 考虑 到 原子 核 附近 电子 运动 的 相对 论 效 应 ,从 而 只 当 条 件 Ze /hic << 1 满 
足 时 才能 成 立 ， 
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分 号 外 ,并 把 这 个 由 库仑 点 电荷 算出 的 (7) 改 成 它 在 r=0 处 的 值 . 
为 了 进一步 变换 这 个 积分 ,利用 恒等式 Ar =6 并 把 (120.2) 写成 以 下 形式 ， 


AE = -oy (0) | (0 -2 )Ararv= -二 el (0) [Ale- 汉 )ar 


体积 分 的 变换 中 已 经 利用 了 无 穷 远 面 上 的 积分 等 于 零 的 事实 .但 是 A = 


-4m6(r) ,而 且 对 所 有 的 > 有 r5(r) =0. 再 根据 静电 学 的 泊 松 公式 Ap = 
-4Tmp , 式 中 的 p 现在 是 原子 核 内 的 电荷 密度 分 布 . 最 后 得 下 列 结果 : 


AE = (0) Ze 7, (120.3) 
式 中 
= 1 
rr = 却 | eradv 


是 原子 核 的 质子 均 方 半径 . 核 内 质子 均匀 分 布 时 ,rz =3R*/5,R 是 核 的 几何 半 
径 . 能 级 的 同位 素 移 位 等 于 两 个 同位 素 的 (120.3) 式 之 差 . 

$71 中 曾经 估计 过 峭 (0) ,表明 它 和 原子 序 ( 假 定 很 大 ) 的 关系 为 YZ. 因此 
(120.3) 所 表示 的 分 裂 值 和 到 22 成 正比 . 
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原子 中 来 自 原子 核 性 质 的 另 一 个 效应 ,是 电子 和 核 自 旋 相 互 作用 引起 的 原 
子 能 级 分 裂 ,这 称 为 能 级 的 超 精 细 结 构 . 考虑 到 这 种 作用 很 弱 , 超 精细 结构 的 间 
距 即 使 和 精细 结构 的 间距 相 比 也 小 得 很 多 ， 所 以 起 稍 细 苇 移 必 须 针 对 每 个 御 央 
结构 成 分 分 别 加 以 考虑 . 

本 节 中 用 i 代表 核 自 旋 (与 原子 光谱 中 的 常用 记号 一 致 ) ,记号 了 仍 留 作 原 
子 中 电子 沉 层 的 总 角 动 量 , 原子 (包括 原子 核 ) 的 总 角 动 量 记 作 =J +i. 每 个 超 
精细 结构 成 分 由 这 个 角 动 量 的 某 一 个 定 值 所 描写 .按照 角 动 量 相 加 的 一 般 规则 ， 
量子 数 F 的 取 值 为 

F=J+i,j+i-1,.…,|/ -il, (121.1) 
因此 每 个 具有 给 定 J 值 的 能 级 分 裂 成 为 2i+1 个 (如 果 i< 了 站) 或 者 2J+1 个 (如 
果 i>J) 能 级 . 

由 于 原子 中 电子 间 的 平均 距离 r 远大 于 核 尘 径 尺 ,电子 和 最 低 阶 核 多 极 矩 
的 作用 在 超 精 细 分 异 中 起 着 重要 的 作用 .这些 矩 计 有 磁 偶 极 矩 和 电 四 极 矩 ,平均 
电 偶 极 矩 则 为 零 ( 见 $75). 

核磁 矩 的 数量 级 为 ww ~eRva/c, 其 中 ?六 是 原子 核 中 核子 的 速度 . 它 和 电子 
磁 矩 (wa 了 ~ehi/mc) 的 相互 作用 能 量具 有 数量 级 
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Lu Mts eh Row 
a (121.2) 
四 极 矩 8 ~ eR , 它 所 产生 的 场 与 电子 电荷 的 相互 作用 能 量具 有 数量 级 
A (121.3) 
r 六 


(121.2) 和 (121.37 的 比较 表明 , 磁 作 用 (及 其 产生 的 能 级 分 裂 ) 要 比 四 极 矩 作用 
大 (vw/c) (jjmeR) ~15 倍 ,尽管 比值 vg/c 比较 小 ,但 比值 i/mcR 是 大 的 . 
电子 和 原子 核 的 磁 作 用 算 符 具有 下 列 形式 ， 
=a .J (121.4) 
[类 似 于 电子 的 自 旋 - 轨道 作用 (72.4)]. 它 所 产生 的 能 级 分 有 裂 和 下 的 关系 因 
此 为 


FaF(F+1); (121.5) 
参考 (72.5)， 
电子 和 核 四 极 矩 的 相互 作用 算 符 ,是 由 核 四 极 矩 张 量 算 符 60。 和 电子 的 角 动 
量 矢 量 了 的 分 量 构 成 的 . 它 与 这 些 算 符 组 成 的 标量 Gs 人 人 成 正比 ,具有 下 列 
形式 : 
0 [Bi + ii+1)8a | ji; (121.6) 
式 中 应 用 了 这 样 的 事实 , 即 Qa 通 过 (75.2) 那 样 的 公式 用 核 自 旋 算 符 表 出 .算出 


算 符 (121.6) 的 本 征 值 (与 $84 中 题 1 的 算法 完全 类 似 ) ,可 得 能 级 的 四 极 矩 超 
精细 分 裂 与 量子 数 FF 的 下 列 关 系 式 ，; 


FOP (PF+1)* + FbF(F + [1 21 +1) -2i(i+1)]. (121.7) 


磁 偶 极 超 精细 分 裂 效应 对 外 层 的 s。 态 电子 的 能 级 特别 显著 ,因为 这 样 的 一 
个 电子 有 较 大 的 概率 处 于 原子 核 附近 . 

我 们 来 计算 含有 一 个 外 层 s 电子 的 原子 的 超 精细 分 裂 (E. Fermi,1930). 这 
个 电子 由 球 对 称 的 峭 (r) 波 函 数 所 描写 , 它 在 其 余 电子 和 原子 核 的 自 洽 场 中 
运动 〇 . 

我 们 把 电子 和 核 的 相互 作用 算 符 取 作 -大 .万 ,这 是 核磁 矩 应 = 大 /在 电子 
所 产生 的 磁场 碧 (原点 处 的 磁场 ) 中 的 能 量 算 符 . 根据 电动 力学 中 的 熟知 公式 ， 
此 磁场 为 


@ 以 下 的 计算 假定 满足 条 件 Ze /ie <<1( 见 452 页 注 @). 
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B= | dav. (121. 8) 
C r 


式 中 的 7 是 来 自 运 动 电子 的 自 旋 的 电流 密度 算 符 ,r = rn 是 原点 到 体积 元 dy 的 
径 矢 中 . 按照 (115.4)， 


j= -zunsceurl(b28) = -20pe (0), x$, 
ka 是 玻 尔 磁 子 . 令 dV =r drdo. 并 进行 积分 ,得 
应 = -2 |. ayar [a x (nxs)do= -2pay” (0) 8. 
相互 作用 算 符 最 后 变 成 


-A 


V = -pn =o (Oi. s. (121.9) 


如 果 原子 的 总 角 动 量 ] = S = 二 , 超 精细 分 裂 产生 的 是 双 线 {=i 方 ) ; 根 
据 (121.5) 和 (121.9) ,这 两 个 能 级 的 间 契 为 
E,,1 -Ey = pp (2i+1) (0). (121.10) 
由 于 (0) 值 正比 于 YZ( 见 $71) ,这 个 分 裂 值 正比 于 原子 序 . 
习 题 
1. 求 原 子 的 超 精细 分 裂 (来 自 磁 作 用 ) ,该 原子 具有 轨道 角 动 量 为 1 的 一 个 


(封闭 过 层 外 的 ) 电子 (下 . Fermi ,1930 ) . 
解 :核磁 矩 j 几 产生 的 舌 执 和 场 强 为 


A 再 = 3  n) -人 
2 
[a r 
(div 4 =0). 应 用 这 些 式 子 , 可 把 相互 作用 算 符 写 成 下 列 形式 ; 
lel, >。 el 正六 。 2Ue、 [2 ,2/4, i 
me Pt ors= yh [1+3(8 n)n $1]. 
对 具有 给 定 了 值 的 态 平均 以 后 , 方 括号 内 的 表 式 沿 三 方向 .因而 可 写 出 
=2HUaK * jl:j+3(8. A)(N.j) 一 人 Jr’ 
nins 的 平均 值 已 在 $29 例题 中 算出 .采用 它 并 取 本 征 值 后 得 


pop, ,1+1)s :jf-6(s DOD] rr” 
et |! 7 (21 -1) (21+3) | 








QD 见 《 场 论 )(43.7). 该 式 中 的 矢量 下 是 反方 向 的 , 即 从 dV 到 原点 ( 场 的 观测 点 )， 
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再 经 简单 计算 ,最 后 得 
pa 1(1+1) 
i (+1) 
其 中 =j+i 和 j=1+ 了 .7 ! 的 平均 是 对 电子 泪 汪 数 的 径 向 部 分 求 的 ， 


2. 求 原子 能 级 超 精 细 结 构 分 量 的 塞 曼 分 和 裂 (S. A. Goudsmit ，R. F. Bacher， 
1930 ) . 

解 :(113.4) 式 中 (假定 外 场 很 弱 , 它 所 产生 的 分 裂 小 于 超 精细 结构 间 
距 ) ,现在 不 但 要 对 电子 态 求 平均 并 且 还 要 对 核 自 旋 的 方向 求 平均 . 从 第 一 个 
平均 得 AE =jwag8jJ,H, 其 中 gj 同 以 前 的 (113.7) 式 一 样 .第 二 个 平均 给 出 [类 
似 于 (113.5)j]: 


严 ( 下 +1)r-3 





J.=(J: F)M,/F’, 
故 最 后 得 


F(F+1)t+ +1)—-i(i+l 
AE -pgrlMs, er=er tt et. 
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分 子 能 级 的 超 精 细 结 构 与 原子 能 级 的 相 类 似 . 
大 多 数 分 子 中 电子 总 自 旋 为 零 . 能 级 超 精细 分 裂 的 主要 来 源 就 是 电子 和 核 


的 四 极 矩 作用 . 当然 ,只 有 自 旋 i 不 等 于 0 和 的 那些 核 才 能 参与 这 种 作用 , 否 


则 它们 的 四 极 矩 等 于 零 . 

鉴于 分 子 中 的 核 运 动 比较 慢 ,四 极 矩 相互 作用 算 符 对 分 子 态 的 平均 可 以 分 
成 两 步 : 先 对 固定 核 的 电子 态 求 平均 ,再 对 分 子 的 转动 求 平均 . 

我 们 人 先 考虑 双 原 子 分 子 . 第 一 步 平均 给 出 电子 和 每 个 核 的 作用 ,可 表 成 正比 


于 标量 0,nin, 的 一 个 算 符 ,由 核 四 极 和 矩 张 量 算 符 和 分 子 轴 的 单位 矢量 n 所 组 
成 ,n 是 确定 该 分 子 与 核 自 旋 相对 取向 的 唯一 矢量 . 由 于 0,, = 0, 这 个 算 符 可 写 
成 下 列 形式 : 


bi ( mm -64 ji (122.1) 


给 定 了 核 自 旋 沿 分 子 轴 的 分 量 六 后 ,这 个 量 等 于 5[ 关 -二 ii+1) ] 
当 算 符 (122. 1) 对 分 子 转动 求 平均 后 , 它 可 通过 守恒 的 转动 角 动 量 算 符 


表达 出 来 .乘积 wmx 的 平均 可 用 $29 例题 中 导出 的 公式 (矢量 1 改 成 kX) ,其 结 
果 为 
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b i NN 
a (RR, +RR -FS6aK(K+1)|. (122.2) 


这 个 算 符 的 本 征 值 可 用 (121.6) 中 的 同样 做 法 求 出 . 
对 于 多 原子 分 子 ,(122. 1) 一 般 地 改 成 下 列 形式 的 一 个 算 符 : 
buiii,, (122.3) 
b ,是 标志 该 分 子 电 子 态 的 一 个 零 迹 张 量 . 对 分 子 转动 平均 以 后 ,这 个 张 量 即 可 通 
过 总 转动 角 动 量 了 表 成 下 列 形式 : 


ba = 了 + -了 7J(T+1)5u |] (122.4) 


系数 5 原则 上 可 用 ba 张 量 沿 惯量 主轴 上 * 上 ,7 的 三 个 分 量 表达 出 来 ;由 于 这 
些 轴 和 分 子 固定 在 一 起 ,bx 等 分 量 作为 分 子 的 一 种 性 质 不 受 平均 的 影响 . 我 们 


来 考虑 标量 5aJ 几 ,用 (122.4) 计 算得 


Bae =b1T+1) [S107+1) -1 (122.5) 
算法 类 似 于 $ 29 中 的 例题 . 把 张 量 乘积 展 成 沿 6,n, 轴 的 分 量 ,我 们 得 
= (122.6) 


这 里 应 用 了 乘积 JJ 等 等 的 平均 值 等 于 零 这 一 事实 9. J 等 等 的 平均 值 原则 上 
可 用 陀螺 的 相应 转动 态 波 函 数 求 出 . 特别 是 对 称 陀螺 ,简单 地 有 


及 = 及 ， 天 = 天 = 六 [J(7+1) -好 ]， 


如 果 核 自 旋 为 二 ,四 极 矩 作用 不 存在 . 在 此 情形 下 超 精细 分 裂 的 一 个 主要 来 


源 是 核磁 和 矩 之 间 的 直接 磁 作 用 . 两 个 磁 矩 A， = 和 pj， =Wia /is 间 的 相互 作 
用 算 符 为 

Cs i, -3(i 1) (i :an)]. 

81727 
计算 分 裂 能 量 时 ,如 前 所 述 ,必须 对 分 子 态 求 平均 . 

当 分 子 中 含有 重 原 子 时 ,核磁 矩 间 的 直接 作用 和 通过 电子 壳 层 的 间接 作 

用 对 超 精细 分 裂 都 有 相当 大 的 贡献 .从 形式 上 讲 , 这 种 相互 作用 相对 于 核 上 日 旋 
与 电子 的 作用 讲 来 只 属于 微 扰 论 的 二 级 近似 效应 . 根据 $121 的 结论 很 易 看 
出 ,这 个 效应 和 核 矩 直 接 作用 的 比值 为 ( Ze/jie) 的 数量 级 , 当 了 2 很 大 时 , 它 接 
近 于 1. 





@ 在 的 一 个 分 量 (例如 J) 为 对 角 的 矩阵 表示 中 ,乘积 JJ ,JJ 等 等 只 有 量子 数 上 改变 1 的 屠 
些 哺 迁 答 阵 元 才 不 等 于 零 , 可 是 非 对 称 陀螺 定 态 波 函 数 所 含 的 几 中 的 差 值 是 一 个 偶数 ( 见 $103). 
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最 后 ,分 子 能 级 超 精细 分 裂 中 某 些 贡献 来 自 核磁 矩 与 分 子 转 动 的 作用 . 转动 
分 子 是 一 个 电荷 的 运动 系统 ,产生 一 定 的 磁场 ,给 出 了 电流 密度 了 =Ap2 xr 后 即 
可 用 电动 力学 的 公式 算出 磁场 ,上 式 中 的 p 是 静止 分 子 的 (电子 和 核 的 ) 电 荷 密 
度 ,02 是 转动 角速度 . 能 级 分 裂 值 可 从 这 个 磁场 中 的 核磁 矩 能 量 算出 ,分子 的 角 
速度 分 量 应 该 通过 它 的 角 动 量 分 量 表达 出 来 (参考 § 103 )， 


第 十 七 章 
弹性 碰撞 


$123 散射 的 一 般 理 论 


经 典 力学 中 ,两 个 粒子 的 碰撞 完全 取决 于 它们 的 速度 和 碰撞 参量 ( 当 无 相 
互 作用 时 人 射 粒 子 的 偏 射 距离 ). 量子 力学 中 ,这 个 问题 的 提 法 必须 改变 ,因为 
在 定 速 运动 下 ,轨道 概念 从 而 还 有 碰撞 参量 已 失去 意义 . 在 这 里 ,理论 的 目的 只 
是 计算 粒子 碰撞 后 偏转 (或 称 被 散射 到 ) 任 一 给 定 角度 的 概率 . 本 章 所 讲 的 弹性 
碰撞 ,是 指 碰 擅 中 的 两 个 粒子 保持 不 变 , 或 者 这 两 个 相 碰 粒子 (如 果 它 们 是 复合 
粒子 的 话 ) 的 内 态 保 持 不 变 . 

弹性 碰撞 问题 和 所 有 的 二 体 问 题 一 样 ,可 以 归结 为 具有 折合 质量 的 一 个 单 
粒子 在 力 心 为 固定 的 场 U(r) 中 的 散射 问题 0. 这 种 简化 是 变换 到 质心 系 实现 
的 ,在 质心 系 中 两 粒子 的 质心 保持 静止 . 我 们 用 9 代表 这 个 坐标 系 中 的 散射 角 ， 
它 与 实验 室 坐 标 系 中 两 个 粒子 的 偏转 角 妇 , 和 9, 之 间 具 有 简单 的 关系 ,这 个 实 
验 室 系 中 有 一 个 (第 二 个 ) 粒 子 在 碰撞 以 前 是 静止 的 : 


m,sin 0 


tan $9, = V9, = 二 ( -0), (123.1) 


式 中 m, ,m, 是 两 个 粒子 的 质量 ( 见 《4 力 学 》, $17). 特别 是 , 当 这 两 个 粒子 的 质 
量 相 同时 (m, = m,) ,简单 地 有 


和 好 + = 了 mr, 亦 即 两 粒子 以 直角 散 开 
本 章 中 我 们 总 是 采用 质心 为 静止 的 坐标 系 (除非 作 特殊 的 声明 ) ,并 用 m 代 


QD 在 这 里 我 们 略 去 了 粒子 的 自 旋 - 轨道 作用 (如 果 粒 子 具 有 自 旋 的 话 ). 有 心力 场 的 假定 ,也 排除 
了 例如 电子 被 分 子 散射 等 这 类 过 程 的 考虑 . 
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表 相 碰 粒 子 的 折合 质量 ， 
沿 正 z 轴 方 向 运动 的 一 个 自由 粒子 由 平面 波 所 描写 ,我 们 把 它 写 成 =e™ 
的 形式 ,也 就 是 把 它 的 波 了 水 数 这 样 归 一 化 ,使 其 流 密度 等 于 粒子 速度 v. 远离 散 
射 中 心 的 散射 粒子 ,是 由 一 个 f(0)e™/r 形式 的 出 射 球面 波 所 描写 ,其 中 的 f( 0) 
是 散射 角 9 的 某 个 函数 (9 是 z 轴 和 散射 粒子 运动 方向 之 间 的 夹 角 ). 这 个 函数 
称 为 散射 振幅 . 因此 ,势能 为 U(r) 的 酬 定 证 方程 之 解 的 精确 波 污 数 , 在 远 距 离 处 
必须 旦 下 列 渐 近 形 式 : 
由 一 em +f(0) (123.3) 


散射 粒子 在 单位 时 间 内 通过 dS = rdo 面积 元 (do 是 立体 角 元 ) 的 概率 等 于 
vr “fl*dS =vlfl dog. 它 与 人 射 波 的 流 密度 之 比 为 
= |f(0) 1’*do, (123.4) 
这 个 量具 有 面积 的 量 纲 , 称 为 散射 到 do 立体 角 内 的 有 效 截面 ,或 简称 为 截面 . 如 
果 令 do =2msin 0d0 ,我 们 得 
do =27sin 91f( 90) 1°d6. (123.5) 
这 是 散射 到 6 和 2+db 角度 范围 内 的 截面 . 

对 于 有 心力 场 V(r) 中 的 散射 讲 来 , 薛 定 谓 方 程 之 解 对 z 轴 (和 人 射 粒子 方向 ) 
显然 应 当 是 轴 对 称 的 . 每 一 个 这 样 的 解 可 以 表 成 运动 于 该 场 中 的 粒子 能 量 给 定 
为 本 所/2m 的 许多 连续 谱 波 函 数 的 到 加 ,这些 波 函数 具有 不 同 的 轨道 角 动量 值 ? 
但 其 z 分 量 均 为 零 ; 这 些 函 数 与 绕 z 轴 的 方位 角 p 无 关 , 亦 即 全 是 轴 对 称 的 . 因 
此 所 需 的 波 函 数 具 有 下 列 形式 : 


= > A,P,( cos 9)R,,(r), (123.6) 
式 中 4, 是 常数 ,RR 是 满足 下 列 方程 的 径 疝 函数 : 
(7 Su) + + [已 - 人 -PU( ) ] Ru =0. (123.7) 


系数 4, 必须 这 样 来 选取 ,使 得 (123.6) < 函数 在 远 距 离 处 呈 (123.3) 的 渐 近 
形式 .我 们 将 证 明 这 会 导致 


A, = = 元 (21 +1)iexp(i6,) (123.8) 
式 中 的 8 是 函数 R,, 的 相 移 . 这 个 证 明 还 能 解决 用 这 些 相 移 表 出 散射 振幅 的 
问题 . 


中 ”我们 已 经 假定 了 和 人 射 粒 子 束 是 由 一 个 宽 (避免 衍射 效应 ) 而 有 界 的 光 盖 所 定义 的 ,这 也 是 散射 实 
验 中 的 实际 情况 . 因此 在 (123.3) 式 两 项 之 间 不 存在 干涉 ; 模 量 平方 | 省 | 的 取 值 点 处 不 存在 人 射 波 . 
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Ru 函数 的 渐 近 式 已 由 (33.20) 式 给 出 : 


+6, | = 


R, ~ 二 sin (br - 


= 二 | -i) ‘exp[i(kr +6,) |] -iexp[ -i(kr +6,) 1]}. 
将 上 式 及 (123.8) 代 入 (123.6) ,得 到 波 函 数 的 下 列 渐 近 式 
yz 六 (21+1)Pi(cos 9)[( -1)Piew+Siew]， (123.9) 


其 中 引入 一 个 记号 
S$, = exp(2i6,). (123. 10) 
把 平面 波 (34.2) 展 开 , 作 同样 的 变换 ,可 得 
1 


ii _ -~ — _ t+1 - 壕 r ihr 
0 “ii 六 (21+1)P,(cos 0g)[(-1)”e “+e |]. 


我 们 看 到 , 差 式 y ~-e* 中 含有 。-* 因 子 的 各 项 果真 都 被 消去 . 这 个 差 式 中 ew/r 
前 的 系数 就 是 散射 振幅 ,我们 得 


所 0) = 元 (27+1)[LS -1jP(cos 0). (123.11) 


这 个 公式 解决 了 用 5, 表达 散射 振幅 的 问题 (H. Faxen ,J. Holtsmark ,1927 ) . 马 
如 果 do 对 所 有 的 角度 积分 , 即 得 总 散射 截面 o, 它 等 于 粒子 被 散射 的 总 概 
率 ( 单 位 时 间 内 ) 与 人 射 波 概率 流 密 度 之 比 . 把 (123.11) 代 入 下 列 积分 式 : 
o =2T [ If(0) I’ sin 0d0. 
考虑 到 1 值 不 同 的 勒 让 德 多 项 式 是 正 交 的 ,而 
[ Pi (cos 0)sin 0d0 = 
得 到 总 截面 


Cr -二 > (21+1)sin 8. (123. 12) 


i=0 


这 个 求 和 式 中 的 每 一 项 就 是 对 轨道 角 动 量 给 定 为 1 的 散射 粒子 而 言 的 分 波 
截面 o. 注意 o, 的 最 大 可 能 值 为 


申根 据 相 位 8 (假定 为 已 知 ) 复原 散射 势 的 形状 问题 十 分 重要 . 这 个 问题 是 由 H. M. Tenrp 中 aa,B. 
M. Jieaxrat 和 B. A. Mapseaxo. 解决 的 . 他 们 发 更, 为 了 确定 V(r) ,原则 上 只 需 知道 566(&) 在 波 数 k=0 到 
k= o 的 整个 区 域内 的 函数 形状 就 可 以 了 ,如果 还 有 离散 ( 负 的 ) 能 级 ,的话 , 尚 需 知道 离散 态 波 沽 数 渐 
近 式 ( 当 一 时 )Romane "WA/r(ks = /2mlE,1/#) 中 的 系数 a. 根据 这 些 数据 确定 U(r) ,需要 求解 一 
个 线性 积分 方程 . 这 个 命题 的 完整 讨论 见 V. de Alfaro, T. Regge , Potential Scattering, North - Holland , Am- 
sterdam ,1965. 


“ 462. 第 十 七 章 弹性 磁 撞 


es = 竺 (21+1) (123. 13) 


上 式 与 (34.5) 式 比较 后 可 知 , 角 动 量 为 1 的 散射 粒子 数 可 以 比 人 射 束 中 的 这 种 
粒子 数 大 四 售 . 这 是 一 种 纯粹 的 量子 效应 , 它 来 自 散 射 粒 子 和 未 被 散射 粒子 间 的 


于 涉 . 
今后 还 要 用 到 分 波 散 射 振幅 天, 它 定 义 为 以 下 展开 式 中 的 系数 ; 

f(0) = > (21+1)fP(cos 9). (123. 14) 
按 (123.11) , 它 和 相位 6, 的 关系 为 

fi =i7(S, -1) = 二 (ex - -1)， (123.15) 
而 分 波 截 面 为 

oj =4T(21+I) 1 请 王 . (123. 16) 
本 题 


在 二 维 情况 下 ,试用 相 移 表 出 散射 振幅 . 场 为 U=U(p),p = M+ ,入射 
粒子 流 治 xz 轴 方 向 . 

解 :在 二 维 情况 下 ,在 散射 点 远 处 的 波 函 数 是 平面 波 和 柱 面 波 的 登 加 

= ow e™ 
WwW=e I 

式 中 9 是 散射 方向 与 z 轴 的 夹 角 ,f(gp) 是 散射 振 枉 , 它 在 二 维 情况 下 的 量 纲 是 长 
度 的 平方 根 , 在 根 号 下 面 引进 的 因子 -i=exp( -im/2) 是 为 了 简化 以 后 的 分 式 . 
洛 y 轴 单 位 长 度 的 散射 截面 为 





(1) 


= |fl’dyg. 
它 的 量 纲 是 长 度 . 
应 当 把 波 函 数 展 开 为 在 y 轴 方 向 上 具有 确定 的 角 动 量 分 量 形 如 0,(p)e” 
的 函数 ,这 些 函 数 在 远离 散射 点 处 的 形式 与 在 $34 所 得 的 自由 运动 的 展开 式 只 


”相差 一 些 相 移 
CO (p) 一 让 J/ 吉 m | 加 - 王 (m -过 +6. | 


式 中 6, =6_。. 利用 534 中 各 题 中 的 平面 波 的 展开 式 按 本 节 的 方法 展开 ,我 们 发 
现 , 渐 近 行为 如 (1) 式 的 函数 可 以 用 级 数 表 出 : 
$= 2 ee"Q,(p)e™, 


由 下 一 


而 散射 振幅 等 于 
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四 2i8 in 
= > =—l1 2 2 
A i V2TK neo eS (9 
积分 得 总 截面 为 
CI = 膨 LA do = 2 0 y 式 中 =O_， = sin’6,. (3) 


不 难 验证 二 维 情 形 下 的 光学 定理 为 

Im A0) =, /eo 
参见 下 节 (125. 9) 式 . 
$124 一 般 公式 的 研究 


以 上 所 得 的 公式 ,原则 上 适用 于 任 一 场 U(r) 中 的 散射 ,该 场 在 无 穷 远 处 等 
于 零 . 这 些 公式 的 应 用 ,只 归结 为 对 式 中 出 现 的 相位 6, 的 性 质 的 考察 . 

为 了 估计 出 ! 值 很 大 时 的 相位 6, 的 数量 级 ,我 们 可 以 利用 i 很 大 时 运动 为 
准 经 典 的 事实 ( 见 $49). 波 函数 的 相位 此 时 由 以 下 积分 确定 : 


”万 GF) 2970r) 1 
| rr 于 Ue 


其 中 m 是 根 号 内 表 式 的 一 个 根 (r > m 是 运动 的 经 典 允 许 区 ). 从 上 式 中 减 去 以 
下 自由 运动 波 函 数 的 相位 : 


[2 (?+172) 1 
| k Te dr+ 玫 T， 


并 令 "一 am , 按 定义 即 得 6. 对 于 很 大 的 1,m 也 变 得 很 大 ,因此 UV(7) 在 整个 积分 
区 内 都 很 小 ,我 们 近似 地 得 


a=-/ mmU(rn)dr (124.1) 
ro 大 jp2 (2 + 
此 积分 (如 果 收 敛 ) 的 数量 级 为 
mU(r, ) ro 
8 一， (124.2) 


r 的 数量 级 为 mr ~ Lk. 

如 果 U(7) 在 无 穷 远 处 接 1/r" 趋 于 零 (n >1) , 则 积分 (124. 1) 收 敛 而 相位 6 
为 有 限 . 反之, 如果 n<1 ,积分 发 散 , 从 而 相位 6, 为 无 穷 大 . 这 一 点 对 任意 的 1 都 
能 成 立 ,因为 积分 (124.1) 的 收敛 或 发 散 依 赖 于 U(r) 在 r 很 大 处 的 行为 ,然而 在 
远 距 离 处 (该 处 的 U(r) 场 已 很 弱 ) , 径 向 运动 对 所 有 的 1! 讲 来 都 是 准 经 典 的 .我 
们 将 在 下 面 看 到 ,(123.11) 和 (123.12) 式 当 6, 无 穷 大 时 将 作 怎样 的 解释 . 
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我 们 先 考 虑 总 截面 级 数 表 式 (123. 12) 的 收敛 性 . 如 果 考 虑 到 U(r) 比 1/r 递 
降 得 更 快 ,由 (124.1) 式 可 知 ,l 大 时 相位 6, <<1. 因 此 可 令 sin’6, 二 6?,(123.12) 
式 高 次 项 之 和 就 具有 隐 l61 的 数量 级 . 根据 级 数 收敛 性 的 积分 准则 ,我 们 知道 ， 


只 要 积分 式 太志 dl 收敛 , 则 所 考虑 的 级 数 就 是 收敛 的 把 (124.2) 式 代入 并 把 
痪 成 r 后 , 即 得 下 列 积分 式 ; 
「 U(r )rodro, 


如 果 U(r) 在 无 穷 远 处 按 1/r" 衰减 而 mn >2, 这 个 积分 收敛 ,从 而 总 截面 为 有 限 . 
反之 ,如 果 场 U(r) 豪 减 得 不 比 1/r 快 ,总 截面 就 变 成 无 穷 大 . 这 一 点 的 物理 原 
因 是 ,当场 只 是 随 距 离 缓 慢 地 衰减 时 ,小 角度 散射 的 概率 变 得 很 大 .我们 可 以 回 
顾 一 下 经 典 力学 中 的 有 关 情 形 , 当 粒子 以 很 大 的 但 是 有 限 的 碰撞 参量 p 通过 任 
一 势 场 (这 个 场 只 当 一 om 时 才 等 于 零 ) 时 ,总 是 要 偏转 一 个 很 小 的 但 是 并 不 等 
于 零 的 角度 ,因此 不 管 V(r) 的 衰减 规律 如 何 , 它 的 总 散射 截面 总 是 等 于 无 穷 
大 包 . 这 种 论证 在 量子 力学 中 并 不 成 立 , 因 为 当 我 们 讲 到 散射 到 某 个 角度 时 ,这 
个 角度 必须 比 粒子 运动 方向 的 不 确定 度 大 得 多 . 如 果 磁 撞 参 量 的 已 知 精确 度 为 
Ap ,那么 它 所 引起 的 动量 横 疝 分 量 的 不 确定 度 为 hi/Ap, 亦 即 角度 的 不 确定 度 
为 ~ 有/(mvAp). 

鉴于 U(r) 衰减 缓慢 时 小 角度 散射 占有 重要 的 地 位 ,这 就 自然 地 产生 了 这 样 
的 一 个 问题 ,U(r) 即使 比 1/r 衰减 得 更 快 ,9 =0 的 散射 振幅 有 没有 可 能 仍 是 发 
散 的 ? 我 们 令 (123.11) 中 的 9=0, 对 后 面 的 项 讲 来 它们 的 和 与 2 l6, 成 正比 . 


正如 上 有 段 中 所 做 的 论证 那样 , 当 判 别 这 个 和 是 否 收敛 时 ,最 后 我 们 得 到 以 下 
积分 : . 
「 U(r )rodro, 

当 U(r) ~1r" 而 ng<3 时 ,此 积分 发 散 . 由 此 可 见 , 势 场 的 衰减 不 快 于 1/r 时 ， 
9 =0 处 的 散射 振幅 变 成 无 穷 大 . 

最 后 ,我 们 来 考虑 相位 6, 本 身 等 于 无 穷 大 的 情形 , 它 发 生 于 U(r) ~ 1Vr" 而 
n 忌 1. 根据 以 上 所 得 的 结论 显然 可 以 知道 ,当场 衰减 得 这 样 慢 的 时 候 , 总 截面 以 
及 9=0 的 散射 振幅 都 将 等 于 无 穷 大 .但 还 留 下 一 个 如 何 计 算 9z0 的 f0) 问 题 . 


@ ”这 反映 在 经 典 力学 中 确定 总 截面 的 积分 | 2mpdp 是 发 散 的 - 
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首先 应 该 注意 的 是 ,我 们 有 下 列 公 式 外 
> (2 +1)Pi(cos 0) =46(1 -cos 09). (124.3) 


换 句 话说 ,只 要 6 关 0 这 个 和 就 等 于 零 . 所 以 对 (123. 11) 式 的 散射 振幅 讲 来 ， 
9 冯 0 时 我 们 可 以 略 去 每 项 方 括号 内 的 1, 留 下 


f(0) = > (21 +1)P,(cos 9)e (124.4) 


如 果 上 式 右 边 乘 一 常数 因子 。 “截面 不 会 发 生 改变 ,因为 它 是 由 模 量 平方 
If( 9) 1 确定 的 ,此 时 复 函 数 扩 9) 的 相位 只 是 改变 了 一 个 不 重要 的 常数 . 另 一 方 
面 ,把 差 6, - 6。 表 成 (124.1) 式 那样 ,U(r) 的 积分 发 散 性 就 被 消去 ,只 留 下 一 个 
有 限 的 量 , 因此 在 所 考虑 的 情形 下 ,我 们 可 以 采用 下 列 公 式 计 算 散 射 振幅 


f(0) = (21 +1)P,(cos 0) es %). (124.5) 
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任意 场 ( 不 一 定 是 有 心力 场 ) 中 的 散射 振幅 都 能 满足 来 自 一 般 物 理 要 求 的 
某 些 关系 式 . 

对 任意 场 中 的 弹性 散射 讲 来 , 波 函 数 在 远 距 离 处 的 渐 近 式 为 

Yo" + n,n’')ew. (125.1) 

这 个 公式 与 (123.3) 不 同 之 处 在 于 ,现在 的 散射 振幅 依赖 于 两 个 单位 矢量 的 方 
向 ,人 射 粒子 的 方向 (nn) 以 及 散射 粒子 的 方向 (n') ,而 不 光 是 依赖 于 这 两 个 方向 
的 夹 角 . 

人 入射 方向 n 不同 的 各 种 (125. 1) 式 的 函数 ,它们 的 任意 线性 组 合 仍 代表 某 
一 可 能 的 散射 过 程 . 把 (125.1) 式 乘 以 任意 系数 F(n) 并 对 n 的 各 个 方向 (立体 
角 元 do) 积分 后 ,就 能 把 这 样 的 线性 组 合 写成 以 下 积分 形式 : 


f Poem "do + [FOn)An,n’) do. (125.2) 


由 于 距离 > 任意 大 ,第 一 个 积分 中 的 因子 e'“" 是 变 矢量 n 的 方向 的 急剧 振荡 
函数 . 因此 该 积分 主要 由 指数 极 值 ( 此 时 n= + 上 天 ) 附 近 的 严 值 所 确定 . 在 
n = +n' 的 邻 域 中 ,因子 F(n)~~F( +n') 可 以 拿 出 积分 号 外 ,然后 积分 得 包 : 


QD 这 个 公式 就 是 6 函数 的 勒 让 德 多 项 式 展开 ,上 式 两 边 条 以 sin 9P,( cos 9) 并 对 dbg 积分 后 即 可 得 
到 直接 验证 . 其 中 偶 函 数 8(x) 的 积分 式 | 8(x) dz 取 为 1/2. 


加 ”计算 这 个 积分 时 可 把 积分 路 径 弯 向 jy. = cos 9 变量 (9 是 n 和 nn' 间 的 夹 角 ) 的 上 半 复 平面 ,保持 它 
的 两 端 凡 = +1 不 动 .远离 这 两 个 端点 时 ,ew 函数 就 很 快 地 衰减 . 





。 466 ， 第 十 七 章 弹性 碰撞 





一 这 r ikr ibr 
27iF( -nn')s -2miF(m) 一 + 一 [fln,n’)F(n)do. 


约 去 公共 因子 2wiA%, 上 式 可 写成 简洁 的 算 符 形 式 





一 _n’) -SF(n’), (125.3) 
式 中 
S$ =1 +2ikf, (125.4) 
是 由 下 式 定义 的 积分 算 符 : 
fF(n') = [flnsn’) PF(n)do. (125.5) 


$ 算 符 称 为 散射 算 符 (或 散射 矩阵 ) 或 者 简称 为 $ 矩阵 , 它 是 由 海 森 伯 首 先 引入 
的 (1943 ) . 
(125.3) 中 的 第 一 项 代表 射 向 力 心 的 波 , 第 二 项 代表 离开 力 心 的 波 . 弹性 散 
射 中 ,粒子 数 守恒 可 表 为 人 射 波 和 出 射 波 的 流 密 度 相 等 . 换 句 话说 ,这 两 个 波 的 
归 一 化 应 该 相同 . 为 此 ,散射 算 符 必须 是 么 正 的 ( $ 12) ,也 就 是 说 ,必须 有 
8$S+ =1, (125.6) 
或 者 把 (125.4) 式 代 人 上 式 并 互 乘 
f -ff* =2ipff". (125.7) 
最 后 ,利用 定义 (125.5) ,我 们 可 以 把 散射 的 么 正 条 件 写 成 以 下 形式 : 


fnsn’) -fn sn) = fansn)f (nn)do"” (125.8) 


n =n' 时 上 式 右边 的 积分 正 是 散射 总 截面 o = | 1f(n,n”) 1*do”. 上 式 左边 的 差 值 
此 时 可 以 化 成 振幅 fn,n) 的 虚 部 . 这 样 ,我 们 就 得 到 了 弹性 散射 总 截面 和 零 角 
度 散射 振幅 虚 部 之 间 的 普遍 关系 式 : 
Im f(n,n) = (125.9) 

此 式 称 为 散射 的 光学 定理 . 

散射 振幅 的 另 一 个 普遍 性 质 ,可 以 根据 时 间 反 演 对称 性 的 要 求 导出 . 在 量子 
力学 中 ,这 种 对 称 性 表述 为 :如 函数 y 描述 任 一 可 能 态 , 那 么 它 的 复 共 思 函 数 
y" 也 对 应 于 某 一 可 能 态 (§18). 因此 (125.3) 式 的 复 共 罗 波 函数 


ikr -ikr ~、 
FF (-n’)-——S°F"(n’) 
也 描述 某 种 可 能 的 散射 过 程 .我 们 通过 令 -5*F*(n') = @B( -n') 定 义 一 个 新 的 
任意 函数 . 利用 算 符 $ 的 么 正 性 就 得 
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F*(n)=-(8°) 1G( -n') = -SG( -n’) 
引入 改变 矢量 n 和 n' 符 号 的 坐标 反 演 算 符 P, 则 可 写 出 
F*(-n’)=PF'(n') = -PSB(n’'), 
从 而 得 到 下 列 时 间 反 演 波 函 数 ; 
Br 


此 式 必 须 和 原先 的 波 枉 数 (125.3) 实 质 上 相同 .比较 后 表明 , 它 导 致 下 列 条 件 
PSP=$, (125. 10) 
此 时 两 个 波 函 数 只 是 在 任意 函数 的 记号 上 有 差别 . 
把 算 符 等 式 (125. 10) 变换 成 矩阵 等 式 后 , 即 得 散射 振幅 的 相应 关系 式 . 转 


置 使 初 末 态 天 量 x 和 nn' 对 调 , 反 演 则 改变 它们 的 符号 . 因此 有 
S(n,n’)=S(-n’,-n). (125.11) 


这 r 和 A 
BD(-n’') BS pop(n’'). 





也 就 是 
fln,n')=f(-n',-n). (125. 12) 
这 个 关系 式 ( 称 为 倒 易 定理 ) 表 达 了 这 样 一 个 明显 结果 :两 个 互 为 时 间 反 演 的 散 
射 过 程 具 有 相等 的 振幅 - 时 间 反 演 把 初 末 态 对 调 并 把 态 中 的 粒子 运动 方向 变 成 
反方 向 . 
对 于 有 心力 场 中 的 散射 ,以 上 所 得 的 普遍 公式 可 以 简化 . 这 种 情形 下 的 振幅 
fin,n') 只 与 和 nn' 的 夹 角 98 有 关 . 因此 (125.12) 变 成 了 一 个 恒等式 . 么 正 条 件 
(125.8) 变 成 


Im f( 8) = [FO (Cyd a (125.13) 


式 中 y,y' 是 n,n' 与 空间 中 某 一 固定 方向 mn* 间 的 夹 角 . 如 果 .F(6) 采 用 展开 式 
(123.14) ,应 用 球 谐 函 数 的 加 法 定理 (ec.10) ,可 从 (125. 13) 式 中 得 出 分 波 振幅 
的 下 列 关系 式 : 
Im f,=kIf.1". (125.14) 
这 个 公式 也 可 直接 从 (123.15) 式 导出 , 按 该 式 有 12ikf +11 =1. 在 有 心力 场 中 
散射 的 情形 下 ,光学 定理 (125.9) 也 很 易 从 (123.11) 和 (123.12) 式 直接 导出 . 
把 (125.,14) 式 改写 成 Im(1/f) = -天 后 , 即 可 看 出 振幅 必须 具有 下 列 形 
式 : 
(125. 15 ) 
gi:—ik 
式 中 的 g, =g,(k) 是 一 个 实 量 ; 它 和 相位 6, 的 关系 为 
gr = kceot 6, (125.16) 
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以 后 我 们 要 多 次 用 到 这 个 振幅 表达 式 ， 

我 们 来 考察 一 下 (对 有 心力 场 中 的 散射 ) 以 上 定义 的 散射 算 符 和 8$ 123 理论 
中 所 述 各 量 的 关系 . 

由 于 轨道 角 动 量 在 有 心力 场 中 是 守恒 的 ,散射 算 符 和 角 动 量 算 符 对 易 . 换 名 


话说 ,$ 矩阵 在 ! 表象 中 是 对 角 的 ,又 由 于 $ 算 符 是 么 正 的 , 它 的 本 征 值 模 量 必 等 
于 1, 亦 即 必 具有 e** 的 形式 ,而 5, 为 实数 . 很 易 看 出 ,这些 5, 和 波 函 数 的 相 移 是 


一 样 的 ,使 得 $ 和 矩阵 的 本 征 值 就 是 (123. 10) 中 定义 的 5S,. 算 符 f =(5-1)/2ik 的 
本 征 值 就 是 分 波 振幅 (123.15). 实际 上 ,如果 我 们 把 函数 P(z) 取 作 Pi(eos 9) 
[从 而 F( -m) =P(-eosb)=(-1)P(cos 9)], 波 函数 (125.3) 应 该 等 于 
(123.9) 中 一 个 求 和 项 所 代表 的 薛 定 雇 方程 之 解 . 因此 有 

SP,( cos 0) = SiP,(cos 0). 

对 于 沿 z 轴 入 射 的 平面 波 讲 来 ,(125.3) 中 的 函数 F(n) 就 是 6 函数 下 = 
46(1 -cos 6) ,其 中 的 9 是 n 和 z 轴 的 夹 角 , 这 里 定义 的 6 函数 可 参考 $ 124 中 
对 (124.3) 所 加 的 注 ,6 函数 前 所 选 的 系数 是 这 样 的 , 当 它 代 人 定义 (125.5) 式 的 
右边 时 正好 可 以 得 出 f(9), 这 时 0 是 n' 和 z 轴 的 夹 角 . 把 这 个 5 函数 表 成 
(124.3) 式 的 形状 : 


F=46(1 -cos 0) = 3 (21+1)P,(cos 0) (125.17) 


再 把 算 符 六 作用 在 它 上 面 , 于 是 ,正如 所 预期 的 ,我 们 即 可 得 到 , 形 如 (123.14) 
式 的 散射 振幅 ， 

最 后 ,还 应 添加 下 面 的 说 明 . 从 数学 观点 看 来 , 么 正 条 件 (125.8) 式 说 明了 
这 样 一 个 事实 ,并 不 是 所 有 预先 给 定 的 函数 .Fna,z') 都 能 成 为 某 个 场 中 的 散射 
振幅 . 特别 是 ,并 不 是 所 有 的 函数 (090) 都 能 成 为 某 个 有 心力 场 中 的 散射 振幅 . 根 
据 (125.13) 式 , 它 的 虚 部 和 实 部 之 间 必 须 满足 一 定 的 关系 . 如 果 把 它 写 成 f( 9) 
= |fle”*, 当 模 量 1f1 与 所 有 角度 的 关系 给 定 以 后 ,(125. 13) 式 就 给 出 一 个 积分 方 
程 ,由 它 原则 上 可 解 出 未 知 的 a(9) 相 位 . 换 句 话说 ,知道 了 散射 截面 ( 即 模 量 平 
方 1f17) 与 所 有 角度 的 关系 以 后 ,就 可 在 原则 上 复原 该 散射 振幅 . 但 是 这 样 的 复 
原 缺 乏 唯一 性 , 它 可 以 相差 一 个 以 下 的 变换 式 

f(0)— -f° (90) (125.18) 

上 式 能 使 (125. 13) 式 保持 不 变 [ 当然 也 使 截面 1fl? 保持 不 变 . (125. 18) 式 的 变 
换 等 价 于 (123.11) 中 所 有 相位 8, 同时 变 号 ]. 但 是 ,这 样 的 非 唯一 性 是 可 以 消除 
的 ,只 要 把 散射 振幅 看 作 既 是 角度 的 函数 也 是 能 量 的 函数 . 以 后 将 看 到 
( $128, 8 129) ,作为 能 量 函 数 的 振幅 , 它 的 解析 性 质 对 (125. 18 ) 式 的 变换 不 是 
不 变 的 . 
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在 一 个 极为 重要 的 情形 下 , 即 当 散射 场 本 身 可 以 看 作 微 扰 时 ,能 够 得 到 散射 
截面 的 一 般 计 算 公 式 加 .$45 中 已 经 证 明 , 当 以 下 两 条 件 之 一 成 立时 , 即 有 当 作 
微 扰 的 可 能 : 


2 








ee (126. 1) 
ma 
以 及 
2 
1 (126.2) 
a ma 


式 中 的 a 是 场 U(r) 的 作用 范围 ,U 是 该 场 主要 区 域内 的 场 值 的 数量 级 . 当 第 一 
个 条 件 得 到 满足 时 ,这 个 近似 对 所 有 的 速度 都 能 成 立 ;第 二 个 条 件 表明 , 它 对 足 
够 快 的 粒子 总 是 适用 的 . 

根据 8 45 ,我 们 把 波 函 数 取 成 几 =y + 中 的 形式 , 式 中 的 ”=e*'' 对 应 
于 波 矢 为 =p/ 的 人 射 粒子 .根据 (45.3) 式 我 们 有 


7 op rN ilkor + dV 
p(x,y,2) 天 -元 二 Us sy 9 和 )e™ Op (126.3) 


取 散 射 中心 为 原点 ,我们 从 原点 到 yw" 值 的 计算 点 引 一 径 矢 量 R,, 把 沿 R。 的 单 
位 矢量 记 作 n'. 设 体积 元 dV’ 的 径 和 失 量 为 r'; 则 有 R= R。 -r'. 在 远离 中 心 处 ， 
R, >>r', 因 而 

R=|R, -ri~wR -rr'.n’, 
把 它 代 入 (126.3) ,我 们 得 yy 的 下 列 浙 近 式 : 
于 | U(r') et “dy 


2 Ro 
( 式 中 k' =kn' 是 散射 后 粒子 的 波 矢量 ). 上 式 和 (123.3) 式 给 出 的 散射 振幅 相 比 
较 , 求 得 后 者 的 表 式 为 





bw - 


f= -区 | Ue "dy, (126.4) 
式 中 已 经 变换 了 积分 变量 并 且 引 进 了 矢量 
g =k’ -k, (126. 5) 
4 的 绝对 值 是 
dg =2ksin 全 (126.6) 


@ 在 8123 中 导出 的 普遍 性 理论 中 ,这 个 近似 相当 于 所 有 6, 全 都 很 小 时 的 情形 ,并 且 要 求 这 些 相 
位 都 可 从 以 势能 为 微 扰 的 薛 定 兽 方程 中 算出 来 ( 见 例题 4) . 
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其 中 9 是 上 和 大 的 夹 角 ,也 就 是 散射 角 . 
最 后 ,把 散射 振幅 的 模 量 加 以 平方 , 即 得 下 列 散 射 到 do 立体 角 元 中 的 截面 
表 式 : 


d 
7 


我 们 从 上 式 看 到 ,动量 变化 为 和 8 的 散射 ,是 由 UU 场 的 相应 侍 里 叶 分 量 的 模 
量 平 方 确定 的 . (126.7) 式 是 由 玻 恩 (M. Bom,1926 ) 首先 得 到 的 . 碰撞 理论 中 通 
常 把 这 个 近似 称 为 玻 因 近似 . 

要 注意 的 是 ,这 个 近似 中 存在 着 以 下 关系 : 

flk,k') = (Kk’,k) (126.8) 

这 是 正 、 道 两 个 散射 过 程 间 的 振幅 关系 ,也 就 是 初 、 末 态 动 量 相 互 对 调 但 不 像 时 
间 反 演 那 样 改变 符号 的 两 个 过 程 间 的 振幅 关系 . 由 此 可 见 , 这 个 散射 中 出 现 了 倒 
易 定 理 (125.12) 式 以 外 的 另 一 种 对 称 性 . 这 种 对 称 性 与 微 扰 论 中 散射 振幅 的 值 
很 小 有 密切 的 关系 ,并 且 可 从 么 正 条 件 (125.8) 式 直接 得 到 ,只 要 在 该 式 中 略 去 
含有 f 二 次 项 的 那个 积分 式 . 

(126.7) 式 也 可 以 用 另 一 种 方法 得 到 (但 是 不 能 确定 散射 振幅 的 相位 ). 我 
们 可 以 从 一 般 公式 (43.1) 出 发 ,该 式 给 出 的 连续 谱 状 态 之 间 的 隘 迁 概率 为 


dr = 1 Us?8(E, _E)dy,. 
在 目前 情形 下 ,这 个 公式 要 应 用 到 动量 为 的 人 射 粒子 态 姥 迁 到 动量 为 p' 的 并 


且 散 射 到 do' 立 体 角 元 内 的 粒子 态 . 态 的 间隔 dv 可 以 取 作 d*p'/(2m#)”. 把 以 下 
初 末 态 能 量 差 代 入 : 


Jve™ ay| do. (126.7) 





E, -bE.,= (p” -Pp )/2m, 
得 到 


4T7m 


dwyp = Usp "8(p” -Pp ) EE (126.9) 


人 射 粒 子 和 散射 粒子 的 波 函 数 都 是 平面 波 . 由 于 我 们 已 经 把 态 间隔 dw 取 
作 p/2"mi 空间 的 体积 元 , 末 态 波光 数 必须 按 p/27fi 的 6 函数 归 一 化 : 
Y= ew", (126. 10) 
初 态 波 函 数 仍 按 单位 流 密度 归 一 化 : 


y, = oi, (126. 11) 


Q@@8 因此 很 明显 ,这 种 对 称 性 即使 在 微 扰 论 的 二 级 近似 中 也 已 不 复 存在 . 这 将 在 $ 130 中 直接 证 明 : 
参考 (130. 13 ) 式 . 
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则 (126.9) 具 有 面积 的 量 纲 , 它 就 是 微分 散射 截面 . 
(126.9) 式 中 存在 着 6 函数 意味 着 p' =p, 亦 即 动量 的 绝对 值 不 变 , 这 是 弹性 
散射 所 应 有 的 . 变换 到 动量 空间 的 球 坐 标 中 去 ( 即 把 dp' 改 为 P dp'do' = 


3p'(dp”) do') 并 对 p” 积 分 ,就 能 把 8 函数 去 掉 . 积分 的 结果 相当 于 把 被 积 式 
中 的 p' 改 成 p, 结 果 得 





do = [Ex Duoay | do' 
把 (126. 10) ,(126,11) 的 函数 代入 上 式 ,我 们 又 一 次 得 到 最 终 表 式 (126.7)， 
(126.7) 式 的 形状 ,可 以 应 用 到 U(x,y,z) 场 中 的 散射 ,这 个 场 不 只 是 7r 的 函 
数 而 且 可 以 是 坐标 的 任意 函数 . 但 在 有 心力 场 V(r) 的 情形 下 ,这 个 公式 还 可 进 
一 步 变换 . 在 积分 
| ZrmDe "dv 


式 中 ,我 们 采用 球 坐 标 +,8,9, 它 的 极 轴 沿 着 矢量 4 的 方向 ,我 们 用 如 代表 极 角 
以 便 区 别 于 散射 角 6. 现在 可 以 对 妖 和 gp 进行 积分 ,结果 得 


「 厂 [ U(r)ew™ risin dddpdr =4T 「 U( ) rdr 
把 上 式 代 入 (126.4) 中 , 即 得 有 心力 场 中 散射 振幅 的 以 下 表 式 : 


2m fr” sin gr 
f= | U(r) rdr, (126. 12) 
当 9=0( 即 g=0) 时 ,如 果 U(r) 在 无 穷 远 处 的 衰减 不 快 于 1/r , 则 以 上 积分 发 散 
(与 $124 中 的 一 般 结论 一 致 ). 
我 们 注意 到 下 列 有 趣事 实 . (126. 12) 式 中 的 粒子 动量 p 以 及 散射 角 6 只 通 


过 9 表达 出 来 . 因此 在 玻 恩 近 似 中 ,散射 截面 对 p,9 的 依赖 关系 只 是 通过 psin 了 


表达 出 来 . 
再 回 到 任意 场 U(x,y,z) ,我 们 来 研究 速度 很 小 (ka << 1) 和 很 大 (ka >>1) 
两 种 极端 情形 . 速度 很 小 时 ,可 令 (126.4) 式 中 的 e- ”~1, 因 此 散射 振幅 为 


i 
f= -二 fvav, (126. 13) 
而 当 U=U(r) 时 , 则 有 
A -学 ~ UC) rdr. (126. 14) 


此 时 的 散射 晨 各 向 同性 并 且 与 速度 无 关 , 这 和 $132 中 的 一 般 结 论 相 一 致 
反 过 来 ,在 高 速 极端 情形 下 ,散射 显著 地 非 各 向 同性 , 它 主要 是 集中 在 张 角 
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很 罕 的 Ag ~ 1/ka 锥 体 范 围 内 的 向 前 散射 ;实际 上 ,由 于 这 个 锥 体 以 外 的 4 值 很 
大 ,e”“' 因 子 是 一 个 急剧 振荡 函数 ， 它 与 组 变 函 数 U 相 乘 后 的 积分 结果 差不多 
等 于 零 . 

gq 值 很 大 时 的 截面 训 减 规律 并 不 是 普 适 的 , 它 与 场 的 具体 形状 有 关 . 如 果 场 
U=U(7r) 在 r=0 处 或 r 的 任 一 实数 值 处 具有 奇 点 ,那么 积分 式 (126. 12) 主要 由 
这 个 奇 点 的 邻 域 所 确定 ,其 截面 按 某 一 硕 次 规律 衰减 . 这 个 规律 也 适用 于 函数 
U(r) 没 有 奇 点 但 不 是 偶 函 数 的 情形 ;此 时 r=0 的 邻 域 在 积分 中 最 为 重要 .但 当 
V(r) 是 r 的 一 个 偶 函 数 时 ,这 个 积分 可 在 形式 上 扩展 到 负 的 r 值 , 即 沿 变量 ~ 的 
整个 实 轴 ,随后 可 把 这 个 积分 路 线 ( 如 果 U(r) 在 实 轴 上 没有 奇 点 ) 移 到 复 平面 
上 直到 磁 上 最 近 的 复 奇 点 为 止 . 当 9 值 很 大 时 ,积分 将 作 指 数 训 减 ,但 是 必须 记 
住 , 玻 恩 近似 对 于 计算 这 种 指数 式 的 小 量 一 般 讲 来 是 不 合适 的 (还 可 参考 
§ 131). 

尽管 Ab ~ 1/ka 锥 体内 的 微分 散射 截面 与 速度 的 关系 不 大 ,但 其 总 散射 截 


面 (假定 积分 | do 为 收敛) 在 高 能 时 由 于 锥 体 张 角 的 减 小 而 随 之 减 小 , 它 与 锥 


体 所 张 的 立体 角 成 正比 , 即 和 (Ab) ~1Me ae 成 正比 ,或 者 说 和 其 能 量 成 反比 . 
在 碰撞 理论 的 许多 物理 应 用 中 ,描述 散射 的 下 列 积分 通常 称 作 输 运 截面 : 


x = [a - cos 0) do. (126. 15) 
通过 类 似 于 以 上 的 讨论 可 以 知道 ,高 速 时 这 个 量 是 和 能 量 的 平方 成 反比 的 . 
习 题 


1. 求 球 势 阶 的 玻 思 近似 散射 截面 ,该 势 阶 当 r<a 时 UVU=-U,r>a 时 
U =0. 
解 :计算 积分 式 (126.12) ,得 下 列 结 有 果 : 
_ ,2 /mUoG \? (sin ga — gacos ga 
do =42 ( 一 :一 i ) sing 于 ) do 
对 所 有 角度 积分 后 (最 好 取 9 =2ksin(0/2) 为 积分 变量 ,把 do 换 成 2mgqdq/k ) 即 
得 散射 总 截面 : 


JE “(2ka)’ (2ka)’ 





Us 2 
dr =27 mUa” 3 ) [ ,Sin 4ka sin’2ka 


3 
极限 情形 下 由 上 式 得 





ka <<1 时; da= 





人 
ma” 、: 
天 ) 


_27 
ka >>1 时 ; o= 守 |( 
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2. 同上 题 ,但 U=Ue™". 
解 :最 好 用 (126.7) 式 计算 , 取 gq 方向 沿 一 个 坐标 轴 . 结果 得 





Cr um Ct i 


= 12 让 
这 些 公式 的 适用 条 件 由 U0U=U 的 不 等 式 (126.1),(126.2) 给 出 .此 外 ,如 果 指 数 
的 绝对 值 很 大 ,do 的 公式 也 不 能 适用 只. 


3. 同上 题 ,但 场 避 = 一 e 
解 :计算 积分 式 (126. 12 ) 得 ， 
do =4o ( 


ama \” do 





总 截面 为 





ama \’ 1 
下 ) 412a2 +1 
这 些 公式 的 适用 条 件 由 UU=a/a 的 (126.1)(126.2) 式 给 出 ;ama/ 记 <<1 或 
a/ hv << 1. 

4. 求 玻 轧 近 似 情形 下 有 心力 场 散 射 的 相位 6,. 

解 : 对 U(r) 场 中 运动 的 径 向 波 函 数 X =rR 以 及 对 自由 运动 波 函 数 ¥' ,我 们 
有 方程 [ 见 (32.10) ] 


rr =16Ta: ( 


更 ili+1) 2 
xX+ [2 -vx =0， 


(0) 7 2 区 +1) 《9) _ 
xX “十 [# a |x =0. 
第 一 式 磁 ,第 二 式 夹 义 , 相 减 后 再 对 r 积分 (采用 r=0 处 的 边界 条 件 X =0)， 
我 们 得 
yr Cr) -x Cr) Cr) = 学 | UM dr. 


把 U 看 作 微 扰 , 上 式 右 边 可 令 XX~X"" .Tr 一 w 时 上 式 左边 可 用 渐 近 式 (33. 12 ) 和 
(33.20) ,而 在 积分 式 中 我 们 用 精确 式 (33.10) 代 入 . 结果 得 


QD 这 种 情形 下 微 扰 论 的 不 适用 性 很 容易 从 计算 二 级 近似 的 散射 振幅 中 看 出 [ 见 (130.13)], 虽 然 
指数 函数 的 系数 比 一 级 近似 项 的 系数 小 ,可 是 负 指 数 只 比 一 级 项 中 的 小 一 半 . 
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sin 6,~6, = -于 人 U(r) LJ (kr)] rdr. 


这 个 式 子 也 可 从 玻 思 散射 振幅 (126.4) 直 接 展 成 勒 让 德 多 项 式 并 与 (123.11) 比 
较 后 得 到 (对 小 的 6,). 

5. 用 玻 轧 近似 求 U=a/(r+a )“ 的 场 中 (n >2) 快 粒子 (ka >>1》 的 总 散 
射 截 面 . 

解 :我 们 将 看 到 在 这 种 情形 下 ,大 和 角 动 量 的 分 波 振 幅 在 散射 中 是 主要 的 . 所 
以 把 (123.12) 中 对 ?的 求 和 改 为 积分 后 可 以 算出 截面 ;在 玻 因 近似 下 ,所 有 的 
6, <<1 ,所 以 


一 


下 
得 2152d1. (1) 


| 值 大 的 0, 可 从 (124. 1) 算 出 : 


作 替 代 严 +@ =(a +/b)/E, 上 式 可 化 成 熟知 的 欧 拉 积 分 ,结果 是 


,2 T(z)r ("2)} (2) 
2\ (rn-1)7/2 9 
2 (+r) r (Tn) 


(1) 式 由 范围 1~ak >>1 所 确定 ,这 就 证 实 了 所 作 的 假定 . 对 该 式 进行 积分 ,计算 
后 给 出 





:| T(z" -过 ) 
| Te 


根据 (126.2) ,在 此 情形 下 玻 恩 近似 成 立 的 条 件 为 ma/( 扩 ka ) <<1. 注意 oo~ 
k ,这 与 前 面 的 一 般 说 明 一 致 . 
6. 用 玻 思 近似 求 二 维 场 U=U(x,z) 中 的 散射 振幅 ,粒子 束 沿 z 轴 入 射 . 
解 : 采 用 $45 的 第 二 个 附注 和 汉 克 耳 函 数 的 渐 近 式 : 


2 放 尼 一 呆 
Hz ) mA 人 在 2 一 oa 时 ， 


我 们 求 出 在 远离 场 轴 (y 轴 ) 的 RR 处 , 波 函 数 的 修正 式 为 


式 中 的 散射 振幅 为 
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f(0) = -| U(p)e 2dp， 


hr /2mk 
式 中 p=(x,z) 是 二 维 径 和 失 ,d*p =dxdz,9 是 xz 平面 内 的 散射 角 . 二 维 情形 下 , 散 
射 振幅 的 量 岗 为 长 度 的 平方 根 ,散射 截面 do = if1 db 的 量 纲 为 长 度 . 
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我 们 来 研究 散射 的 量子 理论 过 渡 到 经 典 理论 极限 时 的 方式 ， 
不 考虑 散射 角 9 为 零 的 情况 ,我 们 可 把 精确 理论 给 出 的 散射 振幅 写成 
〈124.4) 的 形式 


f(0) = (27 +1)P,(cos bg)e (127. 1 ) 
我 们 知道 , 准 经 典 波 函 数 以 有 大 的 相位 为 特征 .因此 自然 可 假定 ,大 的 6 相当 于 
过 渡 到 经 典 散射 理论 这 一 极限 情形 . 求 和 式 (127.1) 的 值 主要 由 ! 值 大 的 项 所 决 
定 ,因而 P,(cos 0) 可 用 渐 近 式 (49.7) 来 代替 ,该 式 可 写成 
Bd 1 (4 二 + 这 _ -i(1+ 生 p- 综 ] 
pg, V2Tisin 0 |: 
上 式 代 人 (127.1) 得 


1 | l 计 281- (1 二 -了 王 ] i 281+ (1+ 计 p+ 至 
A909) er let” (pl ol (3 1}. (127.2) 


这 些 指 数 因子 作为 1 的 函数 都 是 急剧 振 落 的 (因为 它们 的 相位 很 大 ) ,因此 
(127.2) 式 的 求 和 中 大 多 数 的 项 将 相互 抵消 . 这 样 这 个 和 式 主要 取决 于 这 样 一 
些 1 值 ,这 些 1 位 于 指数 的 一 个 极 值 附近 , 亦 即 下 式 之 根 附 近 : 


2 8, +0=0， (127.3) 


在 此 范围 内 级 数 中 所 含有 的 大 量 的 项 ,其 指数 因子 几乎 保持 不 变 ( 因 为 极 值 附 
近 的 指数 变化 缓慢 ) ,因此 这 些 项 不 会 相互 抵消 掉 . 

准 经 典 情形 中 的 相位 6, 可 以 写成 以 下 两 个 相位 之 差 当 rr 一 % 时 的 极限 值 
( 见 8124) .一 个 是 以 ) 场 中 准 经 典 波 函数 的 相位 


1 (Ll+1/2) 
-er J2m[ E - U(r)] -tr, 


男 一 个 是 自由 运动 波 函 数 的 相位 ( 见 § 33) 


kr -FIn, 


因此 得 
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5 =- [= pm(E- -D0) - 2 -k]drt 人 (1+ 广 ) -hr 


(127. 4) 
再 将 这 个 式 子 代 人 (127.3) 式 , 当 我 们 计算 这 个 积分 的 导数 时 ,必须 记 住 积分 限 
ro 也 是 依赖 于 ! 的 ,但 是 由 此 而 产生 的 kdro/dl 项 正好 和 6, 中 - jir。 项 的 导数 相 
抵消 . 


i (1+ 过) 是 粒子 的 角 动 量 ,在 经 典 力 学 中 可 以 写成 mps 的 形式 ,其 中 p 是 


碰撞 参量 ,v 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 速度 . 作 此 替代 后 ;最 终 (127.3) 式 旺 以 下 
形式 : 
一 一 一 2 一- i (127.5) 
nr V2m(E-U)- (mvp/r)’ 2 
斥 力 场 中 只 当 式 右 6 前 取 负 号 时 ,上 式 才 能 有 根 (p 的 根 ) ,引力 场 中 式 右 只 能 取 
正 号 . 
(127.5) 与 通过 碰撞 参量 确定 散射 角 的 经 典 表 式 ( 见 《 力 学 》, $ 18) 完 全 相 
同 ,很 易 证 明 ,从 上 式 确实 可 得 截面 的 经 典 表 式 . 
为 了 证 明 这 一 点 .我 们 把 (127.2) 中 的 指数 展开 成 =! -1(9) 的 器 级 数 ， 
其 中 的 1,(0) 由 (127.3) 一 (127.5) 式 确定 .我们 取 (127.2) 中 的 第 一 项 ,从 而 取 
(127.3) 中 下 面 的 负 号 (吸引 ). 按 (127.3) 有 
d 5， 1 db 


dr = 加 2 4 








故 

1 人 1 1 d0 ,2 

让 28 - (2+ 二 )o- 夺 | ~i[28, (4+ 0- 守 | + 二 到: 
(127.2) 中 对 ! 的 求 和 现在 改 成 在 六 =0 点 附近 对 “的 积分 . 把 看 作 复 变量 ,在 
该 点 附近 取 积分 路 线 沿 指数 的 最 速 降落 方向 ,该 方向 与 实 轴 的 夹 角 或 为 二 "或 


为 -地 =", 这 由 do/dl 的 符号 来 确定 . 换 句 话说 ,我 们 令 忆 = texp ( + -im ] 并 对 
6 的 实数 值 积分 ;由 于 该 积分 收敛 很 快 , 积 分 限 可 延伸 为 -m 到 m : 

















A -ver 号 
结果 为 
f(0) -二 (2。 ) exp{i[28, - (+=)0-zr|}, (127.6) 
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1 | dl 
妇 | do 
磁 撞 参量 为 p = j 人 ,于 是 我 们 就 回 到 经 典 公 式 dc =2mpdp. 

由 此 可 知 ,经 典 散射 (偏转 角 9 为 给 定 ) 的 条 件 是 满足 (127.3) 式 的 ! 值 必须 
很 大 ,这 个 1 值 的 6, 也 必须 很 大 .后 一 条 件 有 一 个 简单 的 解释 . 当 粒 子 以 碰撞 
参量 p 人 射 时 ,如 果 我 们 可 以 说 偏转 9 角 的 散射 是 经 典 的 ,那么 这 两 个 量 的 量子 
力学 不 确定 度 必须 比较 小 :Ap <<p,A9 <<6. 散射 角 的 不 确定 度 为 Ag ~ Ap/p 数 
量 级 ,其 中 p 是 粒子 动量 ,Ap 是 其 横向 分 量 的 不 确定 度 ,由 Ap ~ 和 /Ap >> ji/p ,我 
们 有 Ab >> /pp, 故 


do = FI. 2msin 0d0 =2T d0. (127.7) 








0>>— (127.8) 


pmyv 

把 角 动 量 mpv 改 成 让, 我 们 得 01 >> 1 ,这 就 是 6, >>1( 因 为 8 ~19, 可 从 (127.3) 
看 出 ). 

粒子 的 经 典 偏转 角 可 以 用 “碰撞 时 间 ”7 ~p/v 内 的 横 动 量 增 量 Ap 和 原 动 量 
mv 的 比值 来 估计 . 在 距离 p 处 粒子 所 受 的 力 为 f= -dU(p)/dp; 由 于 Ap ~ 
Fp/v, 故 09~ Fp/mv*. 这 个 估计 只 当 0 <<1 时 才 严 格 成 立 ,但 即使 对 9 ~ 1 也 能 用 
来 作出 数量 级 的 估计 .代入 (127.8) 中 ,得 到 下 列 形式 的 准 经 典 散射 条 件 : 

[FIp” >> fiv. (127.9) 

这 个 不 等 式 应 对 满足 1V1i(p) 1E 的 所 有 p 值 成 立 . 

如 果 场 V(r) 衰减 得 比 1/r 还 快 ,那么 对 足够 大 的 p 值 来 讲 , 条 件 (127.9) 总 
是 不 能 满足 的 .可 是 小 的 9 对 应 于 大 的 p; 因 此 角度 足够 小 的 散射 不 再 是 经 典 
的 .反之 ,如 果 场 的 衰减 不 快 于 1/r, 小 角度 散射 就 是 经 典 的 ;此 时 大 角度 散射 是 
否 为 经 上 典 则 取决 于 场 在 小 距离 处 的 行为 . 

对 于 库仑 场 ,7 = a/r, 如 果 a >> hp, 则 条 件 (127.9) 是 满足 的 . 这 个 条 件 正好 
和 库仑 场 作为 微 扰 的 条 件 相 反 . 可 是 我 们 将 看 到 ,在 库仑 场 散射 中 ,量子 理论 所 
得 的 结果 总 是 和 经 典 结果 相 一 致 的 . 


习 题 


1. 求 某 场 中 准 经 典 散 射 的 总 截面 ,该 场 在 足够 远 处 具有 了 = oa 六 (nz >2) 的 
形式 . 
解 :由 于 起 主要 作用 的 是 7 大 的 8, 所 以 我 们 用 (124.1) 式 计算 6,: 


@ (127.5) 式 给 出 的 89 和 p 的 关系 有 可 能 不 是 一 一 对 应 的 ;可 以 有 不 止 一 个 p 值 对 应 于 同一 个 9 
值 . 在 这 种 情形 下 ,f(0) 是 由 一 些 具 有 适当 i 值 的 (127.6) 式 求 和 得 到 , 在 9(p) 的 极 值 处 ,导数 dp/d9 从 
而 还 有 经 典 微分 截面 do/do 都 变 成 无 穷 大 ;接近 这 样 的 6 角 时 ,经 典 近 似 当 然 不 再 成 立 ( 见 题 2). 
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这 个 积分 的 计算 见 8126 例题 $， 
把 (123.12) 中 的 求 和 改 成 积分 ,有 


0 = | 21sin28 dl， 
D 
然后 作 替 代 6, =& 并 对 了 进行 分 部 积分 ,以 上 积分 式 可 化 成 伽 玛 函数 . 结果 得 
1 1 Te 
T(zn-) 二 
了 一 3 n-3 2 2 QQ VV »-1 
| r (#7 ) 加 (2) 
2 
n=3 时 不 定式 展开 后 给 出 go =2T a/ ow. 
这 个 结果 的 适用 条 件 首先 是 ,6, ~1 时 有 1>>1; 由 此 给 出 不 等 式 
mak”™ /i >>1. 
另 一 个 条 件 是 要 求 U(r) 在 超过 距离 
r~ 二 ~ (ma 及 有 三 
(1 是 从 86 ~1 得 到 的 ) 后 ,必须 具有 本 题 所 给 的 渐 近 形式 ,这 个 距离 在 积分 (1) 
中 起 着 主要 作用 ,如果 场 的 渐 近 式 只 当 距 离 r>>a 时 方 能 达到 (其 中 C 是 该 场 的 
特征 尺度 ) ,我 们 就 有 条 件 








ma/ (fka’™' ) >>1. 

上 式 给 出 了 所 能 允许 的 速度 的 上 限 . 这 种 情形 下 ,对 足够 高 的 速度 (mavV 
有 ka" <<1), 有 ao ~ "(参考 §126, 题 5). 

2. 在 经 典 散 射 角 0(p)( 作 为 碰 擅 参量 p=1/k 的 函数 ) 的 一 个 极 值 附近 , 求 
散射 的 角 分 布 . 

解 :0(1) 在 某 个 1=1 处 具有 极 值 , 则 按 (127.3) 式 ,该 点 附近 的 6, 具有 如 下 
形式 : 

28,~28, + Ol' + 二 al ， 


其 中 =b(1), =l1- 几 ;在 这 里 我 们 仍 取 (127.3) 中 下 面 的 负 号 这 一 特殊 情 
形 . 对 0(1) 浮 数 的 极 大 值 或 极 小 值 ,常数 a 分 别 为 负 或 正 . 对 散射 振幅 讲 来 ， 
(127.6) 改 成 


Ls 1/2 .o- 


Vo- (zm) {Pfi( -re0 am 二， 
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其 中 9' =0-0. 用 (8.3) 把 以 上 积分 式 化 成 艾 里 函数 ,最 后 得 下 列 散射 截面 山 ， 
47io 2 ! ; 
do -pd ( -i ) de 
微分 截面 dg/d9' 随 进入 散射 的 经 典 允 许 区 (a <0 时 的 0 >0, 或 a>0 时 的 
9' <0) 的 距离 的 增 大 而 减 小 ;在 8 >0 点 的 另 一 侧 , 它 在 零 和 逐渐 衰减 的 一 个 振 
幅 之 间 振 荡 . 在 ga- =1.02 处 ,dgo/d9' 具 有 极 大 值 ,该 处 的 四” =0.90. 
3. 求 小 角度 准 经 典 散 射 的 角 分 布 , 设 对 茶 个 有 限 的 p=/k 值 ,经 典 偏 转角 
0 等 于 零 . 
解 : 准 经 典 散 射 的 假定 在 这 里 意味 着 1,。>>1 和 6 <<1. 于 是 接近 于 力 的 17 
值 在 散射 中 是 重要 的 .对 于 小 的 六 =7-1 ,我 们 有 


1 。， 
06 一 0 +7B! : 


然后 按 (127.3) ,1'=0 时 9=0. 将 上 式 代入 (127.1) ,把 Pi(cos 9) 写成 (49.6) 形 
式 ,对 /的 求 和 又 改 成 对 天 =0 点 附近 对 了 的 积分 加 : 


1 
f =iexp(2i8,) [110) exp (ipr') dr. 


这 个 积分 是 由 1 ~B "的 区 域 确定 的 ,对 于 96<<VB 的 角 , 我 们 可 把 (10) 
移出 积分 号 外 并 取 1= 处 的 值 , 剩 下 的 积分 用 前 面 所 述 的 方法 计算 . 结果 得 截 
面 四 

do (0) do, 
如 果 对 某 个 有 限 的 ( 非 零 )p 值 经 典 散 射 角 趋 于 的 话 , 当 散射 角 接 近 于 时 ， 
可 得 类 似 的 截面 结果 . 
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把 散射 振幅 看 作 是 进行 散射 的 粒子 能 量 6 的 肾 数 并 把 EE 形式 地 看 作 复 变 
量 ,可 以 确立 有 关 散 射 振幅 的 一 系列 重要 性 质 . 

我 们 来 考虑 一 个 粒子 在 场 U(r) 中 的 运动 ,该 场 在 无 穷 远 处 足够 快 ( 快 的 程 
度 以 后 再 指出 ) 地 趋 于 零 . 为 了 简化 讨论 , 先 假定 该 粒子 的 轨道 角 动 量 1 为 零 .我 
们 可 把 波 函 数 (1=0 和 为 任 一 给 定 值 的 苹 定 读 方 程 之 解 ) 的 浙 近 式 写 成 


@ 这 种 类 型 的 散射 在 成 虹 理 论 中 出 现 , 因 此 被 称 为 虹 散 射 . 

@ ”严格 讲 来 ,振幅 中 应 包含 来 自 碰撞 参量 p 一 % 的 小 角度 散射 供 献 的 一 项 ,但 此 项 与 所 列 出 的 那 项 
相 比 一 般 讲 来 是 很 小 的 . 

@@ ”这 种 类 型 的 散射 出 现 于 某 种 气象 现象 的 理论 中 , 称 为 发 光 散 射 ， 
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X= =A(E)exp ( -mE +B(E)exp ( Y er] ， (128.1) 
并 把 已 看 作 复 变 量 , 当 巨 为 负 实数 时 ,把 V- 巨 定义 为 正 的 . 此 波 函 数 假定 已 按 
某 一 条 件 例 如 %(0) =1 归 一 化 . 
在 左 实 轴 上 (已 <0) ,(128.1) 中 第 一 项 和 第 二 项 的 指数 因子 都 是 实 的 ,r 一 
% 时 ,其 中 的 一 个 是 衰减 的 另 一 个 是 增长 的 . 根据 x 是 实 函数 的 条 件 , 可 知已 <0 
时 A(E) 和 B(E) 都 是 实 函 数 , 由 此 还 能 得 出 这 样 的 结论 ,在 对 称 于 实 轴 的 任意 
两 点 上 ,这 两 个 函数 具有 复 共 轿 值 ; 





A(E*)=A°(E), B(E*)=B°(E). (128.2) 
从 左 实 轴 通 过 上 半 平 面 转 到 右 实 轴 , 即 得 E>0 时 的 波 函 数 渐 近 式 : 
Atpy em en Ee Helenb (128.3) 


玫 
如 果 是 通过 下 半 平 面 转 到 右 实 轴 ,我 们 就 得 
x=A*(E)e-”" +B’ (五 )e 
由 于 xX 应 该 是 E 的 单 值 函数 ,这 就 表明 
E>0 时 ,A(E) =B"*(E). (128.4) 
这 个 关系 式 也 可 根据 EE >0 时 x 函数 为 实 量 直 接 得 出 .但 由 于 (128. 1) 中 根 号 
V -上 不 是 单 值 的 ,系数 4(E) 和 B(E) 本 身 也 不 是 单 值 的. 为 了 消除 这 种 非 单 什 
性 , 复 平面 上 要 切 去 右 实 轴 . 这 条 制 线 使 得 V - 巨 是 单 值 的 从 而 保证 了 A(E) 和 和 
B( 五 ) 函数 的 单 值 性 . 并 且 这 两 个 函数 在 割 线 的 上 下 沿 具 有 复 共 思 f 值 [ (128.3) 
式 中 的 A(E) 和 B(E) 取 制 线 上 沿 的 值 ]. 
具有 上 述 割 线 的 复 平面 ,我 们 称 它 为 黎 曼 面 的 物理 叶 . 根据 我 们 的 定义 ,在 
整个 物理 叶 上 有 
Re V -E>0, (128.5) 
特别 是 在 市 线 的 上 沿 , VY -应 该 定义 成 为 ~-i1VYEQ@. 
(128.3) 中 的 两 个 因子 e* 和 e-*, 从 而 还 有 XX 中 的 两 项 ,都 是 数量 级 相同 的 
量 , 因 此 形 如 (128.3) 的 渐 近 式 总 是 合理 的 . 在 整个 物理 叶 上 , 当 r 一 om 时， 
(128.1) 式 中 的 第 一 项 指数 衰减 而 第 二 项 指数 增长 [由 于 (128.5)]. 因此 
(128.1) 式 中 的 两 项 具有 不 同 的 数量 级 ,从 而 这 个 表 式 作为 波 函 数 的 渐 近 式 不 
一 定 是 合理 的 :其 中 的 小 项 与 大 项 相差 过 于 悬殊 . 为 了 使 (128. 1 ) 式 成 为 合理 


@ 本 节 中 我 们 考虑 物理 叶 上 散射 振 申 的 性 质 .但 在 以 后 ,我 们 有 时 需要 考虑 ( 见 $134) 黎 受 面 的 另 
一 个 “ 非 物 理 ” 叶 . 在 这 个 叶 上 有 
Re V-E<0. (128.5a) 
从 右 半 轴 向 下 直接 穿 过 割 线 即 可 到 达 这 个 非 物 理 叶 . 
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的 ,小 项 和 大 项 之 比 必 须 不 小 于 势能 的 相对 数量 级 U/E ,这 正 是 薛 定 刘 方 程 转 人 
渐 近 区 时 被 略 去 之 项 . 换 句 话说 , 场 V(r) 必须 满足 以 下 条 件 : 


7 一 o 时 U(r) 的 衰减 快 于 
ep 人 - 22mrpe Vv-E). (128.6) 
如 果 这 个 条 件 对 任意 的 Re vy - 碧 >0 得 到 满足 即 如 果 U(r) 比 下 式 减 少 还 快 : 


e” (128.6a) 

式 中 e 为 任意 正 的 常数 ,那么 形 如 (128. 1) 的 渐 近 式 就 对 整个 物理 叶 成 立 . 作为 
常 系数 方程 的 解 , 它 没 有 的 奇 点 . 这 意味 着 孙 数 4A(E) 和 B(E) 在 整个 物理 叶 
上 是正 则 的 . 只 有 五 =0 这 一 点 除外 ,这 一 点 作为 割 线 的 起 始点 ,是 这 些 函 数 的 
分 支点 . 

粒子 在 场 Q(r) 中 的 束缚 态 ,对 应 于 "一 o 时 趋 于 零 的 波 函 数 . 这 一 点 意味 着 
(128.1) 式 中 的 第 二 项 不 应 出 现 ,也 就 是 说 ,离散 能 级 对 应 于 了 ( 正 ) 项 数 的 各 个 
零点 . 由 于 莅 定 汕 方程 只 有 实 的 本 征 值 ,8(E) 在 物理 叶 上 的 所 有 零点 都 是 实数 
(并 且 分 布 在 左 实 轴 上 ). 

E>0 时 的 4( 五 ) 和 有 (五 ) 函数 直接 与 场 U(r) 中 的 散射 振幅 有 关 , 现 说 明 如 
下 . 按 (33.20) 式 写成 的 x 渐 近 式 为 


x¥= 常数 [ @'‘*” +60) _ © -i(w+80) ] (128. 7 ) 
比较 (128.3) 式 和 (128.7) 式 即 可 看 出 
-人 全 = e205) ， (128.8) 


而 根据 (123. 15) 式 , 角 动 量 !=0 的 散射 振幅 为 
1 2i8o = 
=37(e -1) 二 


式 中 的 4 和 B 取 制 线 上 沿 的 值 , 
现在 把 散射 振幅 看 作 是 整个 物理 叶 上 的 下 的 医 数 ,我 们 就 可 以 看 出 ,离散 
能 级 就 是 这 个 函数 的 单 极点 . 如 果 场 V(r) 满 足 条 件 (128.6) ,根据 以 上 的 讨论 ， 
散射 振幅 不 再 存在 其 它 的 奇 点 名 
我 们 来 计算 某 一 离散 能 级 EE=E,<0 极点 处 的 散射 振幅 的 留 数 .为 此 目的 ， 
我 们 先 写 出 x 函数 及 其 对 能 量 的 导数 所 满足 的 方程 : 
2m 


"+2m EDy=0, (YY 12m(E-U)Y-- 
+(E-Ux=0，( 鹤 ) + 入 (B-)= -TX 


(128.9) 


一 二 -一 (分 +1)， 
2V-2mE‘B 


@ =0 点 除外 , 它 是 以 前 特别 提 到 的 4(E) 和 B(E) 据 数 的 奇 点 .但 当 E-0 时 散射 振幅 仍 能 保持 
有 限 值 ( 见 § 132). 
为 简短 计 ,以 后 不 再 每 次 声明 此 事 ， 





* 482， 第 十 七 章 弹性 碰撞 


ee r 积分 得 : 
xz 中 = xd (128. 10) 
把 上 式 应 用 于 =E。 和 7r->%. 式 右 的 积分 当 r->% 时 等 于 1( 如 果 束 缚 态 波 函 数 
是 按 通常 条 件 [Xrdr = 1 归 一 化 的 ). 式 左 的 x 用 (128.1) 式 代 人 ,并 且 考虑 到 
=, 点 附近 有 : 
A(E) ~=A(E,)=A4,, B(E)~(E+ IB) |,, =B(E+ IE,1), 


结果 就 得 
1 m 

P= A 21ET 
根据 以 上 这 些 表 式 可 以 知道 ,在 5=E 点 附近 散射 振幅 的 首 项 (1=0 的 振幅 ) 具 
有 如 下 形式 : 

天 Ao 1 

f= -In B+ FB 

由 此 可 见 ,离散 能 级 处 散射 振幅 的 留 数 取 次 于 相应 的 归 一 化 定 态 波 函 数 渐 近 表 


式 中 的 4, 系数: 
X=4oexp ( -Yo (128. 12) 


现在 回 到 散射 振幅 解析 性 质 的 研究 ,考虑 不 满足 条 件 (128. 6a) 的 情形 . 在 
这 样 的 场 中 ,只 有 (128.1) 式 中 的 增长 项 才 是 整个 物理 叶 上 蕉 定 调 方 程 之 解 的 
渐 近 式 的 正确 部 分 . 从 而 和 以 前 一 样 , 我 们 可 以 肯定 B(E) 函 数 没有 奇 点 . 

这 种 条 件 下 的 函数 A(E) 只 能 作为 右 实 轴 上 xX 渐 近 式 中 的 系数 (x 中 的 两 项 
在 该 处 都 是 合理 的 ) 的 解析 延 拓 才能 在 复 平面 上 确定 .但 是 这 样 的 延 拓 现 在 会 
给 出 不 同 的 结果 ,要 看 这 种 延 拓 是 从 割 线 的 上 沿 还 是 从 下 沿 开 始 的 ,为 了 得 到 一 
个 单 值 函 数 ,我 们 规定 ,上 半 平 面 和 下 半 平 面 中 的 4( 五 ) 是 分 别 从 右 实 轴 的 上 党 
和 下 治 开始 的 解析 延 拓 , 割 线 则 要 一 般 地 延 及 整个 实 轴 . 这 样 定 义 的 函数 仍 和 以 
前 一 样 ,具有 4(E" ) =4 (五 ) 的 性 质 , 但 一 般 讲 来 ,无 论 在 实 轴 的 右 半 部 和 左 半 
部 它 都 不 是 实 量 , 从 原则 上 讲 , 它 也 能 具有 奇 点 . 

然而 在 这 样 的 条 件 下 要 把 函数 4(E) 定 义 在 复 平面 上 ,只 能 通过 把 右边 实 
轴 上 作为 渐进 表 式 x 的 系数 那个 函数 做 解析 延 拓 来 得 到 . 但 是 一 般 讲 来 ,这 种 延 
拓 从 割 线 的 上 边 开 始 还 是 从 下 边 开始 ,所 得 的 结果 是 不 一 样 的 . 

为 了 达到 单 值 性 的 目的 ,我 们 约定 :上 半 平 面 的 4( 五 ) 是 由 右 半 轴 的 上 边 延 
拓 而 成 的 ,而 下 半 平 面 的 4(E) 是 由 右 半 轴 的 下 边 延 拓 而 成 的 . 这 时 ,一 般 讲 来 ， 
割 线 应 该 成 为 整个 实 轴 的 延 拓 . 这 样 得 到 的 函数 仍然 具有 4(E" ) =4"(E) 的 性 


(128.11) 
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质 ,但 一 般 讲 来 , 实 轴 的 左边 和 右边 都 不 是 实 的 ,原则 上 轴 上 也 可 能 有 极 反 ， 
我 们 来 证 明 ,函数 4( 五 ) 在 物理 叶 之 中 没有 极点 这 件 事 还 是 有 一 个 判 据 , 虽 
然 它 不 满足 条 件 (128. 6a) . 
为 此 ,让 我 们 考察 在 给 定 E 值 ( 复 值 ) 下 作为 复 r 的 鹃 数 的 x. 这 时 将 x 限制 
在 上 半 平 面 即 可 ,因为 上 下 两 个 半 平 面 中 的 4(E) 是 互 为 复 共 轿 的 . 对 于 能 使 
Er 成 为 实 正 数 的 那些 7 值 来 说 , 波 函 数 (128.1) 中 两 项 的 数量 级 是 一 样 的 . 这 
就 是 说 ,我 们 回 到 了 原来 >0,r 为 实数 的 那 种 情况 , 那 时 渐进 表 式 x 中 的 两 项 
对 于 任意 在 无 穷 远 趋 于 零 的 场 U(r) 来 说 都 是 合理 的 . 因此 可 以 肯定 ,对 于 那些 
E 值 ,4(E) 不 可 能 有 奇 点 ,这 些 E 值 就 是 , 当 7 沿 着 Er >0 的 射线 趋 于 无 穷 大 时 
能 使 U(r) 一 0 的 . 当 E 取 遍 上 半 平 面 的 所 有 的 值 时 ,条 件 Br >0 选 出 的 是 7 的 
复 平 面 的 右 下 象限 . 于 是 我 们 得 到 结论 中 ( 朗 道 ,1961 ) : 
在 右 半 平面 上 一 时 ， VCr) 满 足 条 件 U(r) 一 0 (128. 13 ) 
条 件 (128.6a) 和 (128.13) 包 括 了 类 型 很 广 的 一 些 场 . 以 致 可 以 这 样 说 , 散 
射 振 幅 通常 在 两 个 半 平 面 内 都 没有 奇 点 .在 左 实 轴 上 (如 无 割 线 它 是 物理 叶 的 
一 部 分 ) ,散射 振幅 具有 对 应 于 束缚 态 能 量 的 奇 点 ; 当 有 制 线 存在 时 ,还 可 能 具 
有 其 它 的 奇 点 . 
特别 是 , 它 发 生 于 下 列 形式 的 场 中 : , 
U = 常数 xre-”…， (128. 14) 
n 为 任意 .在 左 半 轴 的 0 < -已 < 志 /(8ma ) 间 隔 内 ,条 件 (128.6) 成 立 ,因此 在 这 
一 段 上 不 需要 有 制 线 ; 散 射 振幅 只 能 具有 对 应 于 束缚 态 的 极点 . 在 左 半 轴 的 其 余 
部 分 ,就 可 能 有 多 余 极 点 和 其 它 奇 点 (S.T. Ma,1946). 这些 奇 点 的 出 现 与 下 列 事 
实 有 关 , 当 r 沿 Er >0 的 曲线 趋向 无 穷 大 时 ,E 值 一 旦 运动 到 左 半 轴 的 下 面 (在 
r 复 平 面 上 ,也 就 是 上 述 曲线 落 到 虚 轴 的 左边 ) ,(128.14) 式 的 函数 不 再 趋 于 零 . 
其 次 ,我 们 来 研究 IE1 一 % 时 散射 振幅 的 解析 性 质 . 当 E 沿 实 轴 趋 向 无 穷 大 
时 , 玻 恩 近似 成 立 ,散射 振幅 趋 于 零 . 按照 前 面 的 讨论 ,这 种 情况 也 发 生 在 如 果 
的 复 值 满足 Er >0, 而 上 值 沿 复 平 面 中 任 一 直线 (arg 已 = 常数 ) 趋 于 无 穷 大 时 . 


当 r 沿 argr= -了 arg 忆 的 直线 趋向 无 穷 大 时 ,如 果 有 -+0, 并 且 U(7) 在 该 直线 


上 没有 奇 点 , 则 玻 恩 近似 的 成 立 条 件 得 到 满足 ,散射 振幅 仍 趋 于 零 . 当 argE 取 0 
到 严 的 所 有 各 值 时 ,arg r 取 0 到 -mr/2 的 各 个 值 . 

由 此 得 出 结论 ,如果 U(r) 在 7 的 右 半 面 内 不 存在 奇 点 并 在 无 穷 远 处 趋 于 
零 , 则 散射 振幅 在 五 平面 各 个 方向 的 无 穷 远 处 都 趋 于 零 . 


Q@ 由 于 V(r) 是 实 函 数 ,在 实 轴 上 有 等 式 U(r" ) =U" (7) 成 立 , 因 此 (128. 13) 在 右 下 半 平 面 成 立 自 
动 地 意味 着 此 条 件 在 整个 右 半 平 面 成 立 . 
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以 上 所 讲 的 虽然 都 是 针对 角 动 量 1=0 的 散射 ,但 在 实际 上 以 上 所 讲 的 一 切 
结论 对 角 动 量 不 等 于 零 的 任 一 分 波 振幅 都 是 成 立 的 . 推导 中 的 唯一 区 别 是 ,x 渐 
近 式 中 的 e* “因子 现 在 要 改 成 自由 运动 (33.16) 式 的 精确 径 向 波 函 数 @. 

10 时 ,(128.9) 和 (128.11) 式 要 作 某 些 改 变 . (128.7) 式 现在 改 成 

Xi =rR,= 常数 x {exp [i (sr- 守 +6,) | -exp | -i(k- 守 + ) | 局 

(128. 15 ) 
对 分 波 振 幅 f 可 得 [ 按 (123.15) 式 定义 ] 
坊 :4 
es (128. 16) 
在 角 动 量 为 1 的 E=E。 能 级 附近 ， ts it oa 


f~=(21+1)fP,(cos 0)=( 1 1 证 Erip1(2!+1)P(cos 0) ， 





(128. 17) 
用 以 代替 (128.11) 式 . 
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上 人 节 中 我 们 研究 了 具有 给 定 ! 值 的 分 波 散射 振幅 的 解析 性 质 ,我们 看 到 ,这 
些 性 质 由 于 有 可 能 出 现 “ 多 余 " 奇 点 以 及 无 穷 远 处 的 非 正 则 性 而 被 复杂 化 了 . 总 
振幅 作为 具有 给 定 散射 角 值 的 能 量 的 函数 ,显然 具有 类 似 的 性 质 . 可 是 , 零 角 度 
的 散射 振幅 构成 一 个 例外 ,我 们 现在 要 指出 , 它 的 解析 性 质 是 比较 简单 的 . 

写 出 进行 散射 的 粒子 波 函 数 的 薛 定 兽 方程 : 


人 


Vy + kw = (129.1) 


TR 
的 推迟 势 方 程 . 

这 个 方程 的 描述 在 远离 中 心 的 R, 处 沿 庆 方向 “辐射 "的 解 ,具有 以 下 形式 
( 见 《 场 论 》§ 66): 





eao ay 
多 区 时 一 -六 亏 


这 个 表 式 在 人 的 系数 给 出 散射 振幅 
fA0,E). 特别 是 ,如 令 k" "=k(k 是 人 射 粒子 的 波 矢量 ) , 即 得 零 角度 散射 振幅 : 


e-*""dV. (129.2) 





QD 这 些 函 数 的 极限 表 式 (33.17) 只 当 碧 >0 时 才能 应 用 ;在 E 平 面 的 其 余部 分 ,x 函数 中 的 两 项 具 
有 不 同 的 数量 级 ,引用 这 种 极限 表 式 后 ,对 Xx 函数 所 引起 的 误差 一 般 要 大 于 莅 定 词 方程 中 上 略 去 UV 所 引起 
的 误差 . 
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m — ikz 
flO0,E) = -zm | ye dy (129.3) 


(已 取 z 轴 沿 大 方向 ). 这 个 表 式 当然 只 有 形式 上 的 意义 ,因为 被 积 函 数 中 仍 含有 
未 知 波 函 数 . 但 对 作为 能 量 E 的 函数 的 (0,E) 这 个 量 讲 来 ,可 从 上 式 引 出 有 关 
它 的 解析 性 质 的 一 些 结论 由. 

被 积 函 数 中 的 函数 由 当 r 很 大 时 由 入 射 波 和 出 射 波 两 部 分 所 组 成 . 后 者 与 
e* 成 正比 ,因此 所 对 应 的 那 部 分 被 积 函 数 内 含有 e “因子 . 另 一 方面 , 复 平面 
(从 右 实 轴 荐 线 的 上 沿 出 发 ) 上 这 被 - V -2mE/i 所 代替 ,并 在 物理 叶 上 到 处 
有 Re v - 巨 >0. 由 于 rz>z,Re[ik(r-x)] <0, 这 个 积分 对 任意 的 复 E 值 收敛 . 
至 于 东 中 与 e 成 正比 的 人 射 波 部 分 , 它 的 指数 因子 在 积分 中 被 消去 ,因而 这 一 
部 分 也 是 收敛 的 . 

积分 (139.3) 中 的 函数 yy 作为 苹 定 计 方 程 之 解 对 所 有 的 复 E 值 都 是 唯一 地 
定义 了 的 , 它 除了 平面 波 外 只 含有 rr 一 % 时 衰减 的 那 一 部 分 . 因此 整个 收敛 积分 
(129.2) 也 是 唯一 地 确定 了 的 ,所 以 它 的 奇 点 只 能 通过 变 成 无 穷 大 才能 产生 . 
这 种 情况 发 生 在 离散 能 级 处 @. 

很 易 证 实 , 当 1E1 一 % 时 ,f(0,E) 保 持 有 限 . 当 | 五 | 很 大 时 ,(129.1) 式 的 薛 定 
谓 方 程 中 可 以 略 去 含有 局 之 项 ,从 而 使 水 中 只 剩 下 平面 波 峭 ~。 结果 使 
(129.2) 式 变 成 


nm 


A(0,% 1 一 2 大 


这 和 零 角度 散射 的 (9 = 0 的 ) 玻 恩 振 幅 (126.4) 相 一 致 ,我 们 把 它 记 作 户 (0)， 

由 此 得 出 结论 , 零 角度 的 散射 振幅 在 整个 物理 叶 ( 包 括 无 穷 远 处 ) 上 是 正则 
的 ,只 有 左 实 轴 上 离散 能 级 处 的 极点 是 例外 @， 

现在 来 研究 积分 式 





| UdYy, 


0,E') - 
了 f\ ) fap 


2TiJc EE’'-E (1303) 


Q@ ”当然 已 经 假定 , 当 r% 时 , 场 Cr) 衰减 得 足够 快 ,使 得 F(0, 五 ) 是 存在 的 (当下 >0 时 ), 见 
§ 124. 

轩 为 避免 误解 ,我们 必须 强调 指出 ,这 里 所 讨论 的 少 是 指 系统 的 总 波 函 数 , 它 的 归 一 化 条 件 就 是 渐 
近 表 式 中 平面 波 前 的 系数 等 于 1[ 见 (123.3) 式 ]. 上 节 中 我 们 研究 的 是 这 个 波 函 数 的 站, 部 分 ,mi 具有 确 
定 的 角 动 量 值 1 并 且 假 定 已 按 某 种 任意 方式 妇 一 化 . 如 果 把 总 波 函 数 按 沙 数组 上, 展开 , 则 在 展 式 中 y 前 
含有 一 个 正比 于 1/B, 的 系数 ;以 1=0 的 (128.3) 式 函数 为 例 , 它 在 少 的 展 式 中 呈 以 下 形式 : 


常数 x 一 x -到 [(4 +B)ew -2iBsin kr], 


因此 在 函数 B,(E) 的 零点 处 ,也 就 是 在 离散 能 级 处 ,y 变 成 无 穷 大 . 
加 以 上 的 证 法 属于 1. 1. Bannees(1958). 
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所 选 的 积分 路 线 见 图 46 , 它 由 一 个 无 穷 远 处 的 圆 和 绕 右 半 轴 割 线 的 曲线 所 组 
成 . 沿 圆 弧 的 积分 等 于 零 ,因为 KR0,o ) -=0. 
沿 割 线 两 沿 积 分 后 给 出 
Lf EA) gp, 
T Jo E'-F 
上 式 中 已 经 采用 了 § 128 中 对 物理 振幅 所 作 的 
定义 ,对 正 实 值 的 ,这 个 物理 振幅 是 由 割 线 的 


上 沿 给 出 的 , 割 线 的 下 沿 则 给 出 复 共 恩 值 . 
另 一 方面 ,根据 柯 西 定理 ,积分 式 (129.4) 


应 等 于 /(0,E) -fi 再 加 上 被 积 函数 总 "2 在 








各 极点 E' =E, 处 的 留 数 R,, 其 中 的 E, 就 是 各 40 
个 离散 能 级 的 能 量 ,这 些 留 数 可 以 用 (128.17) 式 确定 并 等 于 
d, 本 hi 4o。 
R= EE d=-(-1) (2l1 +1) Fm ， (129.5) 
/. 是 能 量 为 王 , 的 状态 的 角 动 量 . 因此 得 
后 了 d 
AOE) =f+i[ Ps de’+ SFE (12.0) 


此 式 称 为 色散 关系 , 它 用 E>0 的 f(0， 
E) 的 虚 部 值 确定 物理 叶 上 任 一 点 的 CE) 
fA(0,E) 值 (D. YY. Wong,1957;N. Khuri, A 
1957 ) . 
当 忆 点 趋 于 制 线 的 上 沿 时 ， sd 
(129.6) 式 中 沿 实 轴 的 积分 应 从 下 面 绕 过 EE=E' 极 点 ,如 果 作 一 个 无 限 小 的 半圆 
绕 过 这 一 点 (图 47) ,(129.6) 式 右边 积分 的 相应 部 分 给 出 iim fA(0,E), 剩 下 从 0 
到 wo 的 积分 必须 取 作 主 值 . 结果 得 
m / d 

Re gb -请 + 人 dE’+ 2 FE 
E >0 的 零 角度 散射 振幅 的 实 部 就 可 以 通过 它 的 虚 部 来 确定 . 可 以 提 及 的 是 , 根 
据 (125.9) 式 ,后 者 直接 和 总 散射 截面 相 联 系 . 
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散射 振幅 的 概念 中 只 含有 散射 粒子 的 初 末 态 动 量 的 方向 . 因此 自然 地 也 能 
在 动量 表象 中 表述 散射 问题 ,在 此 表象 中 并 不 存在 过 程 的 空间 分 布 问题 . 下面 我 
们 来 看 怎样 做 到 这 一 反 . 





(129.7) 
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首先 ,我 们 取 原 来 的 醉 定 记 方 程 
-vy(r) + [U(r) -Ely(r) =0, (130, 1) 
把 坐标 波 函 数 变 到 动量 表象 , 亦 即 变 成 它 的 传 里 叶 分 最 
a(g) = | De av， (130. 2) 
反之 有 
ylr) = 75 | (9) ed (130. 3) 


(130.1) 式 乘 以 e 并 对 dV 积分 .第 一 项 作 两 次 分 部 积分 后 给 出 
eviy(r) dv= [wlr) ve "dv = -ga(g). 
第 二 项 中 ,wy(r) 用 (130.3) 代 入 ,我 们 得 


[UC yr)e "dv = EE dg 


(27)” 





= | U(g -gq')a(g) ds 
式 中 的 U(q) 是 场 U(r) 的 伟 里 叶 分 量 ?: 
U(g) = | xDe ay， 


因此 薛 定 请 方程 在 动量 表象 中 变 成 
rg ， ， 

(5 -Eja(g) + {vg- gal ) Gs = =0, (130.4) 

注意 这 是 一 个 积分 方程 ,不 是 微分 方程 . 
描述 动量 为 大 的 粒子 散射 的 波 函 数 具 有 以 下 形式 : 
pi(r) =e +Xi(r), (130. 5) 

式 中 的 Ms Cr) 函数 , 它 的 浙 近 式 (r 一 % 时 ) 是 一 个 射出 球面 波 . 上 式 的 傅 里 叶 分 
量 为 


到 FF 


ar(g)=(2m) 6(g —k) +x:(q) (130. 6) 
EA 4) ,得 x,(g) 函数 的 以 下 方程 多 : 


Eg 9) = Ug-k) + UCg -qe(g") Ss (130.7) 


(27)” 
用 下 式 定 义 的 未 知 怨 数 代 兰 x;(q) ,对 上 式 进行 变换 ， 





QD 为 方便 计 , 我 们 把 gq 写成 为 传 里 叶 分 量 的 宗 量 ,不 作 下 标 处 理 ， 
加 根据 5 洲 数 的 性 质 ,乘积 (gq? -她 )8(gq ~- 上) 乘 任 一 函数 /gq) (在 q =k 处 无 奇 点 ) 后 对 dg 积分 等 
于 零 , 在 这 个 意义 下 ,可 令 (g 天 )8(g ~ 天 ) =0. 
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2m F(k,gq) 
=— 一 一 一 一 一 130. 8 
Xi(q) #2 gq -ki0’ ( ) 


这 就 消去 了 (130.7) 式 系数 中 9 = 大 处 的 奇 点 ,该 式 变 成 


二 _1) _2m/rUgq-g)F(k,g) dg 
F(k,g)= -U(g-k) | gO Cm) (130. 9) 


其 中 的 i0 代表 5 一 +0 时 i6 的 极 值 , 它 包括 在 定义 (130. 8) 中 ,目的 是 使 
(130.9) 式 的 积分 具有 给 定 的 意义 ,因为 它 确立 了 绕 过 gg = 大 点 的 方式 (参考 
$43). 我 们 来 证 明 , 这 样 的 积分 方式 相当 于 使 以 下 函数 具有 所 需要 的 渐 近 
形式 : 





_2m fF(k,g)e"’ _d’g 
Xx (7) ee gy (130. 10) 


为 此 ,我 们 令 d'g =gq dgqdo, ee do, 积分 , 即 对 矢量 g 相对 于 7 的 各 个 方 
向 积分 . 这 类 积分 早已 在 (125.2) 第 一 项 的 变换 中 做 过 ;在 r 大 的 区 域内 ,结果 是 


_ _2m2ni (* F(k,gn')e” 一 下 (天 -gn’)e’” gdg 
Xr) je #2 r | gq-k -i (27): 
其 中 mn' =r/r, 或 者 


Es gn’')e” gqdgq 
XT) = -3 na gy -RP-i0 


被 积 函 数 在 gq=k+i0 和 g= -k-i0 处 具有 极点 ;9 复 平面 上 的 积分 路 线 分 
别 从 下 面 和 从 上 面 绕 过 这 两 点 . (图 48a). 这 条 积分 路 线 可 以 稍为 移动 到 上 半 平 
面 内 ,用 一 条 平行 于 实 轴 的 直线 和 一 个 绕 9 = 上 极点 的 封闭 圈 来 代替 (图 48b). 





(a) (b) 


沿 直线 的 积分 当 一 om 时 趋 于 零 (因为 被 积 函 数 中 含有 e …”" "因子 ) , 沿 封闭 圈 的 
积分 等 于 被 积 函数 在 极点 9 = 处 的 留 数 乘 以 2mi. 最 后 结果 为 


i (130. 11) 





Xxr(r) = 


式 中 为 k 方 向 的 单位 矢量 .我 们 已 经 导出 了 所 需 的 波 函 数 浙 近 式 ,而 散射 振幅 
为 





Ry: (130. 12) 
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可 见 散 射 振幅 由 满 定 积分 方程 (130.9) 的 (Ek,gq) 函数 在 g = 大 点 的 值 所 决定 . 

当 微 扰 论 能 用 时 ,(130.9) 式 很 易 用 辣 代 法 求解 .一 级 近似 中 赂 去 积分 项 ， 
我 们 有 FF(k,q) = -VC -上 ). 下 一 级 近似 中 我 们 把 它 代入 积分 项 内 , (130.12) ， 
式 的 散射 振幅 就 变 成 ( 稍 改 记号 ) 

R 2m fr U1( 天 一天) 17( 天 一 天 ) dk” 
Nm) = {Ut To 
(130. 13 ) 

其 中 上 =kn,k' = jz 第 一 项 与 一 级 近似 (126.4) 相 同 ;第 二 项 表明 二 级 近似 对 
散射 振幅 的 贡献 号 . 

从 (130.13) 可 得 § 126 中 提 到 的 一 个 结论 :即使 在 二 级 近似 中 ,散射 振幅 也 
已 失去 (126.8) 式 的 对 称 性 . 初 看 起 来 ,(130.13) 的 积分 项 对 初 末 态 的 对 调 似乎 
也 是 对 称 的 . 实际 不 然 , 因 为 取 复 共 固 表 式 后 ,积分 路 线 及 其 绕 过 极点 的 方式 已 
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如 果 势 能 与 六 /ma (a 和 通常 一 样 是 势 场 的 作用 距离 ) 相 比 并 不 小 ,就 有 可 
能 发 生 一 种 情况 ,此 时 散射 粒子 的 能 量 很 大 ,使 得 





5 


1DI 人 (131. 1 ) 
ma 
但 还 满足 条 件 
iIU| = 上 ha = 名， (131.2) 
当然 ,我 们 假定 了 
ka >> 1. (131.3) 


在 这 种 情形 下 , 虽 是 快 粒子 散射 ,但 玻 恩 近似 不 适用 :条件 (126. 1) 和 (126.2) 都 
不 满足 . 
考察 这 种 情形 ,我 们 可 用 (45.9) 的 波 函 数 表 式 : 


=e™F(r), F(r) =exp [ -二 | Udz ). (131.4) 


应 用 此 式 时 ,能量 只 需 满足 条 件 171 << E. § 45 中 曾经 指出 ,上 式 只 对 z << ka 
成 立 , 所 以 它 不 能 立即 延伸 到 渐 近 式 (123.3) 得 以 成 立 的 距离 处 . 可 是 我 们 并 不 
需要 这 样 做 ;计算 散射 振幅 时 ,知道 a <<z << ka” 区 间 内 的 波 函 数 已 经 足够 ,此 
时 F(r) 指 数 中 的 积分 可 以 延伸 到 无 穷 远 : 


@ 这 个 结果 不 用 动量 表象 当然 也 很 易 得 到 . 二 级 近似 与 一 级 近似 式 的 差别 在 于 把 (130. 13) 中 大 括 
号 内 的 表 式 改 成 (天 -天 ) ,这 可 从 (43.1) 和 (43.6) 式 的 比较 中 明显 看 出 . 
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y=e™S(p), (131.5) 
其 中 的 记号 


| 1 re 
— a2i3(8) SR 
S(p) =ezem) ， 5(p) = ps Udz, (131.6) 


Pp 是 xy 平面 内 的 径 矢 . 
快 粒子 散射 主要 发 生 在 小 角度 ,这 是 我 们 现在 要 考虑 的 . 由 于 动量 的 改变 
比较 小 (9 <<) ,矢量 g 可 以 看 成 垂直 于 人 射 粒子 的 波 矢 上 ,也 就 是 位 于 xy 平 
面 内 . 散射 波 可 从 (131.5) 减 去 人 射 波 e™“(z= -wm 的 (131.4) 式 ) 后 得 到 . 波 矢 
为 k' = 天 +9 的 散射 振幅 和 散射 波 的 相应 傅 里 叶 分 量 成 正比 中 : 


f= | [so) -1]e-eoed2p 


(dp =dxdy). 这 个 表 式 中 的 比例 系数 可 通过 与 玻 恩 近 似 极限 情形 的 比较 而 导出 
( 见 下 面 ). 

这 个 计算 也 可 用 一 个 不 同 的 方法 来 进行 , 它 能 直接 导出 一 个 完全 确定 的 表 
式 . 为 此 我 们 采用 (129.2) 并 把 (131.4) 的 少 代 人 .由 于 按 (45.8) 有 


UF = =2 认 如 ， 
得 散射 振幅 (e”"*/R。 的 系数 ) 
f = [2 e -dxdydz = 
= 元 | [F(z=%) -F(z= -oo )]e-a'odxdy， 
把 FF 的 表 式 代入 ,最 后 得 包 
f=2: { [SCp) -1]e dp (131.7) 


如 果 能 量 很 高 ,以致 65~ 17Ia/ 知 << 1, 玻 恩 近似 成 立 : 展 开 S -1 二 2i6, 由 
(131.7) 得 





f= 0 | Vee dpdz, 


与 (126.4) 式 一 致 . 


人 求 散 射 振幅 的 这 种 方法 类 似 于 讨论 夫 琅 禾 费 入 射 (《 场 论 ), 861) 时 所 用 的 方法 , 衍射 效应 使 得 
(131.4) 对 yzka: 不 适用 ， 
@ 两 维 情形 下 ,V(x,s) 场 中 的 散射 振幅 由 以 下 类 似 的 公式 确定 : 


-二 全 | [S(z) -1]e-wdx. (131.7a) 


if1?d0 是 沿 y 轴 单 位 长 度 内 的 散射 截面 ,8 为 xz 平面 内 的 散射 角 ; 尚 可 参考 $ 126 题 6. 
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应 用 光学 定理 (125.9) ,我 们 可 以 (131.7) 导 出 散射 总 截面 . 零 角度 的 散射 
振幅 就 是 gq =0 的 j 值 .因此 得 


CI = [2Re(1 -S)d'p 全 | 4sinm5(o)dp， (131. 8 ) 


被 积 函 数 可 看 作 碰 撞 参 量 在 dp 范围 内 的 粒子 散射 截面 0. 

(131.7) 式 并 没有 预先 假定 势 场 是 有 心力 场 .对 有 心力 场 讲 来 ,值得 看 一 下 
怎样 从 精确 的 一 般 公式 (123. 11) 直 接 导 出 此 式 ， 

根据 条 件 (131.1) 一 (131.3) ,散射 中 起 主要 作用 的 是 角 动 量 ;大 的 分 波 振 
幅 . 因此 波 防 数 满足 准 经 典 条 件 ,我 们 可 用 (124. 1) 式 的 3. 令 该 式 中 的 
r 之 lAk,r =z + 了 /hk ,我 们 得 

~ -下 |  V(VTRR)d, 
hi J vs VE -EF/r 天 8 yo 

这 与 (131.6) 中 p=Wk 时 的 6(p) 值 一 致 @@. 其 次 ,小 角度 (6 <<1) 时 1 大 的 勒 让 
德 多 项 式 可 取 (49.6) 的 形式 : 


Pi(cos 9) =~=]J,(0!) -= 二 a 
上 式 代入 (123.11) 并 把 求 和 (对 大 的 站) 改 成 积分 ,我们 得 
f= {| fem"rdpldl = fe"edrp, (131.9) 


式 中 4g 和 p 为 两 维 矢量 ,其 大 小 为 gq =k0,p = 1k. 最 后 ,把 (123.15) 的 f[ 式 中 
5, =6(1E) ] 代 入 ,就 回 到 (131.7) 式 . 
对 于 有 心力 场 中 的 散射 ,(131.7) 式 对 xy 面 内 的 极 角 pg (dp = pdpdg ) 积 分 
后 , 变 成 
f= -ik | {exp[2i8(p)] -1}J, (gp)pdp, (131.10) 


$ 126 中 已 指出 , 玻 恩 近似 不 能 适用 于 大 和 角度 的 快速 粒子 散射 ,如 果 截 面 是 
一 个 指数 式 小 量 的 话 . 这 里 给 出 的 方法 在 这 种 条 件 下 也 不 能 适用 . 这 样 的 情形 实 
际 上 是 准 经 典 的 , 微 扰 论 不 能 应 用 . 


中 152 中 ,将 给 出 被 多 粒子 系统 所 散射 的 情形 下 (131.7) 和 (131.8) 式 的 推广 . 
四 准 经 典 函 数 2 加 (p) 是 粒子 作 经 典 轨道 运动 时 由 场所 引起 的 作用 量 的 改变 量 . 对 快速 粒子 , 轨 
道 可 取 直 线 , 从 而 26(p) 等 于 下 面 两 个 经 典 作用 量 积 分 之 差 


2 、 2mU 加 m » 
f | /让 -ds - | kdz ~ oa]. Udz. 
在 这 种 意义 下 ,此 处 的 26(p) 所 起 的 作用 类 似 于 几何 光学 中 程 函 的 作用 . 散射 理论 中 的 这 种 近似 因而 常 
称 作 程 函 近 似 . 但 应 强调 指出 ,散射 振幅 并 不 还 原 成 为 它 的 准 经 典 值 ,因为 一 般 讲 来 ,条 件 81 >>1 和 6, >> 


1 并 不 满足 ， 
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根据 准 经 典 近 似 的 一 般 规 则 (参考 § 52,§53), 按 指数 规律 衰减 的 散射 截 

面 中 , 它 的 指数 可 以 通过 经 典 禁 区 中 “ 复 轨 道 ” 的 研究 来 确定 .外 
经 典 散射 问题 中 ,粒子 在 场 U(r) 中 的 散射 角 0 与 磁 撞 参量 p 之 间 的 关系 为 
T+0_. [pdr (131.11) 


2 m0 » | U 
ro 是 最 接近 于 力 心 的 距离 ,为 下 式 的 一 个 根 . 


2 UvU 
1 (131. 12) 


( 见 (127.5) ) .我们 感 兴趣 的 情形 相当 于 经 典 粒子 散射 中 不 能 偏转 的 角度 区 @, 
这 些 角度 相当 于 (131. 11) 式 的 复数 解 p(9) (具有 相应 的 m 复 值 ). 根据 这 样 求 
出 的 函数 p(6) 以 及 粒子 的 经 典 轨道 角 动 量 mvp ,可 以 算出 作用 量 


S(0) =mv [ p(0) 0, (131. 13) 
式 中 wv 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 速度 , 散射 振幅 为 
f~exp( -二 Im S(6) ). (131.14) 


一 般 讲 来 ,(131. 12) 式 的 复 根 不 止 一 个 . (131. 11) 式 中 的 m 应 该 选取 这 样 的 一 
个 复 根 , 它 具 有 最 小 的 正 虚 部 Im S. 此 外 ,如 果 U(r) 具 有 复 奇 点 ,也 应 看 作 m 的 
一 个 可 能 值 @. 

r~ro 区 域 在 (131.11) 的 积分 中 最 为 重要 . 当 碧 很 大 时 , 根 号 内 的 UVAE 项 可 
以 略 去 . 积分 后 得 


p = Tcos 5-0. (131.15) 


如 果 m 是 函数 ZX(r) 的 一 个 奇 点 , 它 只 和 场 的 性 质 有 关 而 和 p 或 E 无关 .用 
(131. 13 ) 式 算出 $ 后 , 即 得 这 种 情形 下 的 散射 振幅 为 
f~exp ( -sin Im r )- (131.16) 
但 如 取 自 (131. 12) 式 的 一 个 根 ,指数 的 形状 就 和 场 的 特点 有 关 . 例如 以 下 
图 数 
U=Ue- 


( 它 在 有 限 距离 内 无 奇 点 ) 根 据 方程 式 


8 关于 指数 因子 前 的 系数 的 讨论 , 见 A. 3. ITaTarnnHckuit, B. JI. Toxposcknhi, H. M. XanaTrHHKOB， 
RITO® ,45 ,989 ,1963 ( Soviet Physics JETP 18 ,683 ,1964). 

@ 这 里 所 讲 的 方法 不 但 对 大 的 成立, 而 且 对 散射 为 指数 式 小 的 所 有 情形 都 成 立 . 

@@ ”我 们 记得 ( 见 §126) ,如 果 V(r) 当 > 为 实 量 时 具有 音 点 . 则 截面 不 按 指数 规律 衰减 . 
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得 
r, ~ia hn (地 sin’ 39). (131.17) 


由 于 它 对 6 的 依赖 性 极 小 ,r 在 (131. 13) 的 积分 中 可 以 看 作 常 数 , 结 果 得 
(131.16) 式 的 散射 振幅 ,其 中 的 7 由 (131.17) 式 给 出 . 


习 题 
1. 对 半径 为 a 深度 为 局 并 满足 条 件 (131.1)U, << 拓 妨 /m 的 球形 方 势 阱 ， 
来 总 散射 截面 ， 
解 : 我 们 有 


「 和 
根据 (131.7) ,向 前 散射 振幅 (9 =0) 为 
_ ik rr” 2iU, 3 人 a 
Ne eh 
2 2ip 
2 [ ( -Dxdr="9 i- -a(e" -1) | 
0 vv 


其 中 v= Uoa/iiv 为 “ 玻 思 参量 ” ,根据 光学 定理 (125.9) , 求 得 总 鹤 面 : 
2 [1 1 sin 27 ?| 


2y° 7 2z 

在 v<<1 的 ( 玻 思 ) 极 限 情形 下 ,上 式 给 出 g =2ma zy ,与 8126 题 1 一致 
在 v>>1 的 相反 极限 情形 下 ,我 们 有 ao =2mea , 即 几何 截面 的 两 倍 . 后 一 结果 具 
有 简单 的 含义 . 当 v>>1 时 ,碰撞 参量 P<a 的 所 有 粒子 均 被 散射 , 亦 即 离开 入 射 
束 .在 这 个 意义 下 , 势 阱 具有 “吸收 " 球 的 行为 ;根据 巴 比 滥 (Babinet) 原理 ( 见 
《 场 论 》§ 61 末 ) ,总 截面 为 “吸收 "截面 的 两 倍 . 

2. 同 题 1 ,但 场 U= Uexp( -r /a ). 

解 :这 种 情形 下 

[ Udz =a Vm Uexp(l -p /a’), 


代入 (131.7) ,改变 积分 变量 ,得 零 角 度 散 射 振 幅 
ika? rr ， du 
Ho) = -| (oe* -De, 


uu 
式 中 v= Ua/hiv. 故 总 截面 为 





pm 
o =2mo* | (1 — eos i 
0 u 
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对 于 vy<<1, 被 积 函 数 为 1/24 ,截面 rr =1/2ma'v ,这 与 4126 题 2(ka >>1 
时 ) 一 致 .对 于 v>>1, 我 们 把 被 积 函 数 写成 (1 -e “cos &) 人 ,含有 一 个 小 参量 
入 ,积分 后 再 令 它 趋 于 零 , 分 部 积分 后 给 出 


广 (1 -eos 4) ~In(v YT) 一 「 ln vsin udu =In(v Vm ) +C， 
0 0 
式 中 C 是 欧 拉 常数 . 故 


rr=2ma:lnjywWmreci ，zy>>1. 
3. 求 磁 场 中 电子 小 角度 散射 的 截面 ,该 场 集中 在 半径 为 的 柱 形 区 内 (TY. 
Aharonov, D. Bohm ,1959 ) . 
解 : 令 磁场 沿 y 轴 , 它 也 就 是 柱 形 区 的 轴 ，, 并 取 入 射电 子 束 的 方向 为 z 轴 . 那 
么 散射 与 坐标 y 无 关 , 我 们 可 以 考虑 xz 平面 内 的 两 维 问题 . 
柱 形 区 外 ,磁场 盏 =0, 但 其 失势 不 等 于 零 ; 


9 
A=3V9?, (1) 


式 中 9 是 xz 平 面 内 的 极 角 ,$ 是 磁 通 量 ;实际 上 对 xz 平面 内 的 加 (半径 7 >a) 面 
积 进行 积分 , 即 有 


2 可 


0 


势 (1) 政 变 了 电子 波 函 数 (平面 波 ) 的 相位 ; 按 (111.9) ,我 们 有 





J aaxdz= $4- dl =p 


p=e*eoxp (Ap). (2) 
但 是 此 式 在 洛 z>0 半 轴 的 一 个 窜 区 (宽度 ~a) 内 不 适用 ,因为 通过 磁场 区 域 的 
粒子 运动 受到 了 该 场 的 干扰 . 这 就 解释 了 绕 原 点 使 p 角 增 加 2T 时 函数 (2) 出现 
的 非 唯一 性 . 实际 上 从 (2) 式 的 不 适用 性 得 到 ,在 z>0 的 半 轴 附近 有 一 条 荐 线 
(宽度 为 有 限 ): 在 市 线 的 两 侧 ,g 值 相差 25, 例如 干 丰 . 
对 于 具有 小 动量 转移 gq 二 kh0(ga <<1,0 <<1) 的 小 角度 散射 , 模 距 x ~ 1/g >> 
za 是 重要 的 , 割 线 的 宽度 可 以 略 去 .考虑 z>> 1x1 的 区 域 ,我 们 还 能 略 去 z 轴 . 两 
侧 沙 对 x 的 依赖 关系 ,得 到 外 
exp ( -38 ) ， %>0, 
y=e F(x), F(x)= . (3) 
exp (2 ) X<0. 
“两 维 ” 散 射 振幅 由 (131.7a) 式 算出 四 .gq 寺 0 时 我 们 有 


@ (3) 和 (131.4) 式 一 样 ,对 很 大 的 * 值 不 适用 , 那 时 街 射 效应 变 得 很 重要 . 
@@ 早已 提 及 ,这 个 公式 (gq =0) 不 用 势 场 中 的 莅 定 请 方程 也 能 导出 . 
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JW 庆 [em( 35 向) 人 。 “de+ 复 关 本 式 ] 


计算 此 积分 时 引入 因子 ,积分 后 再 令 A 一 0 ,结果 为 





-i nD 
天 二 二 
从 而 散射 截面 为 
2 jinz Pd 
= |fl*d0 = Ein 2hc p (4) 
2 <<1 时 ,我 们 得 
eq’ db 
27khe 0 
相当 于 微 扰 论 适用 时 的 情形 . 


注意 截面 (4) 和 磁场 强度 具有 周期 性 的 依赖 关系 ,并 当 0 一 0 时 总 截面 是 发 
散 的 ,尽管 磁场 是 集中 在 一 个 有 限 的 空间 区 域内 . 这 些 都 是 特有 的 量子 效应 . 
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假定 散射 粒子 的 速度 很 低 , 它 的 波长 远大 于 场 U(r) 的 作用 半径 a( 即 fa << 
1) , 它 的 能 量 远 小 于 这 个 作用 半径 内 的 场 值 ,我 们 来 研究 这 种 极限 情形 下 弹性 
散射 的 性 质 . 解决 这 个 问题 需要 和 弄 清楚 正 很 小 时 相位 6, 和 波 数 丰 之 间 的 极限 关 
系 . 

当 r<a 时 ,精确 醉 定 汕 方程 (123.7) 中 内 a k” 的 一 项 : 


R", + oR', - tn, = UN)R. (132.1) 





而 在 a <<r <<1/E 范围 内 ， es U(r) 项 证 


R", + SR', - SR, = =0. (132.2) 





这 个 方程 的 通 解 是 
R, = cr + 一 2 -人 ， (132.3) 


常数 c, 和 c, 的 值 原则 上 只 能 通过 对 具体 的 函数 (7) 来 求解 (132.1) 式 得 到 . 当 
然 , 对 不 同 的 ! 它们 是 不 同 的 .在 更 远 的 距离 r~ 1 处 , 薛 定 廖 方程 中 的 VCr) 项 
可 以 略 去 ,但 有 项 不 能 略 去 ,因此 有 


Rn + TR', + [|]R, =0， (132.4) 
六 


这 就 是 目 由 运动 的 方程 . 它 的 解 为 ( 见 $ 33 ) 
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R,=c,( sy (2l1+1)11 “( -于 ”sin kr 


hr*! r 





RR d ) 守 = 


a (a 
式 中 的 常数 已 经 这 样 选 定 ,使 得 hr << 1 时 这 个 解 变 成 (132.3) 式 ,这 就 保证 了 
kr <<1 范 围 内 之 解 (132.3) 和 kr~1 范围 内 之 解 (132.5) 的 “衔接 ”， 

最 后 , 当 杂 >>1 时 , 解 (132.5) 旺 以 下 渐 近 形式 (833) : 


(132.5) 


Mr (w- 守 ) + “2 全 js (如 -至 ) 
上 式 中 两 项 之 和 可 以 表 成 以 下 形式 ; 
R, 和 ~ 常数 x 一 si (kr — 守 +6,). (132.6) 
相位 5, 由 下 式 确定 : 
tan 8, ~6, a (132.7) 


(由 于 很 小 ,所 有 的 相位 5, 都 很 小 ). 
根据 (123. 15) 式 ,分 波 散射 振幅 为 
大 = 二 (om -1) ~ 
由 此 得 出 结论 ,在 低能 极限 情形 下 有 
三 ~ 及. (132.8) 
由 此 可 见 , 所 有 liz0 的 分 波 振幅 都 小 于 ! =0 的 散射 振幅 ( 称 为 s 波 散 射 ). 
把 它们 略 去 后 ,总 振幅 为 


C2 


10) ~h = 一 Q， (132.9) 
因而 do =a do, 而 总 截面 
I =47a. (132. 10) 
上 式 表 明 ,低速 时 的 散射 是 各 向 同性 的 ,而 且 截 面 和 粒子 的 能 量 无 关中 . 常数 a 
称 为 散射 长 度 ,其 值 可 正 可 负 . 


以 上 的 讨论 中 我 们 默认 了 场 0(7) 在 还 距离 处 (r >> &) 衰减 得 足够 快 ,使 得 
以 上 所 作 的 忽略 是 合理 的 . 这 个 场 究竟 要 衰减 得 多 快 ,这 是 很 容易 弄 清 的 . 当 


@ 电子 被 原子 散射 时 ,与 17k 相 比 较 的 作用 半径 e( 条 件 ka <<1) 可 用 原子 半径 作 代表 ,对 复杂 原 
子 ,a 值 可 达 几 个 玻 尔 半径 ( 几 个 天 [me ). 由 于 这 个 半径 很 大 ,只 有 当 电 子 能 量 差 不 多 等 于 几 分 之 一 电子 
伏特 时 (满足 ka << 1) ,有 效 截 面 才 是 一 个 常数 . 当 电 子 能 量 超 过 这 个 数值 时 ,截面 对 能 量 就 有 显著 的 依 
赖 关系 (这 个 现象 称 为 壬 邵 尔 (Ramsauer) 效应 ). 
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很 大 时 ,(132.3) 式 RR, 函数 中 的 第 二 项 远 小 于 第 一 项 ,为 了 保持 这 一 项 的 合理 性 
起 见 ,(132.2) 式 中 保留 的 小 项 ~ er rm 应 该 仍 大 于 (132. 1) 变 到 (132.2) 时 
所 略 去 的 项 UR, ~ UVcir. 由 此 可 见 , 如 果 (132.8) 式 对 分 波 振 幅 f 的 结果 是 成 立 
的 , 则 U(r) 的 衰减 必须 快 于 1/r** ,特别 是 fh 值 的 计算 ,以 及 与 能 量 无 关 的 各 向 
同性 散射 式 (132.9) ,只 有 当 U(r) 在 远 距 处 衰减 得 快 于 1/r 时 才 成 立 . 

如 果 场 VU(7) 在 远 处 按 指 数 规律 衰减 ,可 对 振幅 f 按 的 短 次 展开 的 下 几 项 
作出 一 定 的 判断 .我 们 在 $ 128 中 已 看 到 ,这 种 情形 下 的 振幅 f 作为 复 变量 已 的 
函数 , 当 巨 为 负 实数 时 是 一 个 实 量 @. 因此 对 (125.15) 式 中 的 函数 g& (五 ) 讲 来 也 


有 同样 的 情况 : 
1 
fh i 

(E<0 时 让 是 实数 ). 另 一 方面 ,函数 g,(E) 当 >0 时 也 是 一 个 实 量 (根据 它 的 
定义 ). 由 此 可 见 , 函 数 g,(E) 对 所 有 的 实 E 值 都 是 实 的 ,因此 可 按 E 的 整数 次 
宥 展开 ,也 就 是 按 上 的 偶 次 短 展 开 . 因此 对 振幅 上 (4) 本 身 讲 来 , 它 就 可 以 按 证 
的 整数 次 赛 展开; 的 所 有 偶 次 蹇 项 都 是 实 的 ,下 的 奇 次 寡 项 都 是 虚 的 . 根据 
(132.8) 式 ,f(k) 的 展开 式 是 从 ~6,/k ~ 到 项 开始 的 ;与 此 相应 ,&E:(#) 的 展开 式 
是 从 正比 于 k-* 的 项 开始 的 . 

当场 在 远 处 按 = Br 的 赛 次 律 衰减 而 ”<3 时 ,我 们 已 经 讲 过 ,振幅 为 党 
数 的 (132.9) 式 不 再 成 立 . 

现在 来 研究 各 种 不 同 n 值 的 情形 . 当 n<1 而 速度 足够 小 时 ,碰撞 参量 p 的 
所 有 值 实际 上 都 能 满足 以 下 条 件 : 

plU(p)| >> fy, (132.11) 

因此 散射 可 以 用 经 典 公式 描述 [参考 条 件 (127.9)]. 

当 1 <n <2 时 ,对 不 太 大 的 p 值 ,不 等 式 (132.11) 在 一 个 相当 的 范围 内 仍 能 
得 到 满足 ;与 此 相应 ,对 于 不 太 小 的 角度 其 散射 是 经 典 的 . 同时 还 存在 着 这 样 的 
一 个 p 值 区 域 , 它 满足 

plU(p)!| << fo, (132. 12) 

也 就 是 微 扰 论 的 适用 条 件 得 到 满足 [ 见 (126.2)]. 

当 >2 时 ,在 远 距 处 以 下 不 等 式 成 立 : 


2? 
IUI <<—, (132.13) 
mr 


因此 在 这 个 距离 范围 内 ,相互 作用 对 散射 的 贡献 可 以 用 微 扰 论 计算 (而 在 较 近 


Q@@ 当 碧 很 小 时 , 即 令 U 是 按 e “规律 衰减 ,条 件 (128.6) 也 能 得 到 满足 . 
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的 距离 内 , 微 扰 论 的 适用 条 件 可 能 不 再 满足 ) 中 . 假定 mn 是 这 样 的 一 个 值 , 当 
r >> ri 时 不 等 式 (132. 13 ) 成 立 ,同时 又 有 m <<1A8. 根据 (126. 12) 式 ,r >> ri 区 
域 对 散射 振幅 的 贡献 由 以 下 的 积分 给 出 : 
-Ef rqr = -2 “3 fae. (132. 14) 
当 2 <n<3 Ne A <<1) 可 以 把 这 个 
下 限 改 作 零 ,因此 积分 和 g-“-" 成 正比 ,也 就 是 和 速度 的 负 知 次 成 正比 . 此 时 这 
一 项 对 散射 振幅 就 是 主要 贡献 ,从 而 有 
f~gq 6030，2<mn<3. (132. 15 ) 
此 式 确定 了 散射 截面 与 粒子 速度 以 及 与 散射 角 的 依赖 关系 . 
n=3 时 ,积分 (132.14) 在 其 下 限 为 对 数 发 散 . 它 仍 是 散射 振幅 的 主要 部 分 ， 
因此 有 


n =3. (132. 16) 





了 ~ Im 


n>3 时 ,r >> ro 区 域 的 贡献 随 着 ki 一 0 而 减 小 ,散射 则 由 (132.9) 式 的 常数 
振幅 所 确定 .但 是 (132.14) 式 的 贡献 ,不 管 它 相 对 讲 来 比较 小 ,由 于 属于 “反常 ” 
而 仍 有 一 定 的 意义 “正常 "情况 是 , 当 U(r) 衰减 得 足够 快 时 ,用 Ek) 可 按 上 的 整数 
次 寡 展 开 ,并 且 展 式 中 所 有 的 实 项 都 和 上 的 偶 次 震 成 正比 . 当 把 积分 (132. 14) 
分 部 积分 若干 次 后 (降低 分 母 中 必 的 者 次 ) ,我 们 可 从 中 分 离 出 含有 站 的 偶 次 丢 
的 部 分 剩 下 一 个 gm 一 0 时 为 收敛 的 积分 , 它 与 必 ” 成 正比 ,一 般 讲 来 它 并 不 是 
偶 次 星 %. 


常数 
q 3 


习 而 
1. 试 求 慢 粒 子 对 一 深度 为 U。 半径 为 a 的 球形 方 势 阱 的 散射 截面 . 


/2mU- 
解 :假定 该 粒子 的 波 数 满足 条 件 ha <<1 和 大 <<k, 其 中 = 我 们 只 


对 相位 8 感 兴趣 . 因此 令 (132.1) 式 中 的 1=0, 得 到 关于 函数 XY(7) =rRo(7) 的 以 
下 方程 : 

Yt+xx=0,(r<a) 
r=0 处 XY 等于零 (r=0 时 X/r 必须 有 限 ) 的 解 为 

X=Asin kr,(r<a). 


Q@ 此 时 的 低速 散射 不 会 是 准 经 典 的 ,因为 不 等 式 (132.11) 和 同时 要 求 1U0(p)1<E 不 相 容 . 
@@ ”如 果 是 一 个 奇数 2p+1, 则 n-3=2p -2 是 一 个 偶数 ,但 在 这 种 情形 下 积分 (132.14) 仍 有 一 个 
“反常 "部 分 , 它 对 散射 振幅 的 贡献 是 和 gq” 了 ~?ln g 成 正比 的 . 
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对 于 r>a, 函 数 X 满足 方程 Y +kY=0( 即 1=0 的 (132.4) 式 ), 故 
X=Bsin(kr+6,),(r>a). 
根据 r=a 处 YY'/Y 的 连续 性 条 件 ,得 方程 


k 
Kcot Ka = kcot( ka +6,) i 
由 此 可 定 出 60. 结果 得 以 下 散射 振幅 外; 

六 Ka 0 
K 


Ka <<1 时 ( 即 U, << 天 [ma ) ,此 式 给 出 or = (4ma' [9) (ka) ,与 玻 恩 近似 
的 结果 一 致 ( 见 $ 126, 题 1). 
2. 同 题 1 ,但 被 高 度 为 Im 的 一 个 球形 “ 势 详 ”所 散射 
解 :只 要 把 题 1 中 UU, 改 为 -Uo( 即 把 k 改 为 ik) 即 得 本 题 之 解 .散射 振幅 为 
_ tanh Ka 一 Ka 
人 


在 ka >>1 的 极限 情形 下 ,我 们 有 
f= -a, o=47a’'. 
这 相当 于 被 一 个 半径 为 a 的 不 透明 球 所 散射 . 注意 经 典 力 学 的 结果 要 比 它 小 四 
倍 (g =Ta ). 
3. 来 场 U=a/r ,a >0,n >3 中 低能 粒子 的 散射 截面 . 
解 :1 =0 的 (132.1) 式 为 


i 2m 
x -y=0, 人 
r 
代替 换 
_ _ 2 2/(n-2) 
PY [gs 
上 式 可 化 到 以 下 形式 : 
dop 1 do 1 
dz dx rr am]?=0; 


这 是 1/(n -2) 阶 应 宗 量 这 的 贝 塞 尔 方程 .r=0( 即 xx=o) 处 等 于 零 的 解 为 ( 除 
了 个 下 周子 处 ) 


217 -an- 
WH (es). 


(CD ”如果 势 阱 的 宽度 和 深度 使 得 ka 接近 于 /2 的 奇 倍 数 , 那 么 这 个 公式 不 再 适用 . 对 于 这 样 的 ka 
值 讲 来 , 负 能 级 离散 谱 中 存在 着 一 个 接近 于 零 的 能 级 ( 见 $33, 题 1) ,此 时 的 散射 将 由 下 节 导 出 的 公式 描 
述 . 
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利用 以 下 热 知 公式 : 
H(z) =— 
sin pT 





e J,(z) -J.,(z)], 


1 
],(z) 一 2 27FU5+Ty， (z <<1), 
我 们 可 得 到 XY 函数 在 远 距 处 (y <<r <<1/k) 的 表 式 为 Y= 常数 x (cyr +c,) ,再 根 


据 比值 ce/ci 求 出 散射 振幅 





wat (人 


| r (2) 
n-2 
4. 求 慢 粒子 在 场 U 中 的 散射 振幅 ,该 场 在 远 距 处 的 衰减 规律 为 UBy 一 ， 
2 <n<3. 
解 :散射 振幅 中 的 主 项 由 (132.14) 式 给 出 ,该 式 的 积分 下 限 可 用 零 代 替 . 积 
分 后 得 


. 














f= mh, 2<n<3, (1) 
让 T(n 一 1)cos 2 
对 于 n=3 有 
/= -in (2) 
(1) 式 展 成 勒 让 德 多 项 式 ,可 得 分 波 振 幅 ( 按 (123.14) 式 定义 ): 
rr( -5 
(和 (二 


n>3 时 (1) 式 确定 了 散射 振幅 的 “反常 ”部 分 ,在 1 值 满 足 21>n -3 的 各 分 
波 振 幅 中 ,(3) 式 总 是 主要 部 分 ,同时 (132.8) 式 应 改 成 ~. 

5. 求 场 U(r) = -Uoe-”(U。>0) 中 慢 粒 子 的 散射 振幅 . 

解 :经 下 列 变量 变换 后 


~r/2a 所 2mUo 


%=2arke ;je 下 





函数 放 =TR, 满足 的 (132.1) 式 变 成 


1 d 
a Rs 0 ， 
上 式 的 通 解 为 
X=AJ (x) +BNo(Cz) ， 


$132 慢 粒 子 散射 " 501. 


式 中 J 和 No 为 第 一 类 和 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 .由 r=0 时 X=0 的 条 件 得 
A/B = -N (2rkra)/Jo (2ra). 
a <<r<<1/k 的 范围 对 应 于 x <<1( 当 然 ,已 假定 ake- ”<<1); 此 时 
XxX~4 +B inE=A + In kay -和 
式 中 =e =1.78…(C 是 欧 拉 常数 ). 此 式 相 当 于 (132.3) 式 ,根据 这 样 得 到 的 
c! 和 ec 值 ,我 们 求 出 散射 振幅 


和 各 -a[ 到 +2m(xoy)] 一 
CT 2 
= 入 | No(2xo) -in(Kkay)J (2ka) | 
在 ka <<1 极限 下 ,f=2a’k ,这 与 玻 因 近似 (126. 14) 式 一 致 .ka >>1 时 有 
f= -2aln( kay). 
6. 用 微 扰 论 的 二 级 近似 , 求 低能 极限 下 的 散射 振幅 (HH. 肛 . IIoMepaHqyk ， 


1948). 
解 :k 一 0 时 (130.13) 第 二 项 中 的 积分 变 成 
U 2 5 加 3 了 7 
- [= un Vr) "Savy = 
= 27 {avav’; 
Ir—r | 
式 中 应 用 了 以 下 公式 : 





itr-r4T dk 1 
J 
见 《 场 论 》, $51. 故 散射 振幅 为 
f= -| oay+ (7) Tavay,, (1) 
ee 
f= 呈 | or 上 sv Vr) Par r'd 


人 大 空间 中 的 积分 形式 显然 可 知 ). 故 对 
低能 散射 截面 讲 来 , 斥 力 场 (U >0) 中 一 级 玻 轧 近似 给 出 的 值 总 是 过 高 ,而 引力 
场 (U<0) 中 给 出 的 则 过 低 . 

7. 在 二 维 情况 下 ,确定 慢 粕 子 散 射 截面 与 能 量 的 关系 . 

解 : 二 维 情况 下 远 处 的 波 函 数 由 5124 的 题目 中 的 (1) 式 给 出 . 与 三 维 情况 
相同 的 论证 指出 ,m =0 的 态 给 出 低能 散射 的 主要 贡献 ,因为 散射 振幅 三 与 散射 
角 p 无关. 这 就 允许 在 p >>a 的 远 处 将 所 有 方向 上 ,将 e”"Mp 换 成 自由 运动 的 薛 
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定 请 方程 的 严格 解 ,其 渐 近 式 为 (参见 8$44) 的 第 4 个 脚注 和 8$126 的 第 6 题 
J =e” +f iH Vp. (1) 


利用 HAY (x) 在 x 小 处 的 渐 近 式 
之 


OS i 
TT YX 
将 (1) 式 写成 近 处 p << 开 的 形式 ,得 
_ 和 2 Ap J2k 
y= (1+f 六 f, /Inp. (2) 
式 中 YY =e ,C 是 欧 拉 常 数 . 
(2) 式 相当 于 杖 定语 方程 
1d dy 
2mp a pn 


在 区 域 二 >>p >>a 成 立 的 通 解 ,这 也 正 是 可 以 想到 的 ,在 这 个 区 域 中 , 薛 定语 方 


程 中 含有 U(x) 和 巨 的 项 都 可 以 略 去 ,这 时 解 的 形式 是 

多 一 ci +czin p. 
和 (132.3) ,(132.9) 两 式 一 样 , 两 个 常数 的 比 C,/C, 取决 于 已 =0 时 在 区 域 p ~a 
薛 定 请 方程 的 解 . 这 一 比值 是 实 的 ,并 且 与 能 量 无 关 , 令 其 为 

ciVc: = -jn ro (3) 
式 中 的 ro 是 一 个 量 岗 为 长 度 的 常数 . 比较 (2)、(3) 两 式 , 得 


f=- Ti 
A 2kInTi27 (yk) ]’ 
由 此 得 截面 为 


2 
1 
,RL 4 
TR k ln2[2/(yjr ) ] + mw/4 


我 们 看 到 ,与 三 维 情况 不 同 ,在 二 维 情况 下 ,散射 截面 随 能 量 的 减 小 而 增 大 . 注 
意 ,在 无 穷 高 柱 形势 又 的 散射 中 ,(3) 式 中 的 m 与 势 侄 的 半径 a 相同 . 


$133 低能 共振 散射 


引力 场 中 的 慢 粒 子 散 射 (ka <<1) 在 以 下 情形 下 需要 特别 考虑 , 即 负 能 级 的 
离散 谱 中 含有 一 个 s 态 , 它 的 能 量 小 于 作用 范围 a 内 的 场 值 VU. 我 们 用 e(e >0) 
代表 这 个 能 级 . 进行 散射 的 粒子 能 量 马 很 小 ,接近 于 ,或 者 说 差不多 和 该 能 级 
共振 . 我 们 将 看 到 , 它 会 导致 散射 截面 的 显著 增长 . 

浅 能 级 的 存在 ,在 散射 理论 中 可 以 用 以 下 论证 的 纯 形式 方法 考虑 . 


$133 低能 共振 散射 。503 . 


国 数 yY = 妆 ,( 它 的 1L=0) 的 精确 薛 定 廖 方程 
+ LE -U(r) l=0 
中 ,在 场 的 “内 ”区 (ra), 与 VU 相 比 我 们 可 以 略 去 E: 
x -U(r =0， a (133.1) 


反之 ,在 “外 ”区 ,我 们 可 以 略 去 UV: 
x + = 0, r>>a. (133.2) 
(133.2) 式 之 解 和 满足 边界 条 件 x(0) =0 的 (133.1) 式 之 解 应 该 在 某 点 r,(r 满 
足 1/k >>m >>a) 人 处 “衔接 ”起 来 ;衔接 条 件 就 是 比值 Y'/xY 必须 连续 . 这 个 比值 与 
波 函 数 的 归 一 化 因子 无 关 . 
但 是 ,代替 考虑 r ~a 区 内 的 运动 ,我 们 可 把 外 区 之 解 的 x'/XY 给 予 适当 选择 
的 边界 条 件 推移 到 很 小 的 r 处. 由 于 外 区 之 解 当 r-0 时 变化 很 慢 ,我 们 可 把 边 
界 条 件 形式 地 放 到 r=0 点 处 .r ~a 区 的 (133.1) 式 中 不 含 E, 因 此 替代 它 的 边界 
条 件 也 应 该 和 粒子 的 能 量 无 关 . 换 句 话说 , 它 应 该 具有 以 下 形式 : 


= kK (133.3) 





r—*0 


x 
式 中 k 是 某 个 常数 .但 由 于 x 和 EE 无关, 条 件 (133.3) 一 定 也 能 应 用 到 具有 很 小 
负 能 量 值 有 = -1e1l 的 检定 刘 方 程 之 解 上 ， 对 
于 EE= -1e1, 我 们 由 (133.2) 式 得 





X =Aoexp ( -er) , (133.4) 
式 中 的 4, 是 一 个 常数 ,将 上 式 代 入 (133.3) ,可知 k 是 一 个 正 量 并 等 于 
pe eh (133.5) 


无 
现在 我 们 把 边界 条 件 (133.3) 应 用 到 上 自 由 运动 波 函 数 
多 = 常数 x sin( kr +6,)， 
它 是 E>0 时 (133.2) 式 的 精确 通 解 . 由 此 就 得 所 需 的 相位 6,: 


| K le| 
cot 0, = I 5 (133.6) 


由 于 式 中 的 能 量 E 只 受 条 件 ka <<1 的 限制 , 它 不 需 比 1s1 小 ,相位 66 以 及 s 波 
散射 振幅 不 一 定 很 小 . 

/>0 的 相位 6, 及 其 分 波 振 幅 仍 是 很 小 . 因此 我 们 仍 可 把 总 振幅 看 作 等 于 s 
波 散射 振幅 
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i 2i80 _ 
/~ -1) 


把 (133.6) 代 入 上 式 , 我 们 得 到 


1 
(cot 5 -让 


] 


se (133.7) 


六 二 


以 及 总 散射 截面 
4T _27i 1 

k++k mm E+t+lel 
可 见 散射 仍 为 各 癌 同 性 ,但 其 截面 和 能 量 有 关 , 且 在 共振 区 (E~1a1) 内 远大 于 
场 的 作用 半径 的 平方 a (因为 ka <<1). 需 着 重 指出 的 是 , (133.8) 式 与 近 距 离 
内 粒子 相互 作用 的 细节 无 关 ,而 是 整个 地 取决 于 共振 能 级 的 数值 下 . 

以 上 公式 要 比 推 导 它 时 所 作 的 假定 更 为 普遍 . 假定 函数 U(r) 上 略 有 改变 ,这 
种 改变 也 改变 了 边界 条 件 (133.3 ) 中 的 常数 « 的 值 . 适当 改变 U(r) ,可 使 < 为 . 
零 ,然后 变 成 一 个 小 的 负 值 . 此 时 仍 得 (133.7) 式 的 散射 振幅 和 (133. 8 ) 式 的 截 
面 . 可 是 现在 的 1e1 = 入 k /2m 不 过 是 标志 场 V(r) 的 一 个 常数 ,不 再 是 该 场 中 的 
一 个 能 级 了 . 在 这 种 情况 下 ,我 们 就 说 该 场 有 一 个 虚 能 级 ,这 是 因为 ,尽管 并 不 存 
在 接近 于 零 的 实际 能 级 ,但 该 场 略 作 改变 就 足以 产生 这 样 的 一 个 能 级 . 

把 (133.7) 式 的 函数 解析 延 拓 到 EE 的 复 平面 上 ,在 其 左 实 轴 上 i 变 
成 - Y -2mE/i( 见 $128) ,我 们 看 到 ,散射 振幅 在 E= -1e1l 处 有 一 个 极点 ,与 
$ 128 的 一 般 结论 相 一 致 .反之 ,正如 我 们 所 预料 的 , 虚 能 级 并 不 对 应 于 物理 叶 
上 散射 振幅 的 任何 奇 操 , (散射 振幅 在 非 物 理 叶 上 的 = -1s1 处 有 一 个 奇 点 , 见 
$ 128 中 的 第 三 个 附注 ). 

从 形式 上 看 来 ,(133.7) 式 相当 于 (125.15) 式 

1 
1 go(k) -ik 
中 函数 go。(%) 的 展开 式 的 首 项 是 负 的 并 且 反 常 地 小 这 种 情况 .为 使 公式 精确 化 ， 
我 们 可 以 计 和 人 展开 式 的 第 二 项 : 
-一 二 一 一 (133.9) 
-ko + FTok -ik 

( 克 . 瓦 . Jarmay ,有 中. A. CMoponxxackn 放 ,1944). 我 们 可 以 回忆 起 ,当场 衰减 得 足够 
快 时 ,函数 g,(%) 可 展 成 k 的 偶 次 蛤 ( 见 §$132). 在 (133.9) 式 中 ,我 们 把 go(0) 
值 记 作 - xo ,为 的 是 保留 记号 « 代表 (133.5) 式 , 它 与 能 级 e 有 关 . 根据 以 上 的 
讨论 ,« 应 该 由 能 使 (133.9) 式 中 分 母 为 零 的 - 认 值 给 出 , 亦 即 由 下 式 之 根 给 出 : 


(133.8) 








(DD (133.8) 式 首先 由 E. Wigner(1933) 导 出 ;本 节 推 导 方法 来 自 H. A. Bethe，R.E. Peierls( 1935 ) . 
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K = Ko + (133. 10) 


(133.9) 式 分 母 中 的 改正 项 二 mi 入 比 mm 小 ,因为 已 假定 上 很 小 ,但 其 本 身 具有 


“正常 ”的 数量 级 :系数 rm ~& 永远 是 正 的 ( 见 题 1). 需 要 强调 的 是 ,含有 这 一 项 
是 散射 振幅 公式 中 略 去 ! 夭 0 的 角 动 量 贡 献 后 的 一 个 合理 改进 , 它 对 /给 出 了 一 
个 相对 数量 级 为 ka 的 改正 ,而 !=1 的 散射 的 贡献 具有 相对 数量 级 (kae) . 当 
k 一 0 时 ,振幅 有 一 17ro , 亦 即 1/xo 等 于 $ 132 中 定义 的 散射 长 度 a. 而 式 

go(k)=kcot 5 = a (133.11) 

a 2 
中 的 系数 m 称 为 相互 作用 的 有 效力 程 中 . 
对 于 截面 ,由 (133.9) 得 
47 


(« 人 | a 


0 一 
2 
如 果 我 们 略 去 分 母 中 的 太 项 (虽然 包括 它 可 能 是 合理 的 ) ,此 式 可 写成 [应 用 
(133. 10) 式 ] 


人 (133. 12) 
让 我 们 回 到 “外 "区 中 的 束缚 态 波 函 数 表 式 (133.4) ,把 它 的 归 一 化 系数 和 
以 上 定义 的 两 个 参量 联系 起 来 .计算 (133.9) 式 的 函数 在 极点 E=e 处 的 留 数 并 
和 (128. 11) 式 比较 后 ,我们 求 出 
9 
A 2k 2 
第 二 项 对 第 一 项 是 一 个 小 的 改正 ,因为 kr。~ ka <<1. 没有 这 个 改正 时 ,ho =2x， 
即 


(133. 13) 


-wr xX /Ke 
X= V2rke", y= Fe 3 ， (133.14) 

相当 于 (133.14) 式 如 能 在 整个 空间 中 成 立时 所 得 的 归 一 化 . 
我 们 扼要 地 讨论 一 下 轨道 角 动 量 不 等 于 零 的 散射 中 的 共振 问题 . 函数 8 (7) 


QD 对 于 两 核子 作用 这 一 重要 情形 ,这 里 可 以 列 出 常数 a 和 7 的 值 . 对 于 自 旋 平行 的 一 个 中 子 和 一 
个 质子 (同位 旋 了 =0 的 态 ) ,a =5.4 x10-3 em,ro =1.7 x10" oem; 这 两 个 值 对 应 于 能 量 为 1s1 =2.23 
Mey 的 气 核 基态 实际 能 级 . 对 于 自 旋 反 平行 的 一 个 中 子 和 一 个 质子 (同位 旋 T=1 的 态 ) ,w= -24x10 
cm,ro =2.7x10-53 ecm; 这 些 值 对 应 于 1s1 =0.067 MeV 的 一 个 虚 能 级 , 由 于 同位 旋 守 恒 , 后 一 组 值 也 适用 
于 自 旋 反 平 行 的 双 中 子 系统 , 根据 泡 利 原 理 , 自 旋 平 行 的 nn 系统 不 能 有 态 ， 
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的 展开 式 是 从 ~hk-* 的 项 开始 的 ,保留 展开 式 中 的 前 两 项 ,分 波 振 幅 可 写成 
1 
hsp- -e+E)+ik’ 
式 中 5 和 e 是 两 个 常数 , 且 5>0( 见 后 ). 共振 情形 对 应 于 E-! 的 系数 的 一 个 反常 
低 值 , 亦 即 e 反常 地 小 ,但 由 于 EE 很 小 ,beE -' 项 仍 可 能 比 k 大 . 
如 果 a <0,(133.15) 式 中 的 分 母 有 一 个 实 根 ~ - iz1, 故 se 是 一 个 离散 能 
级 (具有 角 动 量 1)@, 但 和 s 波 散 射 中 的 共振 相反 ,(133. 15) 式 的 振幅 不 会 比 a 
大 ; 角 动 量 为 1+1 的 共振 散射 的 振幅 仅 与 角 动 量 为 ! 的 非 共振 散射 振幅 同一 数 
量 级 . 
但 如 e >0, 振 幅 (133.15) 在 E~s 区 内 具有 1/% 的 数量 级 , 亦 即 远大 于 a. 
这 个 区 域 的 相对 宽度 很 小 :AE/s ~ (ka)”*!'. 因此 在 这 种 情形 下 有 一 个 锐 共振 . 
这 类 共振 散射 的 产生 是 因为 ,1z0 的 一 个 正 能 级 尽管 不 是 真 的 离散 能 级 ,但 也 
是 准 离散 的 :由 于 离心 势 盆 的 存在 ,低能 粒子 逃离 此 态 跑 到 无 穷 远 处 的 概率 是 很 
小 的 ,所 以 该 态 的 “寿命 "比较 长 ( 见 8$134). 这 就 是 为 什么 ! 尖 0 的 共振 散射 本 
质 上 不 同 于 s。 态 (此 态 没有 离心 势 鱼 ) 的 原因 所 在 . (133.15) 式 中 e >0 的 分 母 


当 E =E, -i 地 时 等 于 零 ,其 中 


(133.15) 


oy T= Yet (133.161) 


可 是 ,散射 振幅 的 这 个 极点 位 于 非 物理 叶 上 .小 量 丁 就 是 准 离散 能 级 的 宽度 ( 见 
§ 134). 

最 后 ,我 们 可 以 指出 相位 5, 的 一 个 有 趣 的 性 质 , 它 很 易 从 前 面 的 结果 中 导 
出 .我 们 把 相位 8 (五 ) 看 作 能 量 的 连续 函数 , 它 的 值 也 不 限于 0 到 mn( 参 看 $36 
最 后 一 个 附注 ) .我们 来 证 明 下 式 成 立 : 

5 (0) -02(o ) =mT， (133. 17) 

式 中 于是 引力 场 V(r) 中 角 动 量 为 1 的 离散 能 级 数 (N. Levinson ,1949 ) 

证 明 时 我 们 注意 到 ,在 满足 条 件 1U1 << 所/ma 的 场 中 , 玻 恩 近似 对 所 有 的 
能 量 成 立 , 所 以 对 所 有 的 EE 均 有 6.(E) <<1, 由 于 Ek 一 % 时 散射 振幅 趋 于 零 ,我 
们 有 6,(%m ) =0. 根据 §132 中 的 一 般 结 论 , 还 有 6,(0) =0. 这 样 的 场 中 不 存在 离 
散 能 级 ( 见 §$45), 故 n =0. 现在 来 研究 势 阱 U(r) 逐渐 加 深 时 差 值 6,(A) - 
6.( % ) 的 变化 ,A 是 某 个 给 定 的 小 量 , 随 着 这 种 加 深 , 阱 的 上 端 依次 出 现 第 一 个 、 


@ 对 于 s<0 以 及 下 接近 于 1s1， 
fi~( -1)'tlileli/b(E + lel) 


与 (128.17) 相 比较 ,说 明 5b>0. 


$133 低能 共振 散射 “507 ， 


第 二 个 等 等 的 能 级 ,每 出 现 一 个 能 级 ,相位 86;(4) 就 增加 一 个 由. 加 深 到 给 定 的 
U(r) 时 再 令 A 一 0, 即 得 (133.17) 式 . 
习 题 

1. 试用 r~a 的 "内 "区 中 巨 =e 的 定 态 波 函 数 表 达 有 效力 程 r,( 7. A. 
CMopomIHCKH 丰 ,1948 ) . 

解 : 令 xXo 为 r~a 区 内 的 波 函 数 , 它 已 按 r 一 wm 时 和 如 一 1 的 条 件 归 一 化 . 于 是 
整个 空间 中 的 波 涵 数 的 平方 可 写成 =Ao(e™" +Xi -1) 的 形式 . 这 个 表示 式 当 
kr >>1 时 变 成 4ue- “, 当 kr<<l 时 变 成 4oo， 它 应 按 下 式 妇 一 化 : 

2 1 2 Ek 
人 Ydr=A? | (1 -x3)dr | = 
与 (133.13) 式 比较 后 给 出 
rs -2 (1 -Xo )dr. 

根据 U(r) <0 的 (133.1) 式 ,该 式 之 解 就 是 yo, 可知 xyo(r) <xo(%m ) =1,. 因 
此 总 有 ro >0. 

2. 当场 U(r) 变化 时 , 求 相 位 68, 的 改变 . 

解 : 对 其 定 证 方程 

a l(t+1 
中 的 U(r) 进行 变 分 ,我 们 得 


/ + [2-0] ax = 80. 


Wit 
第 一 式 来 Sti, 第 二 式 条 1, 相 减 后 对 + 积分 ,得 
3 XB) 1 = Udr, 
上 式 左 端 用 下 列 渐 近 式 代入 : 


Xi =sin (hr -Im +6, ] > 
Sy, =8(8,) cos (hr -Fi +6, | 
(此 式 中 所 选 的 系数 1 确定 了 所 采用 的 归 一 化 ) ,我 们 得 


人 @ (133.6) 式 中 ,这 相当 于 66 从 0 变 到 ,此 时 为 给 定 的 小 量 , 而 x 则 从 负 值 ( -x >> 肯 变 到 正 值 
Kk >> 上 . 当 10 时 ,同样 可 从 kcot 8; = -bE ~!'(E -ge) 中 得 到 这 个 结论 .此 时 =A 为 给 定 ,而 s 从 s>>4 变 
到 -& >>A. 
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2 1 
8(8,) = som) 125Udr. 


根据 这 个 式 子 ,我 们 可 对 作为 能 量 连续 函数 的 相位 8 的 符号 问题 作出 某 些 
结论 ,为 了 避免 这 些 函 数 定义 中 的 会 混 处 (可 以 相差 的 整数 倍 ) ,我 们 用 条 件 
86.(%) =0 加 以 归 一 化 . 

先 从 U=0 开始 ,此 时 所 有 的 6 等于零, 逐渐 增 大 101, 我 们 发 现 斥 力 场 
(U>0) 中 所 有 的 6,<0, 引 力 场 (U<0) 中 则 6, >0. 斥 力 场 中 6,(0) =0, 所 以 低 
能 时 6, 很 小 ;散射 振幅 因此 是 负 的 :f=66/k<0. 引力 场 中 相应 地 推 得 ,只 当 不 存 
在 离散 能 级 时 ff 才能 是 正 的 ,不 然 的 话 , 当 忆 很 小 时 ,6, 不 是 接近 于 零 而 是 接近 
于 nmT( 见 (133.17) 式 ) ,并 且 对 ff 的 符号 问题 不 能 作出 判断 ， 

3. 对 半径 为 a 深度 为 U0 的 球形 方 势 阶 , 求 散射 长 度 a 和 有 效力 程 mn， 设 该 
势 阱 只 使 一 个 接近 于 零 的 离散 能 级 . 

解 :仿照 8132 题 1 的 做 法 ,只 是 在 阱 内 区 与 U, 相 比 我 们 不 略 去 粒子 能 量 
EE =k/2m. 得 到 相位 6, 的 方程 为 


kcot(8, + ak) = Keot ak, K=— Vn(d -十 再) 
为 了 使 阱 内 只 含 一 个 能 级 , 且 接 近 于 零 , 必 须 有 ( 见 833, 题 1) 


U, = 





mh 
go +4)，A4<<1. 


将 前 式 展 成 ka 和 A 的 笑 次 式 后 ,我 们 得 
2 
pcot 5 ~ -A + ak ， 


到 [五 | 
上 





故 a=1/k。 =8a/T A,r。 =a,ko 值 与 一 致 ,E, 是 阱 中 能 级 的 能 量 值 ; 见 


833 , 题 1. 
4. 对 一 个 在 球 半 径 a 外 面 等 于 零 的 势 场 U(r) ,试用 相位 6,(k) 表 出 下 列 积 
分 式 
f xar 
万 为 s 态 波 函 数 (G. Liiders,1955 ) . 
解 : 按 (128. 10) 式 


[x = 玄 区 富 x( 辣 ) ] 
2mkE 


式 中 搬 号 代表 对 微分 [(128.10) 中 对 区 的 导数 已 改 成 对 此 = 的 导数 ] 由 
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于 在 r=a 处 不 存在 场 ,上 式 右 边 可 采用 自由 运动 波 函 数 :Xx =2sin(kr+66)[ 按 
(33.20) 归 一 化 ]. 结果 为 


a dé8 1 
2 jr = sh 
| x dr=2 (a+ a ) Tsin[ 2(ka +60)] >0. 


因为 x 的 积分 一 定 是 正 的 ,上 式 右 边 也 一 定 是 正 的 外. 
$134 准 离 散 能 级 处 的 共振 


能 够 衰变 的 系统 ,严格 讲 来 并 不 存在 离散 能 谱 . 衰变 时 从 中 逸 出 的 粒子 走向 
无 穷 远 处 ,从 这 一 点 看 来 ,该 系统 的 运动 是 无 限 运 动 ,因而 能 谱 是 连续 的 . 

但 是 ,该 系统 的 误 变 概率 有 可 能 非常 小 . 这 类 系统 的 一 个 简单 例子 是 ,粒子 
四 周 被 一 个 相当 高 和 宽 的 势 倒 所 包围 .存在 亚 稳 态 的 另 一 种 可 能 原因 是 ,由 于 纶 
的 自 旋 -轨道 作用 ,衰变 时 系统 的 自 旋 必 须发 生 改 变 . 

对 于 衰变 概率 很 小 的 系统 ,我 们 可 以 引进 准 定 态 的 概念 ,该 态 中 的 粒子 长 时 
期 地 在 这 个 “系统 之 内 "运动 ,经 过 相当 长 的 一 段 时 间 间 隔 7 以 后 才 饮 出 ,r 可 称 
为 所 考虑 准 定 态 的 寿命 (7 ~ 1/w,w 为 单位 时 间 的 衰变 概率 ). 这 些 态 的 能 谱 是 
准 离散 的 , 它 由 一 串 有 宽度 的 能 级 所 组 成 ,宽度 和 寿命 的 关系 为 本 ~ 和 /rl 见 
(44.7) 式 ]. 准 离散 能 级 的 宽度 小 于 这 些 能 级 之 间 的 间 历 . 

准 定 态 的 研究 ,可 以 采用 下 列 纯 形 式 的 方法 . 直到 现在 为 止 ,我 们 总 是 要 求 
苹 定 户 方 程 之 解 具 有 这 样 的 边界 条 件 , 它 的 波 函 数 在 无 穷 远 处 必须 是 有 限 的 . 代 
替 这 一 点 ,现在 我 们 来 找寻 这 样 的 解 , 它 在 无 穷 远 处 是 一 个 出 射 球面 波 ,与 系统 
衰变 后 逸 出 的 粒子 相对 应 . 由 于 这 样 的 边界 条 件 是 一 个 复 条 件 ,我 们 无 法 断言 能 
量 本 征 值 一 定 是 实数 .反之 ,求解 苹 定 词 方程 后 得 到 一 串 复 值 ,我 们 把 它 写 成 以 
下 形式 ， 


E=E, -if， (134.1) 


式 中 的 &。 和 栈 是 两 个 常数 ,它们 都 是 正 的 ( 见 后 ). 
很 易 看 出 这 种 复 能 量 值 的 物理 含义 . 准 定 态 波 隧 数 中 的 时 间 因 子 具有 以 下 
形式 : 
i i 1 
exp ( -Et | =exp ( -Eot -7t )- 


@ 这 个 不 等 式 早 先 已 由 Wigner(1955) 用 别 的 方式 导出 ， 
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因此 按 波 函数 的 模 量 平方 给 出 的 所 有 概率 都 按 e-"“ 的 规律 随时 间 衰 减 @. 特别 
是 ,发 现 粒子 处 于 “系统 之 内 ”的 概率 是 按 这 个 规律 衰减 的 ,因此 械 值 决定 了 该 
态 的 寿命 ,单位 时 间 的 衰变 概率 为 
w = T/A. (134.2) 
准 定 态 波 函 数 在 远 距 离 处 (出 射 波 ) 具 有 以 下 因子 : 


exp [Vand Es i773) ] ， 
/rw 时 ,该 因子 指数 式 地 增长 ( 根 号 的 虚 部 是 负 的 ). 这 此 函数 的 归 一 化 积分 
人 w1*av 因而 是 发 散 的 , 附带 说 一 下 ,这 一 点 解决 了 这 样 一 个 表 观 矛盾 ;一 方 
面 iy1? 随时 间 误 减 , 另 一 方面 可 用 波动 方程 证 明 它 的 归 一 化 积分 是 一 个 常数 ， 


现在 来 考查 粒子 能 量 接近 于 某 一 准 离散 能 级 时 的 波 函 数 形式 . 
像 $128 一 样 ,我 们 写 出 径 向 波 函 数 的 渐 近 式 (在 远 距 处 ) (128. 1): 


= [h(E)exp ( - 一 一 一 一 ee r) + Bi(E)exp ( : Ye r) |]， 





(134.3) 

并 把 EE 看 作 复 变量 . 当 五 为 正 实 值 时 ， 
Ri, = 二 [4(E)ew +B(E)e-™], k= 了， (134.4) 
并 有 4,(E) =Bi(E)[ 见 (128.3),(128.4)], 式 中 的 孙 数 8,(E) 取 在 右 实 轴 割 


线 的 上 党 . 
确定 复 能 量 本 征 值 的 条 件 , 归 结 为 浙 近 式 (134.3) 中 不 存在 人 射 波 . 这 就 意 


味 着 ,已 = B -了 iT 时 系数 B,(E) 必 须 等 于 零 ; 


Bi (Eo -3iT ) -0， (134.5) 


由 此 可 见 , 准 离散 能 级 和 真 离散 能 级 一 样 ,都 是 函数 B,(E) 的 零点 ,但 和 真 离散 
能 级 所 对 应 的 零点 不 同 , 它 们 并 不 位 于 物理 叶 上 :我 们 在 写 出 条 件 (134.5) 时 ， 


(D 我 们 注意 到 ,这 一 点 表明 了 物理 上 丁 为 正 量 的 必要 性 .但 是 这 个 条 件 也 可 以 根据 所 设 的 萃 定 语 
方程 之 解 在 无 穷 远 处 的 边界 条 件 自动 地 得 到 ,也 可 以 根据 微 扰 论 公式 中 绕 过 极点 的 规则 ( 见 130) 得 到 . 
假定 从 离散 能 级 ” 到 连续 谱 态 v 的 跃迁 是 由 恒定 微 扰 了 引起 的 . 则 能 级 的 二 级 修正 为 [参考 (33. 10) ] 

[Y， | 


人 六 二 
En rons -BE +0 


规则 (43.10) 给 出 
T= -2Im E(?) =27 | 1V,, 128(E() -已 ) dy， 


这 与 牙 迁 概率 (43. 1) 式 一 致 . 
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已 经 假定 了 所 求 的 准 定 态 波 函 数 来 自 (134. 3) 式 的 相同 项 ,该 项 在 已 >0 时 [ 即 
(134.4) 式 ] 也 是 一 个 出 射 波 ( ~e*). 可 是 = -二 ir 点 位 于 正 实 轴 的 下 面 . 
从 割 线 上 沿 [ (134.4) 式 中 的 系数 用 它 来 定义 ] 到 达 这 一 点 而 又 不 离开 物理 叶 ， 
只 有 绕 过 已 =0 点 . 这 样 一 来 /= 巨变 号 ,出 射 波 变 成 了 人 射 波 . 因此 ,为 了 保持 
为 出 射 波 ,我 们 只 能 直接 向 下 通过 割 线 到 达 这 一 点 ,从 而 落 到 另 一 叶 非 物理 
叶 上 . 

现在 来 研究 接近 于 准 离散 能 级 的 那些 正 能 量 值 (当然 ,应 假定 六 很 小 ,否则 
不 会 存在 这 些 接近 值 ). 把 函数 B,(E) 展 成 差 式 


E- (E -3i7) 
的 客 级 数 , 只 取 一 级 项 ,我 们 有 
B,(E) = (E-B +3iT )b,, (134.6) 
式 中 6b, 是 一 个 常数 .上 式 代 入 (134.4) ,得 到 接近 准 定 态 的 以 下 状态 波 隆 数 : 
R, = 二 | (E-B -iT)brert+ (E-E +3iT )be™™ | ，(134.7) 


这 个 函数 的 相位 8 由 下 式 给 出 : 
E-E,-ir/2 


exp(2i6,) =-E-E, TiF7Iexp(2i0: ) = 
= (1 -EE Tir ) ep(2i5f")， (134. 8) 
其 中 的 
exp(2i8." ) =( 02 全 (134.9) 


IE -El >> 本 时 ,相位 6, 等 于 6;” ,因此 61” 就 是 远离 共振 的 相位 值 . 
共振 区 内 的 6, 显著 地 随 能 量变 化 . 如 果 利 用 
exp( iarctan 和 ) _ 工 + 这 


人 


把 (134. 8) 改 写成 以 下 形式 : 
0 I 
6, =8(0) ~ arctan 3(E Ey -Ey)’ (134. 10) 
我 们 就 可 看 到 ,通过 整个 共振 区 (从 EE <<E, 变 到 E>>E,) 后 相位 改变 了 7. 


E = 为 -了 让 时 ,(134.7) 式 变 成 


1 这 
R, 一 一 -一 e 
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如 果 这 个 波 函 数 是 按 iy1” 对 系统 内 部 区 域 的 积分 等 于 1 这 样 的 条 件 归 一 化 的 ， 
那么 这 个 出 射 波 的 总 流量 ( 它 等 于 vliTbr 1 ) 应 该 等 于 (134.2) 式 的 衰变 概率 . 
从 而 得 
站 
bl? = (134.11) 
当 人 射 粒子 的 能 量 接近 于 由 散射 系统 和 进行 散射 的 粒子 所 组 成 的 复合 
系统 的 某 个 准 离散 能 级 E, 时 ,以 上 所 得 的 结果 使 我 们 有 可 能 求 出 这 个 粒子 的 弹 
性 散射 振幅 . 在 一 般 公 式 (123. 11) 中 ,对 应 于 五 能 级 的 那 一 个 1 项 必须 用 
(134.8) 式 代 人 .这 时 我 们 得 出 


_ co0) _2L+1 TT/2 
10) =/ (0) -hE EE +iT7 


式 中 的 Fo(6) 是 远离 共振 的 散射 振幅 , 它 和 准 定 态 的 性 质 无 关 [ 它 由 每 项 中 的 
5, =5(0) 的 (123.11) 式 给 出 ]@.P(6) 称 为 势 散射 振幅 ,(134. 12) 中 的 第 二 项 则 


称 为 共振 散射 振幅 ,后 者 在 E=E -地 处 有 一 个 极点 ,如 前 所 述 ,这 个 极点 不 


在 物理 叶 上 @. 

(134. 12) 式 给 出 了 在 复合 系统 某 一 准 离散 能 级 处 接近 共振 的 弹性 散射 . 它 
的 成 立 范围 由 以 下 要 求 所 决定 , 即 差 值 1E -1 必须 远 小 于 该 能 级 到 相 邻 准 离 
散 能 级 的 距离 D: 


exp(2i8." )P,(cos 0), (134.12) 


|IE-E | <<D. (134. 13 ) 

如 果 所 考虑 的 是 慢 粒 子 散 射 , 亦 即 共振 区 内 的 粒子 波长 远大 于 散射 系统 的 

尺度 时 ,(134.12) 式 还 可 适当 化 简 . 此 时 只 有 s 波 散射 是 重要 的 ;我 们 将 假定 E。 

确 是 属于 1=0 的 能 级 . 势 散 射 振幅 就 变 成 一 个 实 常数 - a( 见 $ 132)@. 在 共振 

散射 振幅 中 ,我 们 令 1=0 并 把 exp(2i80”) 改 成 1( 因 为 64”= -ok <<1) ,从 而 得 

f(0) = ER 

在 IE - E,1 ~ 的 窗 区 内 ,第 二 项 远大 于 振幅 a,a 可 以 略 去 .但 当 远 离 共 振 区 
时 ,这 两 项 可 能 差不多 大 小 . 

以 上 的 推导 中 ,我 们 暗中 假定 了 能 级 E。 的 数值 本 身 并 不 太 小 ,共振 区 不 在 


(134.14) 


Q@ 如 果 考 虑 的 是 带电 粒子 被 一 个 带电 粒子 系统 所 散射 ,相位 8f% 应 该 采用 (135. 11) 式 . 

四 注意 , 惕 粒子 共振 散射 的 (133.15) 式 , 当 已 接近 于 !#0 的 正 能 级 e 时 ,该 式 与 (134. 12) 式 中 的 
共振 项 精确 对 应 . 此 时 的 5。 和 工 值 由 (133. 16) 式 给 出 ,由 于 碧 很 小 ,相位 8% 也 很 小 , 故 exp(2i8f" ) 
==1. 

岛 已 假定 散射 场 随 距 离 的 增 大 而 足够 快 地 衰减 .$145 中 将 把 上 述 结果 应 用 到 原子 核对 惕 中 子 的 
散射 . 
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E =0 点 附近 . 如 果 考 虑 的 是 复合 系统 第 一 个 准 离散 能 级 处 的 共振 ,该 能 级 与 
E =0 的 间距 远 小 于 它 和 下 一 个 能 级 之 间 的 间距 ( 即 ,<< DD), 这 时 展开 式 
〈134.6) 了 吏 不 再 适用 了 . 这 一 点 可 从 这 样 的 事实 看 出 , 当 一 0 时 ,(134.14) 式 的 
振幅 并 不 趋 于 一 常数 极限 ,而 按 一 般 理 论 这 正 是 s 波 散 射 所 必需 的 . 
我 们 来 考虑 一 个 准 离散 能 级 接近 于 零 的 情形 , 仍 假定 进行 散射 的 粒子 在 共 
振 区 内 很 慢 , 只 有 s 波 散 射 是 重要 的 . 
波 函 数 中 的 系数 B (五 ) 现 在 必须 按 能 量 五 本 身 的 填 次 展开 .已 =0 点 是 函数 
娓 ,( 歼 ) 的 一 个 支点 ,从 割 线 上 沿 绕 过 此 点 到 达 下 沿 时 B,(E) 变 成 Bi (E). 这 意味 
着 展开 是 按 V -的 短 进 行 的 , 按 上 述 方 式 绕 过 EE =0 点 时 它 要 变 号 . 对 于 正 的 
五 值 , 我 们 把 函数 Bu (五 ) 的 展开 式 中 的 前 几 项 写成 以 下 形式 : 
BI(E)=(E-e, +iyVE)b,(E), (134. 15) 
式 中 的 ee 和 ?7 都 是 实 常 数 ,b。(E) 是 能 量 的 函数 , 它 也 能 展 成 YE 的 知 级 数 , 但 在 
EE =0 点 附近 没有 零点 . 准 离散 能 级 =E。 -iT/2 相当 于 延 拓 到 非 物理 叶 下 半 
平面 后 的 -s+iy VE 因子 等 于 零 , 因 此 EB, 和 万 可 由 下 式 确定 : 
Eo -3T -e+iy FE -ir73 =0 (134. 16) 


(为 了 使 ge 和 本 是 正 的 ,常数 e。 和 Y 必须 是 正 的 ). 例 如 宽度 为 << 5 的 一 个 
能 级 ,相当 于 这 些 常数 间 具 有 ce。>>y 的 关系 ,这 时 从 (134.16) 式 可 得 已 = &。， 
T=2Yy Aso. 
目前 情形 下 (134. 15) 式 代替 了 (134.6) 式 ,随后 的 公式 也 要 作 相 应 的 修改 
(Eo 改 为 eo, 卫 改 为 2y v 巨 ). 散射 振幅 因而 由 (134. 14) 式 改 成 下 式 : 
;2 
f= -a ns (134.17) 
( 式 中 已 令 k= V2mE/,m 是 该 粒子 和 散射 系统 的 折合 质量 ).E 一 0 时 这 个 振 
幅 确 是 趋 于 一 常数 极限 ,从 而 证 实 了 展 式 (134.15 ) 的 形状 . 
要 注意 的 是 ,(134,. 17) 式 也 包括 了 复合 系统 的 一 个 真 离散 能 级 接近 于 零 时 
的 情形 , 它 由 ae。 和 yy 这 两 个 常数 间 的 适当 关系 所 给 出 .如 果 1eo1 <<y ,对 EE << 
y 的 能 量 讲 来 ,共振 项 分 母 中 的 第 一 项 E 可 以 略 去 不 计 . 
再 略 去 势 散射 振幅 a, 我 们 得 公式 
f=- 1 
ik —- V2meo/hy 


@ 按 (134.9) 式 , 晒 数 bo(E) 确 定 了 势 散 射 的 相位 . 慢 粒 子 散 射 中 , 它 的 展开 式 的 首 项 为 bo (EE) = 
常数 xi(l +iak). 


。514 ， 第 十 七 章 弹性 碰撞 


和 (133.7) 式 相同 (该 式 中 kx = - Y2meo/fy). 此 式 对 应 于 五 = so/y 能 级 处 的 
共振 ,这 个 离散 能 级 是 真 的 还 是 虚 的 ,要 看 常数 k 是 正 的 还 是 负 的 而 定 . 


$135 上 户 瑟 福 公 式 


库仑 场 中 的 散射 从 物理 应 用 的 观点 看 来 十 分 重要 . 它 的 重要 性 还 在 于 ,这 种 
情形 下 量子 力学 的 碰撞 问题 可 以 精确 解 出 . 

当 有 一 个 方向 可 以 区 别 于 其 余 方 向 时 (自前 情形 下 就 是 人 射 粒子 的 方向 )， 
库仑 场 中 的 苹 定 计 方程 最 好 在 抛物 坐标 系 &,m,w 中 求解 ($37). 有 心力 场 中 的 
粒子 散射 问题 是 轴 对 称 的 . 因此 波 函 数 由 与 9 角 无 关 . 我 们 把 薛 定 谓 方 程 
(37.6) 的 特 解 写 成 以 下 形式 : 

J =f (Eh(n), (135.1) 
这 就 是 m =0 的 (37.7) 式 . 据 此 ,分 离 变量 后 ,我们 得 m =0 的 (37.8) 式 和， 


鱼 (s 时 ) + (ee-p)f =0, 
二 7 )+ + (Tp -Bp )f =0, (135.2) 
i 

散射 粒子 的 能 量 当 然 是 正 的 ,我 们 已 令 = 志 所 . (135.2) 式 中 的 符号 是 针对 及 


力 场 情形 的 ,对 于 引力 场 中 的 散射 截面 讲 来 ,所 得 的 最 后 结果 相同 . 
我 们 要 找 的 苹 定 记 方 程 之 解 应 该 符合 如 下 要 求 ; 对 于 负 的 z 和 大 的 7r, 它 具 
有 平面 波形 式 : 
~e” ( 当 r mm,-~ <z<0), 
这 对 应 于 沿 正 z 轴 方 向 人 射 的 粒子 . 下 面 就 会 看 到 , 形 如 (135. 1 ) 的 一 个 特 解 
(而 不 是 具有 各 种 B, ,B, 值 的 解 的 线性 组 合 ) 能 够 符合 上 述 要 求 . 
在 抛物 坐标 系 中 ,上 述 要 求 呈 以 下 形式 : 
由 ~ent (对 mwm 和 所 有 
要 满足 上 式 只 有 
。 f.(€) =e (135.3) 
并 且 户 (7) 遵 循 以 下 条 件 : 
fa.(7) wo. 7->o 时 . (135.4) 
把 (135.3) 代 入 (135.2) 第 一 式 中 ,我 们 发 现 这 个 函数 的 确 满足 该 方程 ,只 


(D 本 节 中 ,我 们 采用 库仑 单位 ( 见 $36). 


8$13s 上方 瑟 福 公 式 “ 515 ， 


要 常数 B, = 让 .这 时 由 (135.2) 的 第 二 式 (B, =1 -,) 得 


d/ dh LE 1 . _ 
(7) + (69 -1+ 本 这) 万 =0， 
我 们 来 寻求 上 式 以 下 形式 的 解 : 
fi(n) =e-5t(7)， (135.5) 
其 中 的 函数 w(7) 当 人 一 o 时 趋 于 一 常数 .对 w(n) 得 以 下 方程 : 
nw + (1 -iknm)w’ -w=0, (135.6) 


引信 新 变量 ,= ik” 后 ,上 式 可 以 化 成 参量 为 a = - ik,y =1 的 合流 超 几何 项 
数 方程 . 我 们 从 (135.6) 式 的 解 中 应 当选 取 满 足下 述 要 求 的 解 : 它 乘 以 A(#&) 后 
只 包含 出 射 球 面 波 (散射 波 ) ,而 不 包含 人 射 球面 波 , 此 解 即 以 下 函数 : 


w= 常数 xF{ -二 ,Lin ) 


天 
把 以 上 各 个 表 式 汇集 起 来 ， 即 得 描述 散射 间 题 的 以 下 莅 定 证 方程 的 精确 解 : 
= eT (1+ 下 )e PewF ( -Tt,1,ikn ). (135.7) 


中 的 归 一 化 常数 已 选 定 , 使 得 人 射 平面 波 具 有 单位 振幅 ( 见 后 ). 

为 了 把 这 个 函数 中 的 人 射 波 和 散射 波 区 分 开 来 ,我 们 必须 考虑 它 在 远离 散 
射 中 心 处 的 形式 . 应 用 合流 超 几 何 函 数 渐 近 展 开 式 中 的 前 两 项 [(d.14) 式 ] ,对 
大 的 7 我 们 有 


i (一 这 9 )“ (ikn ) A 
F | ik ) ~ (+ 二 人 ikn 


Bk i (ii Je e 这 7 1 
TCT +i/k) (1 A Eln km ) - TCL iE) mT En kn ). 
把 上 式 代 人 (135.7) 并 变换 到 球 坐 标 系 [& -n=2z,n =r-z=r(1 -cos 0)]」 ,最 
后 可 得 波 函 数 的 以 下 渐 近 表示 式 : 


y= [i te or 0 | op {te + iL hr -cos 0)] } + 








+ oxp {itr -ln(2kr) | ， (135. 8) 


其 中 的 
a 1 r(l1 +i/k) 
1(0) = 2k*sin’ (8/2) T(1 -— it) 


(135.8) 式 中 的 第 一 项 代表 入 射 波 ,我 们 看 到 ,由 于 库仑 场 衰减 缓慢 ,这 个 


xp ( -二 sin 7). (135.9) 
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平面 人 射 波 即 使 在 远离 散射 中 心 处 也 是 畸变 的 中 ,表现 在 它 的 相位 中 存在 对 数 
项 以 及 在 振幅 中 存在 1/r 量 级 的 项 ,在 (135.8) 第 二 项 所 表示 的 散射 球面 波 中 ， 
其 相位 中 也 有 了 畸变 对 数 项 ,这 些 与 波 沙 数 的 通常 浙 近 表 式 (123.3) 之 间 的 差别 ， 
实际 上 并 不 重要 ,因为 当 r 一 % 时 它们 给 出 的 流 密度 改正 值 趋 于 零 . 
由 此 得 到 散射 截面 do = If(9)1 do 的 公式 
do 


在 通常 单位 制 中 就 是 





2 
do = | do (135. 10) 


式 中 v=kfhi/m 是 粒子 的 速度 . 这 就 是 经 典 力 学 中 给 出 的 著名 的 卢 瑟 福 公 式 . 因 
此 对 于 库仑 场 中 的 散射 ,量子 力学 和 经 典 力 学 给 出 同样 的 结果 (N. Mott, W. Gor- 
don ,1928 ) . 当然 ,由 玻 恩 公式 (126.12) 也 能 导出 (13S$. 10) 式 ， 

下 面 我 们 给 出 散射 振幅 (135.9) 的 球 谐 函数 展开 式 , 以 供 参 考 . 它 是 把 
(36.28 ) 式 的 周 相 代入 (124.5) 式 后 得 到 的 ,该 式 即 @ 
Tr (i+1+ 万 } + 十] 
exp(2i54 合 ) = (135.11) 

rT (1+1 -二 
由 此 得 
rT (i+1 + 二 | 
r(i+1 -二 ) 

散射 振幅 (13$.9) 中 的 符号 对 应 于 斥 力 场 .在 库仑 引力 场 中 ,(135.9) 式 改 
成 它 的 复 共 思 式 . 这 样 一 来 ,在 T(1 -it) 函数 的 极点 处 , 亦 即 人 徊 玛 盟 数 的 宗 量 
为 负 整 数 或 零 的 那些 点 处 ( 当 Im k>0 并且 函数 wy 在 无 穷 远 处 衰减 时 ) ,f(0) 变 


成 无 穷 大 . 与 此 相应 应 的 能 量 值 为 二 = -1/2n (n=1,2,3,…) ,这 与 库仑 场 中 的 
离散 能 级 值 一 致 (参考 8 128). 


f(0) = 并 (21+1) P (cos 0). (135. 12) 


@ 这 种 畸变 的 来 源 可 以 经 典 地 阐明 . 如 果 考 周一 族人 射 方向 相同 的 (平行 于 z 轴 ) 经 典 库仑 双 曲 线 
轨道 ,很 易 证 明 ,它们 的 正 交 面 方程 在 远 距 离 (z 一 -- % ) 处 并 不 趋 于 s= 常数 ,而 是 趋 于 :+k-?In k(r 一 z) 
= 常数 ,这 个 面 就 是 (135.8) 式 中 入 射 波 的 等 相 面 . 

@@ ”此 式 中 的 人 值 不 同 于 真正 的 (发 散 的 ) 库仑 相位 ,其 差 值 对 所 有 的 【来 讲 都 是 相同 的 ， 
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$136 连续 谱 的 波 孙 数组 


分 析 有 心力 场 中 的 运动 时 (第 五 章 ) ,我 们 所 考虑 的 定 态 中 ,粒子 具有 确定 
的 能 量 和 确定 的 轨道 角 动 量 1 及 其 分 量 m. 这 些 离 散 谱 的 状态 波 函 数 (y,) 和 连 
续 谱 的 状态 波 函 数 (yw ,能 量 让 大 /2m ) 合 起 来 组 成 一 个 完备 组 ,任意 的 状态 波 
函数 可 以 用 它 展开 . 可 是 这 组 函数 对 散射 理论 中 的 问题 并 不 适用 . 我 们 有 另外 一 
组 方便 的 函数 ,其 中 的 连续 谱 波 函 数 具 有 特殊 的 渐 近 行为 :在 无 穷 远 处 成 为 一 个 
平面 波 和 一 个 出 射 球面 波 . 这 些 态 中 的 粒子 具有 确定 的 能 量 ,但 是 没有 确定 的 角 
动量 及 其 分 量 . 

根据 (123.6) 和 (123.8) ,这 样 的 波 函数 (我 们 把 它 记 作 内  ) 由 下 式 给 出 : 


1:) 1。 ， k-. 
y= > i(21+1)ewRu(r)P( -| (136.1) 


勒 让 德 多 项 式 的 宗 量 写成 cos 9 =k. r/kr, 因 此 上 式 不 存在 (123.6) 式 那样 [ 式 
中 的 z 轴 是 平面 波 的 传播 方向 ] 的 坐标 轴 的 特殊 选 法 问题 . 对 矢量 大 取 所 有 可 能 
的 值 后 ,我 们 就 得 到 一 组 波 函 数 , 现 在 来 证 明 ,它们 是 按 连 续 谱 的 通常 规则 正 交 
归 一 化 的 : 


[wi wav = (27)’6(k’ -Kk). (136.2) 
证 明 时 @ ,我 们 注意 到 乘积 y,"* yt" 可 以 表 成 以 下 乘积 对 1 和 1 的 双重 求 
和 : 
kr k'.r 
p, (i ) Pe (i): 
对 r 各 个 方向 的 积分 可 利用 下 式 进 行 : 
kr kK’'-.r 4T 大。 大， 

J?. (a )r: ( ap )ao =6wa7 iP ( kk" )， (0) 


参考 数学 附录 (c. 12) 式 . 留 下 


| yt dv 二 > (21 +1)e'st) -AP (cos y) x 
i=0 


x 「 Rr)R,(r)r dr 
[ RRurdr =2m6(1 -Ek). 


@ 实质 上 ,只 有 Wi*) 的 正 交 性 需要 单独 证 明 , 归 一 化 可 从 函数 的 渐 近 式 直 接 导出 (参考 8$21). 在 
这 个 意义 下 ,(136.2) 式 的 成 立 是 明显 的 ,因为 一 om 时 这 些 函 数 中 的 非 衰减 项 只 有 风 f+ es 
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因此 可 在 这 个 积分 式 前 的 系数 中 令 =%k', 再 用 (124.3) 式 ,我 们 得 
[ye yi qv -2 8(k' -1h) > (27! +1)P,(cos y) = 


= 一 2D(K -kk)6(1 一 cos y). 


上 式 右 边 当 上 关上 大 "时 为 零 , 乘 以 2m sin ydkdy/(2w) 再 对 整个 k 空间 积分 
后 得 1 ,这 就 证 明了 (136.2) 式 . 
引进 函数 组 的 同时 ,还 可 引进 另 一 个 函数 组 ,它们 对 应 于 在 无 穷 远 处 
是 一 个 平面 波 和 一 个 人 射 球面 波 的 态 . 我们 把 这 些 函 数 记 作 yw" ,它们 可 从 
wp 直接 得 到 : 
p=. (136. 4) 
由 于 evr( 出 射 波 ) 的 复 共 恩 为 e-“vr( 人 射 波 ) ,而 平面 波 变 成 e“'', 因 此 ,为 
了 保留 的 原 有 定义 (平面 波 e” ““) ,我 们 必须 把 大 改 成 -大 ,如 (136.4) 式 所 示 ， 
注意 到 
P,( -cos 90) =( ~1)'P,(cos 0)， 
由 (136. 1 ) 式 得 
yy -) = 这 {2 +1)e R(T)P, (Tr). (136. 5) 
库仑 场 的 情形 非常 重要 . 此 时 函数 y*" (和) 可 写成 封闭 式 , 它 可 从 
(135.7) 式 直接 得 到 .我 们 把 抛物 坐标 表 成 
Fk(E -7) =kz=k :rr, kny=k(r-z) =kr—k*r. 
因此 对 库仑 斥 力 场 有 外 
yl =e "Tr (1 + 二 ee 人 -二 ,ikr 这。 | ， (136.6) 





yt =e Tr (1 -Fl -ikr -这 。 r) (136.7) 

库仑 引力 场 的 波 函 数组 可 由 上 式 中 心 和 rr 的 同时 变 号 获得 : 
yp =eT (1 -je (去 ,Li 这:r)， (136. 8) 
bi =eT11 + 二 ee 人 -二 ,1， -ikr 证) (136.9) 


库仑 场 对 原点 附近 粒子 运动 的 作用 ,可 用 yy!*' 或 y'…) 的 模 量 平方 和 自由 
运动 波 函数 小 , = ex'… 的 模 量 平方 在 r=0 点 的 比值 来 标志 . 利用 公式 


QD 采用 库仑 单位 ， 
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rr 


很 易 求 出 对 斥 力 场 有 
IW (OF lp (0) -2 
I em ly (136. 10) 
对 引力 场 有 
(+) 2 (-) 2 
i (136. 11) 


| 
”和 yw” 据 数组 在 连续 谱 微 扰 论 的 应 用 问题 中 起 着 重要 的 作用 . 我 们 


假定 ,作为 某 个 微 扰 7 的 结果 ,粒子 在 连续 谱 的 状态 间 进 行路 迁 . 跃迁 概率 由 以 
下 矩阵 元 确定 ; 


[ws Vyidy. (136. 12) 


产生 的 问题 是 ,究竟 用 波动 方程 的 哪些 解 作为 初 态 (y,) 和 末 态 ( 几 ) 波 函数 ,以 
便 求 得 的 振幅 针对 粒子 从 无 穷 远 处 动量 为 让 的 态 跃 迁 到 无 穷 远 处 动量 为 率 ' 
的 态 也 ,我们 来 证 明 , 它 要 求 

i=, =. (136. 13) 
(A. Sommerfeld ,1931 ). 

如 果 我 们 不 仅 对 微 扰 V, 而 且 也 对 粒子 运动 所 在 的 场 U0(7r) 来 看 一 下 怎样 用 

微 扰 论 求解 的 话 ,这 个 问题 就 变 得 清楚 了 . 零 级 近似 (对 7 而 言 ) 中 ,和 矩阵 元 
(136. 12 ) 为 

U,, = [er™ "Dedy 


在 对 UV 的 高 级 近似 中 ,这 个 积分 改 成 一 个 级 数 , 其 中 每 一 项 是 一 个 积分 
Ui Usi™U kk 3 3 

(EB, ~ E, +i0).(E,—E, ok 
(参考 §43 和 8$130). 分子 中 含有 对 未 微 扰 平面 波 而 言 的 (各 级 ) 和 矩阵 元 ,积分 
则 按 同 一 个 固定 规则 避 开 了 所 有 的 极点 . 男 一 方面 ,这 个 级 数 可 以 作为 
(136. 12) 式 的 矩阵 元 而 得 到 ,该 式 中 的 波 函 数 内 和 录 现在 是 对 于 场 UV 而 言 的 
微 扰 论 级 数 . 其 结果 一 定 等 于 许多 积分 之 和 ,并 按 同一 规则 避 开 了 其 中 的 所 有 极 
点 .这 一 事实 表明 ,在 内 和 内 的 级 数 表 式 中 ,必须 按 同 样 的 规则 避 开 各 项 中 的 


元 


QD ”这 种 过 程 的 一 个 例子 是 ,一 个 电子 和 一 个 静止 重 核 相 碰 并 辐射 一 个 光子 ,从 而 改变 了 它 的 能 量 


和 运动 方向 . 微 扰 V 就 是 电子 和 辐射 场 的 作用 , 核 库仑 场 就 是 y+*) 和 yw-) 借以 定义 的 场 U( 见 卷 4, 890 
和 8 93). 另 一 个 例子 是 电子 和 一 个 原子 碰撞 ,同时 伴随 着 原子 的 电离 , 见 $ 148 , 题 4. 
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极点 .可 是 ,如 果 具 有 这 种 规则 的 波 函 数 是 由 微 扰 论 解 出 的 ,所 得 的 解 的 渐 近 式 
中 必须 包含 出 射 波 (以 及 平面 波 ) . 换 句 话说 ,形式 为 
凡 = e pr Pp 
的 零 级 近似 (对 品 而 言 ) 波 函数 必须 分 别 用 波动 方程 的 精确 解 区? 和 = 
(yt) “来 代替 . 这 就 证 明了 规则 (136. 13). 
取 W!” 为 末 态 波 函 数 还 能 用 于 从 离散 谱 到 连续 谱 的 跃迁 ,此 时 当然 不 存在 
怎样 选 y; 的 问题 . 


$137 全 同 粒子 的 碰撞 


两 个 全 同 粒 子 的 碰撞 需要 作 特 殊 的 考虑 . 粒子 的 全 同性 在 量子 力学 中 导致 
了 两 者 之 间 出 现 一 种 特有 的 交换 作用 . 这 一 点 对 散射 也 有 重要 的 影响 (N. 下 , 
Mott ,1930 ) D. 

双 粒 子 系统 的 轨道 波 函 数 必 须 对 这 两 个 粒子 对 称 或 反对 称 ,取决 于 它们 的 
总 自 旋 是 偶数 还 是 奇数 ( 见 $62). 因 此 由 通常 苹 定 计 方 程 解 出 的 描述 散射 问题 
的 波 函 数 也 必须 对 这 两 个 粒子 对 称 化 或 反对 称 化 . 粒子 的 对 换 等 价 于 联结 它们 
的 径 矢 的 反 向 .在 质心 为 静止 的 坐标 系 中 ,这 就 意味 着 7 保持 不 变 而 把 8 角 换 成 
T -0( 因 而 z=rcos g 变 成 -z), 因 此 波 函 数 的 渐 近 表 式 (123.3) 必 须 改 为 


y=e +e +—e*[/(0) +f(m -0)] (137. 1) 


由 于 粒子 的 全 同性 ,当然 不 能 说 出 哪个 是 散射 的 哪个 是 被 散射 的 . 在 质心 静 
止 的 坐标 系 中 ,我 们 有 两 个 等 同 的 沿 相反 方向 传播 的 入射 平面 波 (e™“ 和 ee”)， 
(137.1) 式 中 的 出 射 球面 波 同 时 计 及 了 这 两 个 粒子 的 散射 ,由 此 算出 的 概率 给 
出 了 这 两 个 粒子 中 任 一 个 粒子 散射 到 给 定 do 立体 角 元 内 的 概率 . 散射 截面 等 于 
这 个 流量 和 两 个 人 射 平面 波 中 任意 一 个 平面 波 的 流 密度 之 比 ,也 就 是 说 和 以 前 
一 样 , 仍 由 (137.1) 式 er 前 面 的 系数 的 模 量 平方 所 给 出 ， 

由 此 可 见 , 如 果 相 碰 粒 子 的 总 自 旋 为 偶数 ,散射 截面 的 形式 为 


do, = Ilf(0) +f(™ -0)1’do, (137.2) 
而 当 总 自 旋 为 奇数 时 , 则 有 
do = |\f(0) -f(™ -0)1’do. (137.3) 


干涉 项 K6) 广 (FT-9)+ 广 (9)KT-6) 的 出 现 标志 着 交换 作用 . 如 果 这 两 个 粒 
子 并 不 相同 ,正如 经 典 力 学 中 那样 ,两 个 粒子 中 任 一 粒子 散射 到 某 一 给 定 立 体 角 
元 do 内 的 概率 ,就 简单 地 等 于 一 个 粒子 偏转 9 角 的 概率 加 上 男 一 个 反问 运动 粒 
子 偏转 站 -6 角 的 概率 , 换 句 话说 ,截面 应 该 等 于 


(D 在 这 里 我 们 仍 略 去 直接 的 自 旋 - 轨道 作用 . 
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{If(0) 1 + If(m -0)1°}do. 

在 低速 极限 情形 下 ,如 果 粒 子 间 的 相互 作用 随 着 距离 的 增 大 而 衰减 得 足够 
快 ,散射 振幅 就 趋向 于 一 个 和 角度 无 关 的 常数 值 ( $132), 从 (137.3) 式 可 知 , 此 
时 do, 趋 于 零 , 亦 即 只 有 总 自 旋 为 偶数 的 两 个 粒子 相互 散射 . 

(137.2),(137.3) 式 中 已 经 假定 了 这 两 个 相 碰 粒子 的 总 自 旋 具有 某 一 定 
值 , 如果 这 两 个 粒子 并 不 处 于 确定 的 自 旋 态 ,那么 在 求 截面 时 需要 对 所 有 可 能 的 
自 旋 态 求 平均 ,并 假定 这 些 自 旋 态 都 是 等 概率 的 . $ 62 中 曾经 指出 ,在 双 粒 子 系 
统 ( 每 个 粒子 的 自 旋 为 *) 中 ,总数 为 (2* +1) 个 不 同 的 自 旋 态 中 ,有 s*(2s +1) 个 
态 对 应 于 偶 的 总 自 旋 , 有 (s+1)(2s+1) 个 态 对 应 于 奇 的 总 自 旋 (如 果 * 为 半 整 
数 ) ,或 者 反之 (如 果 * 为 整数 ) .我们 先 假定 粒子 自 旋 * 是 半 整 数 . 此 时 ,两 个 相 
碰 粒 子 的 系统 的 5 值 为 偶数 的 概率 等 于 s(2s +1)/(2s +1) ”=s/(2s+1),S 值 
为 奇数 的 概率 等 于 (s +1)/(2s +1). 故 截面 为 


ed. (137.4) 


RS :7 


S 
2s+1 
把 (137.2) ,(137.3) 代 入 上 式 , 得 

do = {ACO) + fm 0) 1} -3 AO (mn -0) + 


+f° (90)f(™ -0)]}do. (137. 5) 
同样 ,对 整数 值 的 * 求 得 
1 


do = {If(0) t+ lf(n -0)t + iA (mn -0)+ 


+f° (0)f(m -0)1}do. (137.6) 
作为 一 个 例子 ,我们 来 写 出 按 库仑 定律 (U=e Vr) 作用 的 两 个 电子 的 碰撞 公 


式 .把 (135.9) 代 和 人。s= 志 的 (137.5) 式 中 ,经 过 简单 计算 后 得 (通常 单位 制 中 ) 


2 2 
do= |( | 十 -一 一 一 一 -os( 筷 mtan 本 0] do ， 
| 

sin 7 Cos 30 sn Gcos 0 


2 














(137.7) 
式 中 采用 电子 质量 m。 代替 折合 质量 m = mo/2. 如 果 粒 子 速 度 很 大 使 得 e << 人 寺 
(注意 ,这 个 条 件 正 好 就 是 库仑 场 的 微 扰 论 适 用 条 件 ) ,上 式 就 可 以 显著 地 化 简 . 
此 时 第 三 项 中 的 余 纺 函数 可 以 用 1 代替 ,我 们 得 
2e: \?4—3sin’0 
do = ( 7 | Re 

mov sin 0 
在 相反 的 极限 情形 下 ,e >> 省 ,相应 于 过 渡 到 经 典 力 学 ( 见 $127 末 ). 在 
(137.7) 式 中 ,这 种 过 渡 是 很 特殊 的 . 当 e@ >> 赎 时 , 方 括号 内 第 三 项 的 余弦 函数 


do. (137. 8) 
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是 一 个 急剧 振荡 函数 . 对 每 一 个 给 定 的 9 角 ,(137.7) 式 给 出 的 散射 截面 值 一 般 
讲 来 显著 地 不 同 于 卢 瑟 福 散 射 的 值 .但 是 ,即使 对 一 个 很 罕 范 围 内 的 9 值 平均 以 
后 ,(137.7) 式 中 的 振 葛 项 等 于 零 ,我 们 就 得 到 经 典 公式 ， 
上 述 所 有 截面 公式 ,都 是 对 质心 静止 的 坐标 系 而 言 的 . 把 它 变 换 到 碰撞 前 一 
个 粒子 为 静止 的 坐标 系 中 ,只 需 把 式 中 的 9 改 成 29 就 可 以 了 [根据 (123.2) ]. 
因而 ,对 于 两 个 电子 的 碰撞 ,从 (137.7) 式 得 
2e” \? 1 1 
Se (ee 1 








2 
-prs (En tan’# ] | eos 他 do， (137.9) 
SI1n O08 


式 中 的 do 是 新 坐标 系 中 的 立体 角 元 . 9 改 成 28 时 ,立体 角 元 do 必须 改 成 
4cos 9do, 因 为 
sin dOdgp =4cos Dsin dV dy. 


习 题 


求 自 旋 为 了 的 两 个 全 司 粒子 的 散射 截面 ,它们 具有 给 定 的 自 旋 平均 值 下 和 豆 ， 


解 :截面 和 粒子 极 化 的 关系 ,必须 用 正比 于 标量 5 . 的 项 来 表 出 . 我们 把 
do 写成 a+b5，, "5, 的 形式 .对 于 非 极 化 的 粒子 (5 引 =5, =0) ,第 二 项 不 看 在 ,并 


按 (137.4) 有 dr =a = 了 (do, +3do,) ,如 果 两 个 粒子 在 同一 方向 完全 极 化 [ 


:十 - 玫 】 ,该 系统 青 定 处 于 S=1 的 态 中 . 此 时 有 da =a + 二 8 = da 从 以 上 两 


式 解 出 a 和 5b, 我 们 有 
do = do, +3do,) + (do, -do,)5, .8,. 


§138 市 电 粒 子 的 共振 散射 


带电 核 粒 子 (例如 质子 和 质子 ) 的 散射 ,除了 短程 的 核 力 外 ,还 有 衰减 缓慢 
的 库仑 作用 . 这 种 情形 下 的 共振 散射 理论 是 按 8$ 133 中 所 述 的 同样 方法 发 展 的 . 
唯一 差别 是 核 力作 用 范围 以 外 (r >> ea) 的 波 函 数 不 能 取 自 由 运动 方程 (133.2) 
之 解 ,必须 取 库仑 场 中 醉 定 启 方 程 的 精确 通 解 . 粒子 的 速度 仍 假定 很 小 ,使 得 ka 
<< 1;1/k 和 库仑 制 单位 长 度 a。 = 六/(m2Z,2oe ) (mm 是 相 碰 粒子 的 折合 质量 ) 之 
间 的 关系 可 以 任意 外. 


(DD 以 下 所 讲 的 理论 来 自 1. .Jannay 和 见 . A. CMoporzHcKHE(1944 ) ， 


$138 带电 粒子 的 共振 散射 。 523 ， 


对 于 库仑 斥 力 场 中 1=0 的 运动 , 径 困 数 y =rR。 的 薛 定 请 方程 为 
x+ ( 忆 - 二 jxr=0， (138. 1) 
此 处 采用 了 库仑 单位 制 . $ 36 中 曾经 求 出 过 上 式 之 解 ,所 加 的 条 件 是 r=0 处 x/r 
为 有 限 . 我 们 用 记号 Eu 代表 这 个 解 , 它 的 形式 是 [ 见 (36.27) 和 (36. 28)] 
F, =Ae™hrF (+1,2, -2ikr | | 
本 (138. 2) 


Zk ， 
e” ”一 1 


这 个 函数 在 远 距 处 的 渐 近 式 为 
F, ~ sin ( kr ly + ON | 


4 = 


k 
(138. 3 ) 


6 =argT (1 + 二] 


r 很 小 时 (kr <<1,r <<1) 展 开 式 的 首 项 为 

F, =Akr(1 +r+…). (138.4) 
但 在 目前 ,边界 条 件 已 经 改变 , 波 防 数 在 原点 的 行为 不 再 重要 ,我 们 需要 的 是 
(138.1) 式 的 通 解 , 它 等 于 两 个 独立 解 的 线性 组 合 . 

(138.2) 式 的 合流 超 几 何 函 数 中 的 那些 参量 (y 值 是 一 个 整数 ,y =2) 属 于 
数学 附录 8$ d 之 末 所 讲 的 情形 .根据 该 处 的 (d.14) 式 ,(138.2) 式 中 的 函数 等 
于 两 项 之 和 ,我 们 把 这 两 项 另行 线性 组 合 后 ,可 得 (138.1) 的 田 一 个 独立 解 .我 
们 取 这 两 项 之 差 作 为 它们 的 线性 组 合 , 即 得 方程 (138. 1) 的 第 二 个 独立 解 ( 记 作 
Gu ) ,其 形式 为 由 


4e -Ar 3 i i , 
Go =2Im FOI FR 2ikr) G (1 -地 ,~- 亡 ， -2ikr | (138.5) 
函数 Fo 就 是 同一 式 的 实 部 . 远 距 处 的 渐 近 式 为 
Go ~cos (br -Fn 2hr + 88 | ， (138. 6) 
对 小 的 y, 展 开 式 的 前 几 项 为 
cu = 广 |1 eo a (138.7) 
式 中 C =0.577… 为 欧 拉 常 数 .h(k) 代 表 以 下 函数 : 
h(k) =Rey( -i/k) +lnk, (138.8) 


@ 函数 Fo 和 Go( 以 及 1z0 时 相应 地 定义 的 函数 下 ,和 G,) 分 别称 为 正规 和 非 正 规 库仑 函数 . 
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%(z) =T"(z)MT(z) 是 工 函 数 的 对 数 导 数 中 
方程 (138.1) 的 通 解 可 写成 以 下 形式 : 


X= 常数 x (Focot 58, + Go)， (138.9) 
式 中 的 cot 6, 是 一 个 常数 .所 选 的 记号 使 得 这 个 解 的 渐 近 式 呈 以 下 形式 ， 
X ~sin (hr -Tin(2kr) +ate +6, ) ， (138. 10) 


因此 6 就 是 由 短程 力 引起 的 波 函 数 的 附加 相位 . 我 们 必须 把 它 和 边界 条 件 [x'/ 
Xj],.o = 常数 中 出 现 的 常数 联系 起 来 ,这 个 边界 条 件 是 用 来 代替 核 力作 用 范围 内 
的 波 函 数 处 理 的 .由 于 对 数 导数 xy'Mx 当 rr 一 0 时 具有 对 数 发 散 性 ,这 个 边界 条 件 
现在 不 能 取 在 r=0 处 ,而 只 能 取 在 某 一 任意 小 的 但 为 有 限 值 的 r=p 点 处 . 应 用 
(138.4) 和 (138.7) 式 算出 Xx'(p)AX(lp) 后 令 它 等 于 一 个 常数 , 即 得 以 下 形式 的 边 
界 条 件 : 
kA”cot 5, +2[ln 2p +2C +h(k)] = 常数 . 

式 左 含 有 与 友 无 关 的 常数 2ln 2p 和 4C, 把 它们 并 入 式 右 的 常数 内 ,然后 把 这 个 
常数 记 作 - kx, 在 普通 单位 制 中 ,cot 6 的 最 后 表 式 为 


0 -二 (ee -1) [Cxe,) + ka | (138. 11) 


取 极 限 1/a. 一 0 ,也 就 是 对 不 带电 粒子 ,(138. 11) 式 变 成 关系 式 cot 8。 = -x/k， 
亦 即 (133.6) 式 . 

图 49 给 出 了 函数 h(x) 的 一 个 图 形 包 . 

由 此 可 见 , 当 有 库仑 作用 存在 时 ,这 个 “常数 ”为 


2meot 
he, OE (138. 12) 


a ( e2rkee 了 1 ) a, 


我 们 在 “常数 "一 词 上 加 一 个 引号 ,是 由 于 x« 实际 上 是 某 一 与 短程 力 性 质 有 关 的 


@ 通过 展 式 (d.17) 可 从 (138.5) 求 得 展 式 (138.7) ,推导 时 要 用 到 以 下 熟知 公式 : 
pl +z) = 网 (z) +1/s 
(上 式 很 易 从 T(z+1i) =zT(s) 以 及 y(1) = -~-C(2) = -C+I 导 出 )- 
@@ 计算 h(k) 函数 可 利用 公式 
h(Ek) = 天 一 > 


1 
n=l n(n + 无 -2) 


上 式 很 易 用 下 式 得 到 ， 


1 < 1 
wz) = -C-——+s 2 nn rey 


见 Whittaker，watson，Course of Modern Analysis，Cambridge ,1944，§ 12.16.h(k) 函数 的 极限 表 式 为 
k<<1, h(k) = hk/12, 
k>>1, h(k)= -Ctlnk+1.2/E, 
后 一 式 给 出 的 h(&) 值 精确 到 4% 以 内 ,直到 有 >2.5.， 
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函数 按 小 量 ka 的 客 展 开 后 所 得 的 首 项 . 正如 
$ 133 中 指出 的 ,低能 共振 相当 于 常数 k 特别 小 
的 情形 . 因而 ,为 了 改进 精确 度 ,我 们 必须 计 及 这 
个 展 式 中 的 下 一 项 ( ~ 天 ) ,该 项 中 含有 一 个 数量 
级 “正常 "的 系数 ,也 就 是 必须 把 (138. 12) 式 中 的 
-kK 改 成 


一 Ko + 了 mo， 
正如 $133 所 说 ,共振 的 存在 来 自 该 系统 的 


一 个 真 的 或 虚 的 束缚 态 . 可 以 证 明 包 ,判断 真能 级 
或 虚 能 级 的 判 据 仍 然 是 常数 k 的 符号 





根据 (138. 10) , 波 函 数 的 总 相 移 为 8 +6,. 图 49 
因而 散射 振幅 为 
f(0) = > (21+1) [eet _1]P,(cos 6), (138.13) 
方 括 号 内 的 差 可 以 写成 
ge EY a i (138. 14) 


库仑 相 移 5#e 对 所 有 的 1 散射 振幅 给 出 数量 级 相同 的 贡献 . 相 移 5, 和 短程 力 有 
关 , 低 能 时 li 对 0 的 5, 很 小 . 因此 ,把 (138. 14) 代 入 (138. 13) 时 ,每 个 求 和 项 中 保 
留 (138. 14) 式 的 第 一 项 , 求 和 后 即 得 库仑 散射 振幅 (135.9) 
1 21 > 已 ,库仑 
户 (0) = -一 一 一 一 exp| - -一 in sin ~—0+2i6, |. (138. 15) 
2a jsin 了 6 ho, < 


(138. 14) 式 中 第 二 个 括号 只 保留 1=0 的 项 . 因而 总 散射 振幅 为 
f(0) =fme (0) + (em 二 (138. 16 ) 


上 式 中 的 第 二 项 可 以 称 为 核 散射 振幅 . 但 应 强调 指出 ,这 种 划分 具有 任意 
性 :鉴于 (138.11) 中 8 的 定义 ,库仑 作用 的 存在 对 8 这 一 项 也 有 相当 大 的 影 
响 ,这 与 不 带电 粒子 短程 力 的 相应 项 很 不 一 样 . 特别 是 ka, 一 0 时 , 相 移 6。 以 及 
(138. 16) 式 中 的 第 二 项 按 e …”“" 的 规律 指数 式 地 趋 于 零 . 也 就 是 说 , 核 散 射 整 
个 地 被 库仑 斤 力 掩盖 掉 ， 


四 “对 质子 -质子 散射 ,常数 a=1/xko 而 ro 的 值 为 w= -7.8 x10- em,m=2.8xl10- ”cm( 库 仑 制 
长 度 单位 为 2 让 /mez =57.6 x10-5cem). 这 些 值 是 对 自 旋 反 平行 的 一 对 质子 而 言 的 :根据 泡 利 原理 , 自 旋 


平行 的 双 质 子 系统 不 能 处 于 s 态 . 
©®@ 见 .JanBpay, A. CMopomEHCKHE, 冰 3T@ ,14 ,269 ,1944. 
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散射 截面 中 ,这 两 部 分 振幅 是 相干 的 : 


-nor | , 





2moz | Lsin'(0/2) 
4ka., 1 2 8 i 
一 二 6ucos| i sin 广 十 5, +4(ka, ) sin 8 | | (138. 17) 


上 式 假定 了 相 碰 粒子 是 不 同 的 ,对 同类 粒子 ,散射 振幅 在 取 平 方 之 前 必须 先 对 称 
化 (参考 $ 137). 


$ 139 快 电 子 和 原子 的 弹性 碰撞 


快 电子 和 原子 的 弹性 碰撞 可 以 用 玻 恩 近 似 处 理 , 只 要 人 射电 子 的 速度 远大 
于 原子 中 的 电子 速度 即 可 . 

由 于 电子 和 原子 的 质量 差别 很 大 ,后 者 在 碰撞 中 可 以 认为 是 不 动 的 ,质心 为 
静止 的 坐标 系 就 和 原子 为 静止 的 坐标 系 重 合 . 此 时 (126.7) 式 中 的 p 和 p' 就 代 
表 碰 撞 前 后 的 电子 动量 ,m 为 电子 质量 ,9 角 就 是 电子 偏转 角 旭 . (126.7) 式 中 的 
势能 U(r) 需 要 适当 地 定义 ， 

$ 126 中 ,我们 计算 了 相对 于 碰撞 前 后 自由 粒子 波 函 数 而 言 的 相互 作用 能 
的 矩阵 元 在 和 原子 碰撞 时 ,还 应 计 及 描述 原子 内 部 状态 的 波 函 数 . 弹性 碰 
撞 中 ,原子 态 保 持 不 变 . 因此 局 ,, 仍 可 作为 由 电子 波 函 数 风 和 由,. 所 确定 的 矩阵 
元 , 它 对 原子 波 函 数 而 言 是 对 角 的 . 换 句 话说 ,(126.7) 式 中 的 U(r) 应 该 取 作 对 
原子 波 函 数 平均 以 后 的 电子 和 原子 间 的 相互 作用 势能 . 它 等 于 ep(r) ,其 中 的 
g(r) 是 原子 中 的 平均 电荷 分 布 在 7r 点 产生 的 势 . 

我 们 用 p(7) 代表 原子 中 的 电荷 密度 分 布 ,对 势 wp 而 言 ,我 们 有 以 下 泊 松 
方程 

Vigp = -47p(7). 
所 求 的 矩阵 元 VU, 基本 上 就 是 U0U 的 ( 即 9% 的) 健 里 叶 分 量 ( 对 应 于 波 矢 g = 大 -天 
的 传 里 叶 分 量 ). 把 泊 松 方程 分 别 应 用 于 每 一 个 傅 里 叶 分 量 ,我 们 有 


Vi(9se" ')= -gp = -4npe"", 
故 
9p。 =4Tpv/9 ， 
亦 即 
[pe av= pe "dy (139. 1) 
g 


电荷 密度 p(Cr) 由 电子 电荷 和 核电 荷 所 组 成 : 
p= -en(r) +Zed(r), 
式 中 en(r) 是 原子 中 的 电子 电荷 密度 . 乘 以 e ”并 积分 得 
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|oe ”ay= -e | ne ay+Ze 
由 此 得 我 们 所 关心 的 积分 式 





[mr(9)]， (139. 2) 
式 中 的 f(g) 由 下 式 定 义 ; 
F(g) = | ne ay (139. 3) 


并 称 为 原子 形状 因子 . 它 是 散射 角 和 人 射电 子 速 度 的 函数 . 
最 后 ,把 (139.2) 代 和 人 (126.7) 式 ,得 快 电子 被 原子 弹性 散射 的 截面 公式 中: 
人 (139.4) 
9 a 2 
我 们 来 考虑 ga。<< 1 的 极限 情形 ,a。 具 有 原子 半径 的 数量 级 . 小 的 散射 角 对 
应 于 小 的 9: 旭 <<vo/v, 其 中 wv。 ~ /mao 为 原子 中 电子 速度 的 数量 级 . 


我 们 把 F(g) 展 成 4 的 短 级 数 . 零 级 项 为 | ndY, 它 是 原子 中 的 电子 总 数 2 





do = 


一 级 项 和 {rar) dy 成 正比 ,也 就 是 原子 偶 极 矩 的 平均 值 ; 它 恒 等 于 零 ( 见 
§ 75). 因此 必须 继续 展开 至 二 级 项 ,得 到 
Z-F(g) = | ar 


代入 (139.4) 后 得 


2 


do = do. (139.5) 





me” | nridV 
3 下 





由 此 可 见 ,在 小 角度 范围 内 ,截面 与 散射 角 无 关 , 并 由 原子 中 电子 距离 原子 核 的 
均 方 距离 所 给 定 . 

在 大 g(gao。 >>1, 即 必 >> vo/v) 的 相反 极限 情形 下 ,(139.3) 被 积 阻 数 中 的 
e ”因子 是 一 个 急剧 振荡 函数 ,因而 整个 积分 接近 于 零 . 和 2Z 相 比 我 们 就 可 以 
略 去 R(9) , 故 








Fe 2 
] do (139.6) 


2 3. 
Sm sin’” EE 


也 就 是 说 ,我 们 得 到 原子 核 处 的 户 琶 福 散射 . 


a 


QD 我 们 略 去 了 进行 散射 的 快 电子 和 原子 中 电子 间 的 交换 作用 ,也 就 是 没有 把 该 系统 的 波 函 数 对 称 
化 .这 种 做 法 的 合理 性 是 明显 的 :在 “交换 积分 "中 ,自由 粒子 的 急剧 振荡 波 函 数 与 原子 中 电子 波 函 数 之 间 
的 干涉 效应 ,对 散射 振幅 的 贡献 是 很 小 的 . 
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我 们 也 能 计算 输 运 截面 
Cr = | (1 -eos 他) do, (139. 7 ) 


根据 (139.5) 式 ,在 妇 <<w/2 的 角度 范围 内 ,我 们 有 dc = 常数 x sin 8d9 = 常数 
x 四 d 旭 , 式 中 的 常数 与 从 无 关 . 因此 在 这 个 范围 内 ,上 式 积分 中 的 被 积 函数 和 好 
成 正比 , 故 在 积分 的 下 限 很 快 地 收敛 , 在 1 >>V >>?zou 的 范围 内 ,我 们 有 do =~ 
常数 x d8/ 妇 ;被 积 函 数 与 1/8 成 正比 ,积分 (139.7) 对 数 性 发 散 . 由 此 可 见 , 这 
个 角度 范围 在 积分 中 起 着 主要 作用 ,我 们 只 需 对 这 个 范围 积分 . 积分 的 下 限 必 须 
取 w/2 的 数量 级 ;我 们 把 它 写 成 e /yj 形式 ,y 是 一 个 无 量 纲 常数 . 结果 得 下 列 
公式 

Cu -4a( 红 ] 人 (139. 8) 


mv’ Be 

常数 y 的 精确 计算 需要 考虑 纺 >uwA 的 散射 ,无 法 表 成 一 般 形式 . o,. 很 少 依赖 于 

这 个 常数 的 选择 ,因为 它 只 出 现在 对 数 之 内 ,而 且 还 习 上 了 一 个 很 大 的 量 j/ei. 
为 了 对 重 原子 的 形状 因子 进行 数值 计算 ,我 们 可 以 采用 托马斯 - 费 米 分 布 


的 密度 n(7). 我 们 知道 ,托马斯 ~ 费 米 模型 中 的 n(r) 具 有 以 下 形式 : 
， 213 
n(r) =ZA")， 
此 式 及 以 后 各 式 中 所 有 的 量 都 用 原子 单位 量度 . 很 易 看 出 ,用 这 个 函数 n(r) 计 
算 积 分 式 (139.3) 时 ,9 只 包含 在 组 合 9Z “中 
F(g) =Zp(8Z -一 ). (139.9) 


作为 参考 , 表 11 给 出 了 函数 p(x) 的 值 , 它 对 所 有 的 原子 都 成 立 . 
表 11 托马斯 - 费 米 模型 的 原子 形状 因子 





Q@ ”必须 注意 ,这 个 式 子 对 小 的 g 不 能 应 用 ,因为 此 时 nr 的 积分 实际 上 不 能 用 托马斯 - 费 米 模型 计 
算 ( 见 $113 的 第 3 个 注 ). 还 须 指 出 ,托马斯 - 费 米 模型 并 不 代表 原子 的 个 别 性 质 以 及 它们 随 原 子 序 的 
系统 性 变化 . 


§139 快 电子 和 诛 子 的 弹性 碰撞 ， 529.， 


根据 (139.9) 的 原子 形状 因子 ,截面 (139.4) 将 呈 以 下 形式 ; 
do -1 -9p(bgZ “)]’do -2 QZ “vsin 到 9]do， (139. 10 ) 
其 中 的 B(x) 是 一 个 对 所 有 原子 都 成 立 的 新 函数 . 总 截面 可 经 积分 获得 . 由 于 小 


的 妇 角 范围 在 这 个 积分 中 起 主要 作用 ,因此 可 以 写成 
do~Z2 DZ /2)2n0d8, 


并 把 对 9 的 积分 延伸 至 无 穷 大 : 
rr =272242 人 BZ v0/2) 8948 = 2 [ x (x) dx, 


因此 o 的 形式 为 
og = 常数 x2 Vv (139. 11) 
同样 ,很 易 证 明 ,(139. 8) 式 中 的 y 常数 将 与 Z “成 正比 . 
习 题 


计算 快 电子 对 基态 氨 原 子 的 弹性 散射 截面 . 
解 : 氮 原 子 基 态 波 函数 为 (采用 原子 单位 ) 沙 =e /YT, 故 n=e*/n. 
(139.3) 中 对 角度 的 积分 与 推导 (126. 12) 式 时 相同 . 我 们 有 


人 n(r)sin gr 。 rdr =— 
gd J0 [Ta 
代入 (139.4) 中 得 
_4(8 + 的) do, 
(4+9 ) 


其 中 g = 2osin 2 令 do =2msin 9d8 = (2m/v)qdgq 并 对 g 从 0 到 2v 积分 ,可 算 


出 总 截面 ;由 于 假定 ! 很 大 而 且 积 分 收敛 ,积分 上 限 可 用 无 穷 大 代替 ,结果 为 
输 运 截面 按 下 式 计算 : 


改换 积分 变量 , 令 凡 =4+g, 除 du/u 这 一 项 外 积分 上 限 均 取 无 穷 大 ,我 们 得 


= 一 一 i 
EE | | 


与 (139. 8 ) 式 一 致 . 
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$140 具有 上 自 旋 轨道 作用 的 散射 


迄今 为 止 ,我 们 只 研究 了 粒子 间 相 互 作 用 与 其 自 旋 无 关 的 碰撞 . 在 这 些 条 件 
下 , 自 旋 或 者 对 散射 过 程 根 本 没有 影响 ,或 者 由 于 交换 效应 而 只 有 间接 影响 
( § 137). 

现在 来 研究 把 $ 123 中 给 出 的 散射 理论 推广 到 粒子 间 相 互 作 用 明显 依赖 于 
自 旋 的 情形 ,这 正 是 核 粒子 的 碰撞 中 所 发 生 的 . 


我 们 将 详细 讨论 最 简单 的 情形 ,其 中 一 个 相 碰 粒 子 的 自 旋 为 了 (为 确定 起 
见 ,把 它 取 作 入 射 粒子 ) , 另 一 个 (地 粒子 ) 的 自 旋 为 零 . 

对 系统 的 一 个 给 定 角 动量 六 半 整 数 ) ,轨道 角 动量 只 能 有 1=j + 地 两 个 值 ， 
它们 对 应 于 字 称 不 同 的 态 . 因此 在 这 种 情形 下 ,轨道 角 动量 绝对 值 的 守恒 来 自 j 
和 字 称 的 守恒 . 

算 符 f( § 125 ) 现在 不 但 作用 在 系统 波 函数 的 轨道 变量 上 ,而 且 也 作用 在 它 
的 自 旋 变量 上 . 它 应 该 和 守恒 量 忆 对 易 . 这 种 算 符 的 最 一 般 形式 为 

f=6+Bi.$, (140. 1) 
其 中 的 & 和 是 轨道 算 符 , 只 和 有关 . 

$ 矩阵 ,从 而 还 有 算 符 的 矩阵 ,对 于 守恒 量 1 和 j( 以 及 总 角 动 量 的 分 量 m) 

具有 定 值 的 状态 波 函 数 而 言 是 对 角 的 ,而 且 对 角 元 可 以 通过 (123. 15) 式 用 波 泪 


数 的 相位 5 表达 出 来 . 对 于 给 定 的 1 和 给 定 的 总 角 动 量 j=1+ 二 或 1- 二 ,ls 的 


本 征 值 分 别 为 子 和- (1+1)/2[ 见 (118.5)]. 因此 ,确定 算 符 & 和 8 的 对 角 和 矩阵 
元 ( 记 作 ww 和 5b,) 时 ,我 们 有 关系 式 


l 
Qi 十 72= (ear - 一 工 ) ， 
it+l 


oa ob = (em 一 1 ) ， 


(140. 2) 


式 中 的 相位 56” 和 5 分别 对 应 于 7 = 1+ 本 和 = 1 -本 的 态 . 


但 是 ,我 们 感 兴趣 的 并 不 在 于 算 符 f 相对 于 给 定 1 和 j 的 态 而 言 的 那些 对 角 
元 本 身 , 而 在 于 作为 人 射 波 方向 和 散射 波 方 向 的 函数 的 散射 振幅 . 这 个 振幅 仍然 
是 一 个 算 符 , 但 这 只 是 针对 自 旋 变 量 的 ,是 对 自 旋 分 量 o 并 不 对 角 的 一 个 算 符 . 


本 节 以 后 用 记号 f 代表 这 个 算 符 . 
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为 了 导出 这 个 算 符 ,我 们 必须 把 算 符 (140. 1) 作 用 在 对 应 于 人 射 平面 波 ( 沿 
: 轴 ) 的 函数 (125.17) 上. 因而 


f= Sy (21+1)(a,+bl. 3)Pi(cos 0) ， (140.3) 


式 中 还 应 算出 算 符 1.§ 作 用 在 P,(cos 9) 函数 上 的 结果 . 它 的 做 法 是 , 先 写 出 下 
式 [ 见 (29. 11)] 


(ls_+l_s,) +l,s,, 


再 应 用 算 符 1 的 矩阵 元 公式 (27. 12) ,或 者 更 简单 地 应 用 算 符 表 式 (26. 14)， 
(26. 15 ) 结 果 得 
1. §P,( cos 0) =iy . $Pi (cos 0), 
式 中 的 P! 是 连带 勒 让 德 多 项 式 ,v 是 一 个 垂直 于 散射 平面 的 沿 n xn' 方 向 的 单 
位 矢量 [n 是 人 射 (: 轴 ) 方 向 ,n' 是 由 球 极 角 g,e 所 定义 的 散射 方向 ]. 
由 (140.2) 式 求 出 a, 和 4b 后 代入 (140.3) 式 中 ,最 后 可 得 
f=A+2By . s, (140. 4) 
A yr + 1) (et ~ 1) + Mezaar ~ 1)]P(cos 0), 
2 (140.5) 
B = oy (el ~ ei )P! (cos 0). 
这 个 算 符 的 矩阵 元 所 给 出 的 散射 振幅 , 它 的 初 末 态 具有 确定 的 自 旋 投影 什 
og 和 .我 们 来 考虑 对 所 有 可 能 的 o' 值 求 和 ,并 对 初 态 中 (和信 射 束 中 ) 各 种 不 同 
co 的 概率 求 平均 以 后 的 截面 . 这 样 的 截面 由 下 式 给 出 : 
do = (f° f),, do; (140. 6) 
乘积 A'f 取 对 角 和 矩阵 元 相当 于 对 末 态 求 和 中 , 模 线 则 代表 对 初 态 求 平均 . 如 果 初 
态 中 所 有 的 自 旋 方 向 都 是 等 概率 的 ,这 个 平均 就 可 以 化 成 取 和 矩阵 的 阵 迹 除 以 自 
旋 分 量 e 的 可 能 值 的 个 数 : 


do = 5-tr(f*f) do (140.7) 


四 设 Ih,1 为 某 一 算 符 的 0 一 n 有 噬 迁 矩阵 元 的 模 量 平方 ,对 末 态 nn 求 和 后 ,我 们 有 
>, fon = 2 fon (fon) * = DS 0) = )w: 


为 避免 误解 ,我 们 必须 指出 ,(140.6) 中 的 * 号 代表 f( 自 旋 的 算 符 ) 的 厄 米 苍 ,并 不 是 n 和 n' 的 转 
性. 
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把 (140.4) 代 入 (140.6) 后 ,(v。s)* 的 平均 值 可 按 本 zs = 本 s(s+1) = 地 
算出 ,结果 得 


SE = 1412+1B81? 二 2Re(4B" )v + P, (140.8) 
oO 


式 中 的 尸 =25 是 入射 束 的 初始 极 化 度 , 它 的 定义 是 初 态 中 的 自 旋 平均 值 和 其 最 
大 可 能 值 { | 之 比 . 在 自 旋 为 情形 下 ,矢量 了 完全 描述 了 自 旋 态 ( $59). 


可 以 指出 的 是 ,入 射 束 的 极 化 导致 了 散射 的 方位 角 不 对 称 性 :因为 截面 式 
(140. 8) 中 的 最 后 一 项 w* 了 不 但 和 极 角 6 有 关 而 且 和 矢量 n' 相 对 于 n 的 方位 
角 pp 有 关 ( 如 果 极 化 不 垂直 于 >, 则 > :Pz0). 





散射 粒子 的 极 化 度 可 从 下 式 算出 : 

p' -2 Poe (140.9) 
(ff) 
如 果 初 态 是 非 极 化 的 (P =0) ,经 简单 计算 给 出 
, _ 2Re(AB”) 

Pp 二 (140. 10 ) 


可 见 一 般 讲 来 ,散射 会 导致 垂直 于 散射 平面 的 极 化 . 可 是 ,这 种 效应 在 玻 恩 近似 
中 并 不 存在 :如 果 所 有 的 相位 8 都 很 小 ,系数 4 在 相 移 的 一 级 近似 下 是 一 个 实 
量 ,而 B 是 一 个 纯 虚 量 , 故 
Re(48 ) =0. 
(140. 10) 的 极 化 P' 沿 着 方向 这 一 点 是 显然 的 :P' 是 一 个 轴 矢 量 ,而 v 是 


现 有 的 极 矢量 n 和 n' 所 能 组 成 的 唯一 的 轴 矢 量 . 因此 很 明显 , 自 旋 为 了 的 非 极 


化 粒子 束 ,被 自 旋 为 任意 的 (不 一 定 为 零 ) 原子 核 所 组 成 的 非 极 化 靶 呈 散射 时 , 散 
射 粒子 的 极 化 也 将 具有 这 个 性 质 . 

表述 散射 的 倒 易 定理 时 应 该 记得 ,时 间 反 演 不 但 使 动量 变 号 而 且 还 使 角 动 
量变 号 ,因此 在 具有 自 旋 的 情形 下 ,散射 的 时 间 反 演 对 称 性 必须 表现 为 下 述 两 个 
过 程 的 振幅 相等 ,这 两 个 过 程 的 差别 不 只 是 初 末 态 的 对 调 以 及 运动 方 辐 的 有 反 号 ， 
而 且 还 有 这 两 个 态 中 粒子 自 旋 分 量 的 反 号 . 此 外 ,这 两 个 振幅 的 符号 有 可 能 不 
同 ,因为 根据 (60.3) 式 ,时 间 反 演 会 在 自 旋 波 函 数 中 引进 一 个 ( -1)' “因子 . 结 


@ 这 里 指 的 是 自 旋 方 向 完全 任意 分 布 的 葛 . 记得 s> -时 , 自 旋 矢 量 的 平均 值 并 不 完全 确定 自 旋 
态 , 当 这 个 平均 值 等 于 零 时 不 一 定 意味 着 自 施 的 完全 无 序 . 
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果 使 倒 易 定理 表 成 以 下 形式 中 : 
Holyoy nN;o 7 PE ) 
=( -1)2 Of -ogo , -0 -Nn’; -0,-0,,—n), (140.11) 

式 中 的 碎 o,0,,n;0o',0',,n') 是 使 碰撞 粒子 的 自 旋 分 量 由 o,,o, 变 到 ec 
的 散射 振幅 . 指数 中 的 求 和 是 取 遍 散射 前 后 的 粒子 . 

玻 恩 近似 中 ,散射 具有 进一步 的 对 称 性 , 初 末 态 对 调 但 粒子 动量 和 自 旋 分 量 
不 像 时间 反 演 那 样 变 号 的 两 个 过 程 ,它们 的 概率 相同 ( 见 § 126). 把 这 个 性 质 和 
倒 易 定理 联合 起 来 ,我 们 发 现 ,散射 对 动量 和 自 旋 分 量 的 全 部 反 号 (但 不 对 调 ) 
具有 对 称 性 . 从 而 很 易 得 出 结论 ,在 玻 恩 近似 中 ,任何 非 极 化 粒子 束 对 非 极 化 靶 
的 散射 不 会 有 极 化 效应 . 因为 在 上 述 变 换 下 , 极 化 矢量 P 变 号 ,应 该 和 P 同 向 的 
单位 矢量 上 xk' 却 不 变 号 . 由 此 可 知 , 上 述 自 旋 为 二 的 粒子 对 零 自 旋 粒 子 散射 的 
有 关 性 质 ,实际 上 是 一 个 普遍 性 质 . 

当 碰 撞 粒 子 的 自 旋 为 任意 时 , 角 分 布 的 一 般 公 式 极 为 复杂 ,我 们 不 在 这 里 推 
导 , 只 是 计算 一 下 确定 这 种 角 分 布 所 需 的 参量 数 . 


前 面 考虑 过 自 旋 为 于 和 0 的 两 个 粒子 的 碰撞 情形 , 它 具有 这 样 的 性 质 , 当 j 


和 宇 称 给 定 以 后 ,此 双 粒 子 系统 只 能 有 一 个 态 ( 不 计 总 角 动 量 空间 取向 这 一 不 
重要 的 方面 ). 每 一 个 这 样 的 态 在 散射 振幅 中 导致 一 个 实 参量 (相位 5). 对 于 其 
它 的 目 旋 ,一 般 讲 来 会 有 几 个 不 同 的 态 具 有 相同 的 总 角 动 量 /7 和 相同 的 宇 称 ,这 
些 态 由 总 目 旋 $ 和 粒子 间 的 相对 运动 轨道 角 动 量 1 的 数值 相 区 别 . 假定 这 些 态 


的 数目 为 n, 很 易 看 出 ,每 一 组 这 样 的 态 在 散射 振幅 中 提供 了 n(n+1) 个 实 参量 


这 是 因为 ,对 这 组 态 而 言 ,5 矩阵 是 一 个 具有 么 正 对 称 性 的 矩阵 (由 于 倒 易 定 
理 ) , 它 有 7 xz 个 复 矩 阵 元 . 这 个 矩阵 中 的 独立 参量 数 是 很 易 算出 的 ,只 要 注意 


到 ,如果 把 算 符 $ 写 成 $ = exp(iRR) 的 形式 , 当 及 为 任 一 厄 米 算 符 时 ,$ 的 么 正 性 就 
自动 得 到 满足 [ 见 (12. 13 ) ]. 如 果 $ 是 对 称 的 , 则 和 矩阵 让 也 是 ,但 R 是 厄 米 的 , 故 
它 必 是 实 的 ,而 一 个 实 对 称 矩阵 具有 -nm(m +1) 个 独立 分 量 . 


以 自 旋 为 二 的 两 个 粒子 为 例 , 数 n=2,J 给 定 后 共有 四 个 态 :两 个 态 的 1= 
而 总 自 旋 $ =0 或 1; 另 两 个 态 的 1=J +1,5 =1. 显然 ,其 中 两 个 是 偶 态 (1 偶数 ) 


@ ”此 式 的 推导 类 似 于 (125. 12). 入 射 波 和 出 射 波 的 振幅 中 必须 含有 自 旋 因子 , (125. 10) 式 应 改 为 
条 件 及 -18 六 -8 ,其 中 算 符 六 不 但 进行 反 演 而 且 还 按 (60. 3) 式 改变 自 旋 态 . 
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两 个 是 奇 态 (! 奇 数 )， 
两 个 自 旋 为 村 的 粒子 的 散射 振幅 ,作为 和 这 两 个 粒子 的 自 旋 变量 有 关 的 一 


个 算 符 ,根据 必要 的 不 变性 条 件 ( 时 间 反 演 下 必须 是 一 个 不 变 的 标量 ) ,很 多 写 
出 它 的 一 般 表 式 . 为 了 构造 出 这 个 表 式 ,我 们 一 共有 两 个 粒子 的 自 旋 轴 矢量 8 
和 s, 以 及 两 个 普通 ( 极 ) 矢 量 n 和 mn' 可 供 我 们 支配 . 每 个 s, 和 8 算 符 在 振幅 中 


一 定 呈 线性 ,因为 自 旋 为 了 的 算 符 的 任意 函数 总 能 化 成 线性 函数 满足 这 些 条 件 


的 算 符 的 最 普遍 的 形式 可 以 写成 
f=A+B(S, :A)(S :A)+C(S pp) (sp) + 

+D(§, :pv)(S, :pv) +E(S, +8,) ‘rv+F(s, -8,) :yy. (140. 12) 
系数 4,8,… 都 是 些 标 量 , 它 们 仅 和 标量 n. n 有关 , 亦 即 和 散射 角 9( 以 及 和 能 
量 ) 有 关 ;A,p ,vv 分别 为 沿 n+n',n-n' 和 nxn' 方 向 的 三 个 相互 和民 直 的 单位 矢 
量 . 时 间 反 演 操作 相当 于 作 以 下 变换 : 

Si -Sl, SH -5 天 一 一 下 hn-h. 
从 而 有 
A— -A, 及 一 LE ， Zr 一 -Vv 

算 符 (140. 12 ) 的 不 变性 很 明显 . 

核子 (质子 和 中 子 ) 的 相互 散射 中 ,(140. 12) 的 最 后 一 项 并 不 出 现 . 这 是 因 


为 核子 间 的 核 力 不 改变 系统 的 总 自 旋 值 5, ,可 是 算 符 $, -$, 并 不 和 5? 对 易 ( 根 
据 (117.4) 式 ,(140. 12) 中 其 余 项 可 用 总 自 旋 算 符 $ 表 出 ,因此 和 算 符 8? 对 易 ). 
同类 核子 (pp 或 an) 的 散射 中 ,系数 4,B,… 作 为 散射 角 的 函数 还 满足 某 些 对 称 
关系 ,这 是 两 个 粒子 全 同 的 结果 ( 见 题 2). 


习 吏 
1， 自 谈 为 二 的 粒子 被 自 旋 为 零 的 粒子 所 散射 ,如 果 散 射 前 极 化 不 等 于 零 ， 


求 散射 后 的 极 化 . 

解 : 计 算 (140.9) 式 时 最 好 取 其 分 量 式 , 令 z 轴 沿 z 方 向 . 结果 为 

pr 142 -1B8I?)P +21Bl’y(y . P) +2Im(AB' )v xP +2vRe(AB'* ) 

1Al?* +1BI* +2Re(AB* )vy:P 

2. 试 求 两 个 相同 核子 的 散射 振幅 中 系数 (作为 98 角 的 函数 ) 所 应 满足 的 对 
称 条 件 (R. Oehme,1955 ). 

解 : 我 们 把 (140. 12) 中 的 各 项 重新 分 组 ,使 得 每 组 仅 当 双核 子 系统 的 态 为 
单 态 (S =0) 或 三 重 态 (S=1) 时 才 不 为 零 ; 





§141 雷 杰 极 氮 。535 ， 

f=a($ * 5, | + 人 * §, | to[ + ‘py)(s,: ») | + 
+d[(s, :nn)(s, nn’) +(S :nA')(S, .nn)] te(s, +§,) *v. (1) 
应 用 (117.4) 式 ,很 易 看 出 第 一 项 仅 当 5=0 时 才 不 等 于 零 , 其 余 项 仅 当 S$S=1 时 
才 不 等 于 零 . 由 于 粒子 的 全 同性 ,散射 振幅 对 粒子 坐标 的 交换 当 S=0 时 必须 是 
对 称 的 ,S=1 时 必须 是 反对 称 的 . 这 种 变换 等 价 于 9 一 mT - 0, 或 者 是 把 矢量 严 和 
n' 中 的 一 个 变 号 (参考 $137). 根 据 这 些 条 件 , 我 们 得 到 以 下 关系 : 

a(mT-0)=a(0), Lb(T -0)= -4b(0), | (2) 

d(T -0)=d(0), el(m -0) =e(0). 

由 于 同位 旋 守 恒 ,nn 和 pp 散射 以 及 同位 旋 态 T=1 的 np 散射 具有 相同 的 

散射 振幅 .但 对 np 系统 还 可 有 了 =0 的 态 , 因 此 np 散射 振幅 要 用 不 同 于 (1) 式 
的 系数 a,b,… 来 描写 ,这 些 系 数 并 不 具备 (2) 式 的 对 称 性 质 . 
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在 $ 128 中 ,我 们 把 散射 振幅 看 作 粒 子 能 量 丈 的 复 变 函数 研究 了 它 的 解析 
性 质 ,轨道 角 动 量 ! 作为 一 个 参量 具有 实 的 整数 值 . 如 果 现 在 针对 实 的 能 量 值 E 
把 1 看 作 一 个 连续 的 复 变 量 ,那么 从 方法 论 意义 上 来 看 ,散射 振幅 将 会 进一步 呈 
现 一 些 十 分 重要 的 性 质 号 . 

和 128 一 样 ,我 们 取 具 有 以 下 渐 近 式 的 径 向 波 函 数 : 


Xi =7R, =A(1 Boxp| -| +B(1,E) ep[ Mer]. (141.1) 


这 些 函 数 是 薛 定 谓 方 程 (32.8 ) 之 解 ( 式 中 的 /7 现在 看 作 复 变量 ) ,同时 ,我 们 按 
以 下 条 件 从 两 个 独立 解 中 选择 一 个 : 
当 r 一 0 时 ， 尺 一 常数 xr. (141.2) 
可 以 立刻 看 出 ,这 个 条 件 对 参量 ! 的 允许 值 给 予 了 一 定 的 限制 . 实际 上 ,r 很 
小 时 ,(32. 8) 式 之 解 的 一 般 形式 为 ( 见 §$32 末 ) 
Ri~e,r +cor- . 
为 了 使 第 二 个 解 明 显 区 别 于 第 一 个 解 并 把 它 去 掉 ,r 项 当 r 一 0 时 必须 超过 
项 . 对 于 复 的 1, 这 一 点 导致 Rel > Re( -1-1) ,或 


Re[2+ 亏 >0. (141.3) 


以 后 我 们 只 考虑 垂直 线 1= - 士 右边 的 那 一 半 1 复 平面 


(D 这些 性 质 首 先 由 雷 杰 (T. Regge,1958 ) 进行 了 研究 . 
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波 函 数 R(r;l,E) 为 系数 对 1 解析 的 一 个 微分 方程 之 解 , 它 是 1 的 一 个 解析 
疯 数 ,在 半 平 面 (141.3) 内 没有 奇 点 . 这 一 点 特别 适用 于 渐 近 式 (141. 1) ,因而 函 
数 A(1,E) 和 B(Li,E) 对 1 没有 奇 扣 . 可 是 ,在 这 里 已 经 假定 了 r 一 w 时 (141.1) 中 
的 两 项 都 给 保留 是 合理 的 . 这 一 点 当 怕 >0 时 总 是 对 的 , 当 巨 <0 时 ,如 果 场 U(7) 
满足 条 件 (128. 6) 或 (128. 13) ,这 一 点 也 是 对 的 . 这 些 论断 中 重要 的 是 波 函 数 渐 
近 行 为 (对 r) 的 方式 依赖 于 五 而 不 依赖 于 1. 因此 它 的 趋 于 这 个 渐 近 式 并 不 受 ! 
为 复数 这 一 事实 的 影响 . 

比较 (141. 1) 和 渐 近 式 (128. 15) ,我 们 发 现 $ 和 矩阵 元 呈 以 下 形式 : 
imA(L,E) 

B(Ll,E)’ 
此 式 对 复 的 1 也 成 立 ( 尽 管 < 相 移 ”5 此 时 不 再 是 实 的 ). 

对 于 实 的 1 和 E>0, 冰 数 4 和 B 有 (128.4) 式 的 关系 :4A(1,E) = 刀 (1,E). 

因而 对 复 的 /有 


(141.4) 





S(l1,E) =exp[2i8(1,E)] =e 


4(1" ,E) = 有 B (1,E), E>0. (141. 5) 
从 而 S(L1,E) 满 足 复 么 正 条 件 : 
S (Ll,E)S(l* ,E)=1. (141.6) 
由 于 4(l1,E) 和 B(l,E) 作 为 1 的 函数 没有 奇 点 ,因此 函数 S(1,E) 以 及 分 波 
振幅 AL,E) 只 在 旺 数 B(L1,E) 的 零点 处 具有 奇 点 (极点 ). 散射 振幅 在 1 复 平面 中 
的 这 些 极 点 称 为 雷 杰 极点 . 它们 的 位 置 当 然 依 赖 于 实 参 量 的 值 . 确定 极点 位 
置 的 函数 
l=a,(E) 
称 为 雷 杰 轨迹 . 当 变动 时 ,极点 在 1 面 内 沿 一 定 的 曲线 运动 . 下 标 i 是 极点 的 
编号 ,以 后 将 略 去 . 
现在 研究 雷 杰 轨迹 的 性 质 , 我 们 先 来 证 明 EE <0 时 所 有 的 a(E) 都 是 实 函 
数 . 为 此 ,我 们 考虑 以 下 方程 : 


+[ 字 (FE- OnD)) -只 =0， (141.7) 
这 是 1=a 的 波 阴 数 所 应 满足 的 方程 . 此 式 乘 xy 并 对 r 积 分 (第 一 项 作 分 部 积 
分 ) ,得 到 
-了 pe r+ (E-U) lyl*dr - a(arl) 人 War -0 
式 中 应 用 了 B=0 时 (确定 雷 杰 极点 的 条 件 ) 波 函数 在 r 一 % 过 程 中 指数 衰减 的 


事实 ,所 以 各 个 积分 都 是 收敛 的 .上 式 前 两 项 是 实 的 ,所 以 最 后 一 项 的 积分 也 是 
实 的 . 从 而 必须 有 


Im[a(a+1)] -me+ 二 ) -2Rel a + 二 ]m a=0. 
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但 是 我 们 考虑 的 只 是 半 平 面 (141.3) 内 的 极点 ,肯定 地 有 
Rel a + >0， 
这 就 给 出 了 所 求 的 结果 
Im a(E) =0 (E <0 时 ). (141.8) 
其 次 ,我 们 对 (141.7) 式 进行 和 推导 (128. 10) 式 一 样 的 手续 :对 五 微 分 后 滋 
四 a 7) 式 ， 得 到 以 下 恒等式 : 


村 -2 .和 da(a+l) _ 
xl 交 ) ] 六 dE = 


上 式 对 r 从 0 到 m pe r+ a 的 事实 ,可 证 上 式 第 一 项 的 积分 等 


eT 如 tr xzdr (141.9) 
A 因而 (141.9) 中 的 两 个 积分 都 是 正 的 . 故 
a(a+1) =2{c+ 序 } 答 >0 
又 由 于 w+ 元 >0, 故 得 
da 
da5>0 (E <0 时 ). 


可 见 互 <0 时 函数 a(E) 随 EE 单调 地 增长 . 
子 数 a(E) 取 “物理 ” 值 时 ( 即 取 1=0,1,2,… 整 数值 时 ) ,所 得 的 负 五 值 对 应 
于 该 系统 的 离散 能 级 . 我 们 注意 到 ,这 一 点 给 出 了 根据 它们 所 在 的 雷 杰 轨迹 对 束 
缚 态 进行 分 类 的 一 个 新 原则 . 
作为 一 个 例子 ,我 们 考 碟 在 库仑 引力 场 中 运动 的 雷 杰 轨迹 . 此 时 散射 矩阵 元 
为 @. 
S eTOU+1 -i/k) 
‘TCL+1 +i/k)’ 
k 用 库仑 单位 . 此 式 的 极点 是 T(l1+1 -iVEk) 的 宗 量 为 负 整 数 或 零 的 那些 点 , E <0 


时 k=i -2E, 故 


(141. 10) 


1 
V -2E 
其 中 n, =0,1 i … 是 雷 杰 轨迹 的 编号 . 令 a(E) 等 于 1 =0,1,2, a 中 的 一 个 整 
数 ,我 们 得 到 熟知 的 库仑 场 中 离散 能 级 的 玻 尔 公式 : 


Ek <0, (141.11) 





a(E)= -n.-1+ 


QD 参考 (135. 11) 式 ,该 式 中 的 大 必须 变 号 以 便 把 斥 力 改 为 引力 . 
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E= -n+1 +1) 一. 


n, 在 这 里 与 确定 径 向 波 函 数 节点 数 的 径 量子 数 相 一 致 ,每 条 雷 杰 轨 迹 ( 即 对 每 
个 给 定 的 n, 值 ) 对 应 于 无 穷 多 个 轨道 角 动量 值 不 同 的 能 级 . 

现在 来 考虑 >0 时 a(E) 函数 的 性 质 . (141. 1) 式 中 复 变量 的 函数 A(1， 
E) 和 B(1,E) 是 定义 在 以 右 实 轴 为 割 线 的 一 个 平面 上 的 ( 见 $128). 与 此 相应 ， 
使 B(1,E) =0 的 函数 1=a(E) 具 有 同样 的 割 线 . 在 割 线 的 上 下 沿 ,a(E) 具 有 复 
共 斩 值 ,在 上 沿 有 Im a >0. 对 此 我 们 不 准备 停留 在 只 作 形 式 上 的 证 明 , 而 要 对 
其 原因 作出 更 为 物理 的 解释 . 

当 1 为 复数 时 ,离心 能 以 及 有 效 势 能 U0 =U+l(l1+1)/(2mr?) 也 成 为 复数 . 
重复 $ 19 中 的 推导 ,(19.6) 式 现在 改 为 


EA +V :j=21wIm U,. 


当 !=aw 和 Ina>0 时 ,我 们 还 有 Im U, >0. 于 是 上 式 右 边 是 正 的 ,这 表示 场 体积 内 
辐射 一 个 新 粒子 . 因此 波 函 数 的 渐 近 式 ( 当 B=0 时 ,只 含 (141.1) 中 的 第 一 项 ) 必 
须 表 为 出 射 波 , 这 发 生 在 割 线 的 上 沿 ( 参 考 从 (128. 1) 到 (128.3) 式 的 推导 ). 

由 于 五 >0 时 a(E) 是 复 函 数 , 它 不 能 取 “ 物 理 " 值 1=0,1,2,…. 可 是 , 它 有 
可 能 在 1 复 平面 上 接近 于 这 些 值 . 我 们 来 证 明 , 这 就 会 在 分 波 振幅 中 出 现 共振 
(对 应 于 所 考虑 的 1 的 整数 值 ). 

设 为 接近 于 函数 a() 的 整数 值 ,并 令 ,为 Rea( EE) =4 时 的 能 量 值 
( 实 的 和 正 的 ). 于 是 在 此 值 附 近 ,我 们 有 

a(E)~h +in+B(E -EE,), (141. 12) 

其 中 7 = Im a(E。) 是 一 个 实 常 数 . 我 们 将 考虑 割 线 上 沿 的 a() 值 . 按照 前 面 的 
讨论 ,这 种 情形 下 mw >0( 并 且 有 ?7 << 1 ,根据 a 接近 于 的 假定 ). 很 易 看 出 , 常 
数 B( 即 巨 =E。 处 的 导数 da/dE) 可 以 看 作 是 实 的 和 正 的 . 实际 上 ,由 于 a(E) 差 
不 多 是 实 的 ,所 以 波 函 数 x(r;a,E) 也 差不多 是 实 的 . 略 去 5 的 高 级 小 量 后 ,我 们 
可 以 略 去 x 的 虚 部 ,从 而 6B 是 正 的 ,因为 (141.9) 中 的 积分 是 正 的 中 . 


@ 为 了 阐明 这 些 积分 的 结构 ,我们 注意 r>> ae 的 渐 近 区 (a 是 场 的 作用 范围 ) 内 波 函 数 的 (141.1) 
式 是 成 立 的 , 当 ;很 小 时 ,此 区 对 积分 式 只 有 很 小 的 贡献 , 事实 上 ,如果 1!1= a( 五 ) 是 了 B(1,) 的 一 个 零点 ， 
则 按 (141.5)1=a' 是 4(1 五 ) 的 一 个 霍 点 . 因此 4(a,E) 从 而 xX(r;a,E) 在 r>>a 区 内 都 是 一 些小 量 ~ 
ol , 见 (134. 11 ). 估计 这 些 积分 时 ,还 有 一 个 重要 之 点 是 ,在 制 线 的 上 沿 (对 呈 的 关系 ) , 波 函 数 含有 一 个 
因子 

etr ,sy(rsa, BE) =A(a, bE)ew. 

在 这 个 上 沿 ,已 可 看 作 互 + 这 (5 一 +0); 则 天 也 有 一 个 小 的 正 虚 部 , 它 保证 了 (141.9) 式 中 积分 的 收敛 性 . 
从 物理 上 讲 ,r >> a 区 对 积分 的 贡献 所 以 小 ,是 由 于 能 量 Bo 对 应 于 一 个 准 定 态 ( 见 后 ) ;粒子 到 达 此 区 只 
能 是 该 态 的 一 个 罕有 误 变 的 结果 . 积分 的 主要 贡献 来 自 r ~a 区 ,在 此 区 内 波 隙 数 差不多 是 实 的 ， 
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由 于 1=a(E) 是 B(1,E) 的 一 个 零点 ,后 者 在 a,E, 点 附近 正比 于 a -应 用 

(141. 12) ,我 们 就 有 
B(L,E)= 和 常数 x[a(E -Ek,) +in]. (141. 13 ) 

此 式 的 形状 与 (134. 6) 式 相同 ,该 式 中 的 5, 是 能 量 , 厂 =2m/o >0 是 准 离散 能 级 
的 宽度 . 由 此 可 见 , 雷 杰 轨迹 (五 >0) 对 /整数 值 的 接近 对 应 于 该 系统 的 准 征 态 . 
因此 对 这 些 态 来 讲 存 在 着 与 严格 定 态 一 样 的 分 类 原则 :每 条 雷 杰 轨迹 可 以 对 应 
于 一 族 离散 的 和 准 离散 的 能 级 . 

把 1 处 理 成 为 复 变 量 使 我 们 有 可 能 导出 总 散射 振幅 (对 E>0) 的 一 个 有 用 
积分 形式 , 它 可 由 级 数 (123. 11) 得 出 


flp) = > (A+DLSCLE) -1]P(p) p=cos 0. (141.14) 


为 此 ,首先 不 但 须 对 i! 二 0 的 整数 而 且 也 应 对 所 有 的 复 值 1 定义 出 卫 数 
Pi(J). 这 一 扩 可 把 PC) 看 作 方 程 (c. 2) 之 解 来 实现 : 


(1 -pe )P" (pp) -uP' (pp) + lL+1)P,() =0. (141. 15) 
其 边界 条 件 为 P,(1) =1. 这 样 定义 的 P,(w) ,作为 1 的 函数 对 有 限 的 1 值 没有 奇 
点 @. 
很 易 证 明 级 数 (141. 14) 等 于 下 列 积分 
1 21+]1 
flp) = 村】 SE) -1]P,( -yp) di, (141. 16) 


式 中 积分 回 线 C 沿 负 向 (上 顺 时 针 方 向 ) 绕 实 轴 上 所 有 1=0,1,2,… 诸 点 并 在 无 穷 
远 处 封闭 : 


-1/2\ 0 1 2 3 4 


函数 S(1,E) 的 所 有 极点 1=a ,a,,…(E >0 时 不 在 实 轴 上 ) 必 须 留 在 回 线 C 的 
外 面 . 积分 (141. 16) 可 化 成 -2mi 乘 以 被 积 函 数 在 1 =0,1,2,… 诸 点 的 留 数 之 
和 ,1=0,1,2,… 是 函数 1/sin mi 的 极点 ,其 留 数 为 ( -1) mr. 由 于 对 整数 1 有 
P,( -4) = ( -1)'P,(1) ,我 们 就 从 (141. 16) 得 到 (141. 14) 式 @. 


DD 把 (141.15) 和 (e,2) 比 较 , 我 们 可 把 P,(j) 表 成 超 几何 函数 
P,(1) = 了 -bitlly -4 


@ 本 节 所 讨论 的 概念 ( 非 相 对 论 理论 ) 在 $123 所 引 的 de Alfaro，Regge 的 书 中 给 出 了 详细 论述 . 
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习 束 
证 明 对 应 于 一 系列 角 动 量 ! 的 相 移 满足 不 等 式 
6,,.(E) -5,(E) <T/2， 
解 : 我 们 把 7 看 成 连续 的 实 变 量 , 并 对 (32. 10) 式 进行 微分 


A 2m pp 人 L+tL)1X 下 
生生 mE U) 3 ]= (22+1) 筷 ， 


将 此 式 磁 以 X, 并 将 原 式 来 以 有/61, 两 式 相 减 得 
[x 宪 -x' 匀 = (21 + 1 时 


将 此 等 式 从 0 到 ou 对 r 积 分 , 当 r=0 时 方 括号 中 得 式 子 为 霍 ,而 当 r 一 o 时 可 以 
利用 渐 近 式 (33. 20) 最 后 得 


ww 2 
Po 
-一 一 一 一 | =(2/+1 
4 3 了 (27 + ) | dr >0, 


由 此 知 95,/81 < m/2. 将 这 个 关系 从 1 到 1+1 对 1/ 积分, 即 得 到 所 欲求 的 不 等 式 . 
将 后 者 同 (133. 17) 式 结合 起 来 可 以 证 明 :离散 能 级 的 数目 n, 并 不 能 随 的 增 大 
而 增 大 . 因为 当天 ->o 时 ,这 时 玻 思 近似 成 立 , 散 射 的 相位 趋 于 零 , 即 8(o ) =0 
这 时 有 

Rr I = 二 [81,,(0) -6(0) <1/2, nm -meso0. 


第 十 八 章 
非 弹性 碰撞 


$142 存在 非 弹 性 过 程 时 的 弹性 散射 


当 碰 撞 伴 有 相 碰 粒子 的 内 态 改变 时 ,这 种 碰撞 称 为 非 弹性 的 .在 这 里 我 们 对 
“内 态 的 改变 " 作 最 广泛 的 理解 ,特别 是 ,粒子 的 本 性 也 可 以 改变 . 例如 ,这 种 改 
变 可 以 包括 原子 的 激发 或 电离 ,原子 核 的 激发 或 晓 变 ,以 及 其 它 等 等 . 当 磁 撞 
《例如 核反应 ) 可 以 产生 不 同 的 物理 过 程 时 ,我 们 把 它 称 为 不 同 的 反应 道 . 

非 弹性 道 的 存在 ,也 对 弹性 散射 的 性 质 产生 一 定 的 影响 ， 

一 般 情形 下 , 当 有 各 种 反应 道 存 在 时 , 相 碰 粒 子 系统 波 函 数 的 渐 近 式 是 一 个 
求 和 式 ,每 个 可 能 道 对 应 于 其 中 的 一 项 . 特别 是 ,其 中 有 一 项 描述 处 于 原 有 的 未 
改变 状态 中 的 粒子 ( 称 为 输入 道 ). 这 个 波 函 数 是 粒子 的 内 态 波 函 数 和 相对 运动 
波 函 数 ( 在 质心 为 静止 的 坐标 系 中 ) 的 乘积 .后 一 函数 正 是 我 们 现在 感 兴趣 的 ， 
我 们 把 它 记 作 y 并 来 寻找 它 的 渐 近 式 . 

输入 道 的 波 函 数 东 是 由 一 个 人 射 平 面 波 和 一 个 对 应 于 弹性 散射 的 出 射 球 
面 波 组 成 的 . 它 也 可 以 像 $ 123 那样 表 成 一 个 人 射 波 和 一 个 出 射 波 之 和 . 区 别 在 
于 径 向 函数 届 ,(r) 的 渐 近 式 不 能 取 成 驻 波形 式 . 驻 波 是 振幅 相等 的 人 射 波 和 出 
射 波 之 和 . 在 纯粹 的 弹性 散射 中 ,这 一 点 与 问题 的 物理 含义 相符 合 ,但 当 存 在 非 
弹性 道 时 ,出 射 波 的 振幅 必须 小 于 入 射 波 的 振幅 . 因此 y 的 渐 近 式 将 由 (123.9) 
式 给 出 : 

= 5 > (21 +1)P,(cos 0)[( -1) e+Se”], (142.1) 


只 是 5, 不 再 由 (123. 10) 式 给 出 ,而 是 一 些 模 量 小 于 1 的 量 ( 一 般 为 复数 ). 弹性 
散射 振幅 可 通过 (123. 11) 式 用 这 些 量 表 出 : 


f0) -= 直 > (21 +1) (8, -1)P(eos 9) (142. 2) 
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对 于 弹性 散射 的 总 截面 r,,(123. 12) 式 换 成 


G7 (27+1)11 -5,1’. (142. 3) 


i=0 


非 弹性 散射 的 总 截面 ,或 者 对 所 有 道 而 言 的 反应 截面 o,, 也 能 通过 5, 表 出 . 
为 此 我 们 只 需 注意 到 ,对 每 个 ! 值 ,出 射 波 的 强度 被 削弱 为 入 射 波 的 18:1 售 . 这 
种 削弱 必须 全 部 归于 非 弹 性 散射 . 因此 有 


= 芋 六 (21+1) (1- 15,1), (142.4) 
总 截面 为 
ot0,.= > (21+1) (1 -Res,). (142. 5) 
角 动 量 为 1 的 弹性 散射 分 波 振 幅 由 (123, 15 ) 式 确定 , 即 
f= -1). (142. 6) 
(142.3) 和 (142.4) 求 和 式 中 的 每 一 项 就 是 角 动 量 为 1 的 弹性 散射 和 非 弹性 散 
射 的 分 截面 ， 


on = 意 (28+1)11 -Si ， 
of = 各 (21+1)(1-15,1), C870) 


og -得 (21+1)(1 -ReS,). 


S$, =1 对 应 于 完全 不 存在 这 种 (具有 给 定 1 值 的 ) 散 射 ,5, =0 对 应 于 角 动 量 
为 1 的 粒子 完全 被 “吸收 ” 掉 [ (142. 1) 式 中 没有 这 个 1 值 的 出 射 分 波 ] ,这 时 弹性 
和 非 弹性 散射 的 截面 因而 相等 : 


xz = =77(21+1). (142. 8) 


我 们 还 可 以 看 出 ,尽管 弹性 散射 在 没有 非 弹 性 散射 时 也 能 出 现 ( 当 15,1 =1 时 )， 
相反 情形 则 是 不 可 能 的 : 非 弹 性 散射 的 存在 必然 导致 弹性 散射 的 同时 存在 . 对 一 
给 定 的 oc 值 ,弹性 散射 截面 一 定 介 于 以 下 范围 内 : 
Vol - Moo- < Vo <Voo+Moo-o, (142.9) 
其 中 oo = (2l+1)m/k. 
取 (142.2) 中 8=0 的 A090) 值 并 与 (142.5) 式 比较 ,我 们 发 现 


Im f(0) = 蕊 co (142. 10) 


这 是 光学 定理 (125.9) 式 的 推广 . 这 里 的 儿 0) 仍 是 零 角 度 弹 性 散射 振幅 ,但 是 总 
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截面 o, 中 包括 了 非 弹性 部 分 , 

分 波 振 幅 f 的 虚 部 和 分 截面 rc; ”的 关系 为 
CO 人 
ms 4n 21+1’ 


此 式 直 接 来 自 (142. 6) 和 (142.7). 

波 函 数 渐 近 式 中 系数 5, 的 模 量 不 等 于 1, 并 不 影响 $ 128 中 对 弹性 散射 振 
幅 ( 作 为 复 变 量 五 的 函数 ) 的 奇 点 所 作 的 结论 , 这 些 结论 当 有 非 弹性 过 程 存 在 时 
仍然 成 立 . 可 是 ,振幅 的 解析 性 质 有 所 改变 , 它 在 负 实 轴 (E<0) 上 不 再 是 实 量 ， 
而 且 它 在 >0 的 割 线 上 下 沿 不 再 取 相 互 复 共 轿 的 数值 (因此 它 在 上 下 半 平 面 
对 称 于 实 轴 的 两 点 处 ,也 不 再 取 相 互 复 共 堪 的 数值 ). 

当 从 割 线 上 沿 绕 过 =0 点 到 达 下 沿 时 , 根 号 YE 改变 符号 ,也 就 是 说 , 绕 行 
的 结果 % 变 号 (E >0 时 是 实 的 ). 此 时 (142. 1) 式 中 的 人 射 波 和 出 射 波 相互 对 
换 , 因 而 系数 5, 被 它 的 倒数 1/S;( 它 不 等 于 5S? ) 所 代替. 制 线 上 下 沿 的 振幅 所 可 
以 记 作 fi(#) 和 fi( -8) (物理 振幅 当然 只 能 是 (8) ). 根据 (142. 6) 我 们 有 


S$,—1 1/S,-1 
filk) -3 用 一 有 = 一 一 5 这 


(142. 11 ) 





由 以 上 两 式 中 消去 5,, 得 以 下 关系 ; 
fk) -fl 一 天 ) =2i8 万 ( —k) (142. 12) 


不 存在 非 弹性 过 程 时 就 有 f( -k) = 三 (4#) ,而 且 (142.12) 和 (142.11) 式 相同 . 
把 (142. 12) 改 写成 


1 
Pg) Ee | 


我 们 就 可 看 出 ,1M (CE) + 这 必须 是 大 的 偶 函 数 . 如 果 用 g, (大 ) 代 表 这 个 函 
数 , 则 有 : 


fi(k) = (142. 13) 


CE -这 
但 这 个 偶 函 数 g,( 启 ) 和 (125. 15 ) 式 的 不 同 , 它 现 在 不 是 实 函 数 由 
当 粒 子 束 通过 大 量 散 射 中 心 所 组 成 的 散射 介质 时 ,由 于 各 种 弹性 的 和 非 弹 
性 的 碰撞 过 程 而 使 粒子 离散 ,人 射 束 的 强度 就 逐渐 减弱 下 来 . 这 种 减弱 完全 由 零 


@ 以 上 的 讨论 (以 及 由 此 而 得 的 有 关 g, 为 偶 函 数 的 结论 ) 中 ,事先 假定 了 一 *m 时 相互 作用 衰减 得 
足够 快 , 使 得 左 半 下 平面 内 不 存在 割 线 ,从 而 使 绕 已 =0 点 一 周 成 为 可 能 ， 
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角度 的 弹性 散射 振幅 所 确定 ,在 一 定 的 条 件 下 ( 见 后 ) ,可 以 用 下 列 纯 形式 的 方 
法 描述 中. 

设 A(0,E) 是 对 介质 中 每 个 单独 粒子 而 言 的 零 角度 散射 振幅 . 我 们 假定 了 比 
粒子 间 的 平均 距离 d ~ (VAN)“ 来 得 小 . 于 是 在 每 个 介质 粒子 上 的 散射 就 能 分 
开 考 虑 . 我 们 引进 具有 固定 中 心 的 某 个 ”有效 场 ”Vs 作为 辅助 量 , 它 是 这 样 定 义 
的 ,使 得 由 它 算出 的 零 角 度 玻 恩 散射 振幅 正好 等 于 实际 的 振幅 信 0,E). 当然 ,这 
决 不 意味 着 真正 能 用 玻 因 近似 根据 粒子 间 的 实际 作用 算出 A0,E). 于 是 , 按 定 
义 有 [参考 (126.4) ] : 


| 27h 
UsdV = -~ f(0,E) i (142. 14) 


式 中 的 m 是 被 散射 粒子 的 质量 . 这 样 定义 的 场 和 振幅 了 一 样 ,都 是 复 量 . 估计 等 
式 (142. 14) 两 边 的 数量 级 ,可 得 Us 和 它 的 作用 距离 a 之 间 的 关系 : 


< 
oa Vs i (142. 15) 


定义 (142. 14) 当然 不 是 唯一 的 , 我 们 再 在 它 上 面 加 进 一 个 补充 条 件 , 使 得 
场 UV.s 满 足以 下 的 微 扰 论 适用 条 件 : 
下 
(同时 有 IFl << o). 很 易 看 出 ,在 这 样 的 情形 下 ,粒子 束 的 衰减 可 以 用 平 波 面 在 某 
一 均匀 介质 中 的 传播 来 描写 ,这 个 介质 中 的 粒子 具有 以 下 的 恒定 势能 


= 2 
Un= | ray= -TAO0,E), (142. 17) 


这 是 把 介质 中 所 有 NN 个 粒子 的 有 效 场 对 介质 体积 V 求 平均 后 得 到 的 . 这 个 问题 
是 很 明显 的 ,如果 我 们 先 去 考虑 介质 的 每 个 区 段 ,这 个 区 段 中 的 散射 中 心 尽 管 已 
经 很 多 但 是 它 的 散射 效应 仍然 很 小 . 划分 这 种 区 段 的 可 能 性 由 条 件 (142. 16 ) 得 
到 保证 . 粒子 束 通过 这 个 区 段 时 , 它 的 衰减 由 零 角度 的 散射 振幅 所 确定 ,这 个 振 
幅 在 玻 恩 近似 下 是 由 散射 场 对 该 区 段 的 整个 体积 积分 后 确定 的 . 这 就 意味 着 ,我 
们 感 兴趣 的 散射 特性 完全 由 场 对 介质 体积 的 平均 式 (142. 17) 确定 ， 

因此 通过 介质 的 粒子 束 可 以 用 平面 波 ~e “描写 , 它 的 波 数 为 


= 一 V2m(B -DU.,). 


引进 入 射 粒子 的 波 数 和 = VY2mE /i 上 i, 可 以 把 写成 nk。 的 形式 ,其 中 


(142. 16) 
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中 以 下 所 讲 的 方法 适用 于 快 中 子 (能 量 为 几 百 个 MeV 的 数量 级 ) 被 原子 核 散射 ,这 种 中 子 的 波长 
很 短 ,以 致 原子 核 可 以 看 作 一 个 非 均匀 的 宏观 介质 . 
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ee Ug N 250° 
n= 11 EF -~ /1 ty mp/(0,E), (142. 18) 


n 起 着 介质 对 于 所 通过 粒子 束 而 言 的 "折射 系数 "的 作用 . 一 般 讲 来 ,n 是 一 个 复 


量 (振幅 f 是 复 的 ) , 它 的 虚 部 给 出 了 粒子 束 强度 的 衰减 . 如 果 >> 1057，1, 则 
(142. 18 ) 式 给 出 





TV TH No, 
Im n = 7 Elm f(0,E) = 了 有 项， 


式 中 o, 是 散射 总 截面 ,这 里 我 们 已 经 应 用 了 光学 定理 (142. 10). 这 个 表 式 对 应 
于 以 下 明显 结果 :; 波 的 强度 是 按 规律 

| ei | ~@-_ "eV 
衰减 的 . 

除了 吸收 外 ,折射 系数 (142. 18 ) 还 能 确定 (根据 它 的 实 部 ) 出 人 这 个 介质 的 
粒子 束 的 折射 定律 岂 . 

习 题 

中 子 束 被 重 核 散射 , 核 半 径 @ 远大 于 中 子 的 波长 (ia >>1). 假定 轨道 角 动 
量 为 1<pa=1 的 ( 即 碰撞 参量 p = 天 [mo=z<a 的 ) 所 有 入 射 中 子 都 被 原子 核 
吸收 掉 , 而 1> 的 入 射 中 子 和 原子 核 根本 不 发 生 作 用 . 试 求 小 角度 的 弹性 散 
射 截面 . 

解 : 上 述 条 件 下 的 中 子 运动 基本 上 是 准 经 典 的 ,小 角度 弹性 散射 完全 类 似 于 
光线 在 黑 球 上 的 夫 琅 禾 费 衍射 . 因此 所 求 的 截面 可 以 用 这 个 衍射 问题 的 已 知 解 
直接 写 出 包 

do = Ta- 0 
79 

从 (142.3) 式 也 能 导出 同样 结果 . 根据 本 题 的 条 件 ,我 们 有 ?<1 时 5,=0 以 

及 1>1 时 83=1. 故 弹性 散射 振幅 为 


中 (142.17) 式 应 用 中 的 一 个 有 趣 例 子 是 气体 中 一 个 碱 金属 原子 的 较 高 能 级 的 位 移 . 在 高 激发 态 
中 , 价 电 子 和 原子 中 心 的 平均 间距 7 要 比 原 子 实 以 及 中 性 气体 原子 的 尺度 a 都 来 得 大 . 这 些 中 性 气体 原 
子 在 半径 ~ 7 的 球 内 对 价 电子 讲 来 起 着 散射 中 心 的 作用 ,并 且 把 价 电子 的 能 级 移动 了 (142. 17) 式 所 示 的 
数量 级 . 由 于 受 激 价 电 子 的 德 布 罗 意 波长 也 比 a 大 ,振幅 10,E) = -a, 其 中 a 是 散射 长 度 [ 参 考 (132.9) 
式 ]. 因此 这 个 效应 使 能 级 移动 一 个 恒定 的 数量 27 所 av/m, 其 中 m 是 电子 质量 ,v 是 气体 粒子 数 密度 (了 . 
Fermi ,1934 ) ， 

人 @ 见 《4 场 论 》§ 61, 题 3( 在 黑 球 上 的 衍射 问题 等 价 于 不 透明 幕 上 挖 一 圆 孔 的 入 射 问题). 截面 由 衍 
射 波 强度 除 以 人 射流 密度 后 得 到 ， 
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io 
f(0) = -元 > (21+1)Pi(eos 0). 


1 大 的 项 是 这 个 求 和 式 的 主要 部 分 . 因此 可 把 21+1 改 成 21, 应 用 6 小 时 
Pi(cos 0) 的 渐 近 式 (49.6) ,并 把 求 和 改 成 积分 : 


_ip i _ia 
1(0) = 天 上 WoloD d= (6) = (ka0) , 


这 正 是 应 有 的 结果 届 . 
弹性 散射 总 截面 为 


ka0 
CT = Ta 本 了 下 20d0g- ma’ 


这 个 积分 所 以 能 延伸 到 中 这 是 在 所 述 条 件 下 应 有 的 结果 ( 参 
考 (142.8) 式 ) ,并且 和 吸收 藏 面相 同 , 简 单 地 等 于 球 的 几何 截面 . 总 截面 0 
= 2ma 
$143 慢 粒 子 的 非 弹 性 散射 
$ 132 中 所 作 的 低能 弹性 散射 极限 定律 的 推导 ,很 易 推广 到 存在 非 弹 性 过 
程 时 的 情形 . 
和 以 前 一 样 ,1=0 的 散射 在 低能 时 最 为 重要 . 根据 8 132 的 结果 ,相应 的 5 
和 矩阵 元 为 
S, =e ~] +2i6, =1 -2ika. 
§ 132 中 描述 的 波 函 数 性 质 只 有 一 点 要 改变 , 它 在 无 穷 远 处 的 条 件 [ 渐 近 式 
(142. 1) ] 现 在 是 复 条 件 , 而 不 再 是 纯 弹 性 散射 情形 下 的 实 驻 波 . 常数 a = 
- cxeci 因 此 也 是 复数 . 模 量 15, 1 不 再 等 于 1. 条 件 1S,1 <1 意味 着 a =a' +ia" 的 
虚 部 必 是 负 的 (a <0). 
把 S。 代 和 人 (142.7) , 即 得 弹性 和 非 弹 性 散射 截面 : 
o.=4Tlal| ， (143. 1 ) 
oa, =4T1a"1A (143. 2) 


可 见 弹性 散射 截面 仍 和 速度 无 关 , 但 是 非 弹 性 截面 和 粒子 速度 成 反比 





1/v 


@ 对 于 快速 带电 粒子 在 “ 黑 " 核 上 的 衍射 散射 问题 可 作 同 样 的 讨论 . 此 时 极限 值 应 该 由 这 样 的 
条 件 来 确定 ,使 得 粒子 在 库仑 场 中 的 经 典 运 动 轨道 与 原子 核 间 的 最 短 距 离 正 好 等 于 核 半 径 .! < jp 时 仍 应 
令 5 =0,!>1 时 Si =e, 其 中 3; 是 (135.11 ) 给 出 的 库仑 相位 . 见 A. H. Axmesep, 开 . 有 1. JIowepatsyx， 
Hekoropre BorpochI Teopus Anpa, TocrexnanaT,1950, § 22 ;Journal of Physics, USSR 9 ,471. 1945. 
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定律 (了 HH. A. Bethe,1935). 因此 , 当 速 度 降低 时 ,与 弹性 散射 相 比 , 非 弹 性 过 程 变 
得 越 来 越 重 要 马 . 
极限 定理 (143. 1) 和 (143.2) 当然 只 是 截面 按 人 上 的 笑 展 开 后 的 首 项 . 有 趣 的 
是 ,这 两 个 截面 展开 式 的 下 一 项 中 不 再 含有 (143.1) 和 (143.2) 以 外 的 新 常数 
《四 . J. ITIampo ,1958). 这 个 结果 是 由 于 在 (142. 13) 中 ,1=0 的 分 波 振幅 
1 
7 
中 的 go( ) 函 数 是 一 个 偶 函 数 . 当天 小 时 这 个 函数 可 按压 的 偶 次 寡 展 开 ,因此 
8o= -1/a 的 下 一 项 是 ~ 局 . 如 果 略 去 这 一 项 , 态 (F) 展开 式 中 的 前 两 项 仍 可 
写成 
fh(k) ~ -a(l -ika), 
相应 地 ,截面 展开 式 也 应 保留 到 下 一 项 ,由 此 很 易 得 到 以 下 表 式 : 
o. =4mlal (1 -2kla”|), (143.3) 
rr =4mlax1(1 -2klo"|) /Ek (143. 4) 
这 些 结果 假定 了 相互 作用 在 远 距离 处 衰减 得 足够 快 . 我 们 在 $ 132 中 看 到 ， 
如 果 场 U(r) 的 衰减 快 于 r”, 当 k 一 0 时 弹性 散射 振幅 就 趋 于 常数 极限 . 这 也 是 
非 弹 性 道 存 在 时 类 似 的 结果 (143. 1) 得 以 成 立 的 一 个 必要 条 件 @. 
反应 截面 的 1/v 律 满足 较 弱 的 条 件 : 场 的 衰减 只 需 快 于 r ,这 可 从 以 下 对 
1/v 律 的 直观 推导 中 清楚 地 看 出 . 
碰撞 中 产生 反应 的 概率 ,是 和 ”反应 带 " 内 (r~a 的 范围 内 ) 的 人 射 粒子 波 函 
数 的 模 量 平方 成 正比 的 . 这 一 点 在 物理 上 表述 了 这 样 的 一 个 事实 ,例如 慢 中 子 和 
核 的 碰撞 , 仅 当 中 子 " 透 进 " 核 内 时 反应 才能 发 生 . 如 果 相 互 作 用 的 衰减 快 于 
r”, 则 从 远 的 r+ 一 直到 7r~4a, 波 函数 不 会 有 数量 级 的 改变 , 换 甸 话说 , 当 一 0 
时 ,比值 ly(a)/y(% ) 王 趋 于 一 个 有 限 极 值 ( 这 可 从 薛 定 廖 方 程 中 的 Uy 项 远 
小 于 Vy 这 一 事实 看 出 ). 反应 截面 是 lp 上 除 以 流 密度 . 如 取消 为 平面 波 按 单位 
流 密度 归 一 化 ,我 们 有 1y1 ~1/v, 这 就 是 所 求 的 结果 . 
在 带电 核 粒 子 的 碰撞 中 , 除 短程 核 力 外 还 有 衰减 缓慢 的 库仑 场 . 这 个 库仑 场 
可 以 显著 改变 反应 带 内 人 射 波 的 量 值 . 反应 截面 等 于 1/v 嫌 以 一 "0 时 的 库仑 波 
函数 和 自由 波 函 数 的 模 量 平方 的 比值 . 这 个 比值 由 (136. 10) ,(136. 11) 式 给 出 ， 
其 结果 为 (库仑 单位 ) 


@ 同样 可 以 求 出 角 动 量 1z0 的 分 波 反应 截面 和 速度 的 关系 ,结果 为 o,‘ ~ 总 "! ,弹性 散射 截面 仍 
和 以 前 一 样 ,与 t2 成 正比 ,也 就 是 k=0 时 比 1 值 相同 的 o, 中 衰减 得 更 快 . 
回 (143.3) 式 计 及 了 上 的 每 次 展开 的 下 一 项 ,要 求 了 1 的 套 减 比 r 一 快 ， 
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Oo, = (143.5) 
指数 中 的 正 号 对 应 于 斥 力 , 负 号 对 应 于 引力 . 

1/v 律 中 的 系数 4 是 一 个 常数 . 如 果 速 度 远 大 于 一 个 库仑 单位 (k >>1), 库 
仑 作用 不 起 作用 ,我 们 又 回 到 定律 o, = 4/%. 

如 果 速 度 远 小 于 一 个 库仑 单位 (k << 1, 在 普通 单位 制 中 也 就 是 
Z,2,e*/jiv >>1, 其 中 Zie 和 2,e 是 相 碰 粒 子 的 电荷 ) ,在 决定 反应 带 内 的 波 函 数 
量 值 时 库仑 作用 成 为 主要 的 . 对 于 相 吸 粒子 的 碰撞 就 有 

0 =27A/k， (143.6) 
对 于 相 斥 粒子 的 碰撞 有 
0, = (2mA/k ) ee ™. (143.7) 
后 一 情形 中 , 当 %->0 时 ,截面 趋 于 零 . (143.6) 和 (143.7) 所 差 的 指数 因子 就 是 
越过 库仑 势 垒 的 概率 ,在 普通 单位 制 中 它 就 是 exp( -2m2,2Z2e"/ 知 ). 

注意 ,极限 定律 (143. 6) 不 但 适用 于 总 截面 而 且 也 适用 于 每 个 角 动 量 为 了 的 
分 波 截面 @0. 这 一 点 可 从 下 列 事实 看 出 ,在 函数 y*) 的 展开 式 (136.1) 中 [前 面 
用 到 的 (136. 10) 和 (136. 11) 式 中 出 现 央 ”] ,每 个 求 和 项 中 的 函数 R, 有 着 相同 
的 对 的 极限 关系 :kx0 时 径 向 函数 都 由 (36. 25) 式 给 出 (引力 情形 ) ,而 当 接 近 
力 心 时 我 们 有 R, ~VEr. 单个 角 动 量 对 反应 带 内 波 函 数 平方 的 贡献 为 ~a*/Ek， 
亦 即 所 有 的 /以 同样 的 方式 依赖 于 大 ,尽管 它们 被 小 的 因子 (eve.) ”所 削弱 ,其 
中 a. = 天 [mm2 Ze 是 库仑 制 的 长 度 单位 . 


$144 存在 反应 时 的 散射 矩阵 


$142 和 $ 143 中 所 考虑 的 截面 o, 是 所 有 可 能 的 非 弹性 散射 道 的 总 截面 . 
现在 我 们 来 进行 非 弹性 散射 普遍 理论 的 推导 ,其 中 每 道 都 可 分 开 考 虑 . 

我 们 将 假定 ,两 个 粒子 的 磁 撞 结果 仍 形成 两 个 粒子 (可 能 相同 也 可 能 不 
同 ). 我 们 把 所 有 可 能 的 反应 道 ( 对 一 个 给 定 的 能 量 而 言 ) 加 以 编号 ,并 用 适当 的 
下 标 附 记 在 这 些 道 的 有 关 量 上 . 

设 i 道 为 输入 道 . 此 道中 相 碰 粒子 的 相对 运动 波 函 数 (在 质心 系 中 ) 早已 给 
出 , 它 是 人 射 平 面 波 与 弹性 散射 的 出 射 波 之 和 : 


oa 
Wi =e+ 记 (9) 一 (144. 1) 
振幅 的 平方 给 出 i 道中 的 弹性 散射 截面 : 
dou = fs!" do. (144.2) 


QD 对 (143.7) 式 同样 成 立 . 
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其 它 道 (下 标 用 .P 中 ,粒子 的 相对 运动 波 函 数 代 表 出 射 波 . 前 面 已 经 解释 
过 ,这 些 波 最 好 表 成 下 列 形式 人 


廊 pr 
J =f;(0) 广 守 -， (144. 3) 


式 中 的 是 f 道 反应 产物 的 相对 运动 波 矢量 ,9 是 它 和 z 轴 的 夹 角 ,m, 和 mr 分 
别 是 两 个 初 态 粒子 和 两 个 末 态 粒子 的 折合 质量 . 立体 角 do 内 的 散射 通 量 等 于 
Iwl” 乘 以 wdo ,相应 的 反应 截面 等 于 这 个 通 量 除 以 人 射 通 量 密 度 ( 它 
等 于 vw,). 故 


do = fl FLdo, (144.4) 


式 中 的 动量 p, = mv Pr = mA 
$ 125 中 我 们 定义 过 散射 算 符 $, 它 把 人 射 波 变换 成 出 射 波 . 当 有 几 道 存在 
时 ,这 个 算 符 具有 不 同道 之 间 的 跃迁 矩阵 元 . 对 各 道 为 “对 角 ” 的 矩阵 元 相当 于 
弹性 散射 ,而 非 对 角 元 相当 于 各 种 非 弹 性 过 程 . 所 有 这 些 矩 阵 元 对 别 的 变量 而 言 
仍 为 算 符 . 它们 的 求法 如 下 . 
和 $ 125 中 所 用 的 方法 一 样 ,我 们 定义 与 振幅 ,有 关 的 算 符 f ,fs 如 下 : 
Ss = 5 +2i VEkf. (144. 5) 
按照 这 个 定义 很 易 看 出 ,所 得 的 5 和 矩阵 一 定 满足 乏 正 条 件 . 因为 和 $125 中 一 
样 ， 我 们 可 以 把 输入 道 的 波 函 数 写成 一 组 人 射 波 和 出 射 波 : 
,=F -ie 1 +h) Fn') -8 
人 A 
= -$F(n')—— (144.6) 
ro 人 
为 方便 计 , 上 式 与 (125.3) 式 相 比 多 引进 了 一 个 因子 1/Wo. 采用 以 上 定义 的 振 
幅 后 ,f 道 的 波 函 数 就 为 


wb, =2ik, em) = SF 全 (144.7) 

和 人 射 波 的 通 量 必 等 于 所 有 道 的 出 射 波 通 量 之 和 , 这 个 要 求 反 映 了 这 样 一 个 
明显 的 条 件 :碰撞 中 能 够 产生 的 所 有 过 程 (弹性 和 非 弹性 ) 的 概率 之 和 必 等 于 1 
鉴于 球面 波 的 分 母 中 有 Ww 因子 ,这 些 波 的 通 量 密度 中 不 再 出 现 速度 . 因此 上 述 条 
件 简单 地 意味 着 人 射 波 与 出 射 波 的 集合 具有 同样 的 归 一 化 . 所 以 ,这 个 条 件 又 可 








=F( -me)2 











@ 在 这 里 系统 的 初 态 仍 用 下 标 i 末 态 仍 用 所 参考 §41 附注 1). 散射 振幅 中 , 末 态 的 下 标 写 在 初 态 
的 左面 ,与 矩阵 元 的 下 标 放 置 方式 相 一 致 .为 统一 起 见 ,截面 中 的 十 标 也 采用 这 种 顺序 . 
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表 成 散射 算 符 的 么 正 条 件 ,只 要 把 这 个 算 符 看 成 是 对 各 道 编号 而 言 的 一 个 矩阵 ， 
对 于 算 符 户 ,这 个 条 件 变 成 

J fy (144. 8) 
与 (125. 7) 式 相 类 似 , 式 中 的 指标 + 代表 取 复 共 轰 并 对 所 有 的 矩阵 下 标 取 转 置 ， 


但 道 的 编号 下 标 除 外 . 
5 和 矩阵 对 轨道 角 动量 具有 定 值 1 的 态 是 对 角 的 ,相应 的 矩阵 元 用 指标 (1) 相 


区 别 . 把 算 符 f 和 fs 作用 到 函数 (125.17) 上 ,我 们 得 到 以 下 形式 的 弹性 和 非 弹 
性 散射 振幅 : 


1 名 
= 5 之 (21+1)(S… ~ 1)P,(cos 9) ， 


(144. 9) 
= 21 + 1)SWP,(co 
fi 2j 了 +1) fi (cos 0) 
相应 的 积分 截面 为 
0 -号 》 (21+1)11-SsS®1’, 
(144. 10) 
Gy = B22+1) Se. 
前 者 与 (142.3) 式 相同 . 总 的 反应 截面 o,( 来 自 输入 道 让 为 
0,= Oh, 
/ 
式 中 对 fi 的 所 有 f 求 和 ,由 于 5 和 矩阵 是 么 正 的 ,我 们 有 
> "1Sal" =1 -1S,1". 
了 
上 式 给 出 (142.4) 式 的 or 
散射 过 程 对 时 间 反 演 的 对 称 性 ( 倒 吻 定理 ) 由 下 式 给 出 
$ = 51. (144.11) 
也 就 是 
fs =ficp: | (144. 12) 


式 中 符号 i* 和 f° 代表 这 样 两 个 态 , 它 们 与 i 和 f 态 的 区 别 在 于 把 粒子 的 动量 和 
自 旋 分 量 全 部 变 号 @, 它 们 称 为 态 i 和 f 的 时 间 反 演 态 . (144. 11) 和 (144.12) 式 


@ ”对 于 复合 粒子 (原子 和 原子 核 ) ,这 里 的 “ 自 旋 ” 取 作 总 的 内 来 角 动 量 , 它 由 组 成 部 分 的 自 旋 和 内 
部 运动 的 轨道 角 动 量 相 加 而 成 . 
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推广 了 弹性 散射 的 (125. 11) 和 (125. 12 ) 式 由 
(144. 12) 式 导致 反应 截面 的 以 下 关系 式 : 


td de (144. 13) 








pido, pidos. 
此 式 表述 了 细致 平衡 原理 . 
$ 126 中 曾经 提 及 ,如 果 微 扰 论 可 用 , 则 在 一 级 近似 中 我 们 不 但 有 倒 易 定理 
而 且 还 有 直接 过 程 i_>f 和 逆 过 程 fi( 按 字面 含义 的 逆 过 程 ) 之 间 的 振幅 关系 . 
这 个 关系 由 方程 =f* 表 出 , 它 对 非 弹 性 过 程 也 能 很 好 地 成 立 (也 在 一 级 近似 
下 ). 相应 的 截面 关系 则 为 
den dcy 
Prdor prdos 
如 果 截 面 对 py 的 所 有 方向 积分 ,并 对 末 态 粒子 自 旋 sv,szy 的 方向 求 和 ,还 对 
初 态 粒子 的 动量 p, 以 及 自 旋 su, ,sx 的 方向 求 平均 ,那么 i>f 和 i* 一 f° 这 两 个 路 
迁 之 间 的 区 别 就 不 再 存在 . 令 这 样 的 截面 为 





(144. 14) 


1 
oF ”47(2s +1)(2s,.+1) by dondo, 
上 式 中 对 所 有 粒子 的 自 旋 分 量 求 和 , 求 和 及 积分 号 前 面 的 因子 是 由 于 我 们 不 是 
对 初 态 粒 子 的 有 关 量 求 和 而 是 求 平均 . 把 (144. 13) 写 成 以 下 形式 : 
pidondoi. =p/doi,pe do), 
进行 积分 和 求 平均 以 后 ,我 们 得 到 
gp'on = gp oy, (144. 15) 
其 中 
gi:=(2s1 +1)(2s2 +1), gi=(2sy+1)(2sy+1), (144. 16 ) 
上 式 给 出 了 初 态 粒 子 对 或 末 态 粒子 对 的 自 旋 取 向 数 , 称 为 i 态 和 了 态 的 统计 
权重 . 
最 后 ,我 们 提 一 下 振幅 f; 的 下 列 性 质 . 我 们 在 $ 140 中 已 看 到 , 当 p, 一 0 时 截 
面 os 按 1/p; 变化 (如 果 相 互 作用 在 远 距离 处 衰减 得 足够 快 ) ,根据 (144.4) 式 ， 
这 意味 着 pi 一 0 时 所 一 常数 . 从 对 称 性 (144. 12) 可 知 , 当 PP 一 0 时 所 也 趋 于 一 个 
常数 .我们 将 在 $ 147 中 回 到 这 个 结论 上 来 . 
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我 们 在 8$ 134 中 引进 了 准 定 态 的 概念 ,这 种 态 具 有 有 限 的 但 是 比较 长 的 寿 


QD 我们 在 这 里 略 去 了 一 个 ( -1) 因 子 , 它 在 有 自 旋 粒子 的 碰 拉 中 可 能 会 出 现 [参考 (140. 11 ) ] ,这 
一 点 当然 不 会 影响 到 截面 式 (144. 13). 
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命 .在 能 量 不 太 高 的 核反应 领域 中 ,通过 复合 核 的 形成 阶段 中, 出 现 了 很 大 一 类 
这 样 的 态 . 

这 个 过 程 的 直观 物理 图 像 是 这 样 的 ,人 射 到 原子 核 上 的 粒子 与 核 内 的 核子 
相互 作用 而 和 它们 “并 合 " 在 一 起 组 成 一 个 复合 系统 ,所 带 人 的 粒子 能 量 被 分 配 
到 许多 核子 上 . 共振 能 相当 于 这 个 复合 系统 的 准 离散 能 级 . 准 定 态 的 长 寿命 (与 
原子 核 内 核子 的 运动 周期 相 比较 而 言 ) 来 自 这 样 的 事实 ,在 大 部 分 的 时 间 内 能 
量 被 分 配 到 许多 粒子 身上 ,致使 其 中 没有 一 个 粒子 具有 足够 的 能 量 使 它 能 够 克 
服 其 余 粒 子 的 引力 而 逸 出 核 外 . 只 有 在 相当 少 的 情况 下 , 才 会 有 足够 高 的 能 量 集 
中 到 其 中 的 一 个 核子 身上 ,这 时 复合 核 就 会 以 各 种 不 同 的 方式 进行 衰变 ,对 应 于 
各 种 可 能 的 反应 道 包 . 

以 上 描述 的 碰撞 特点 表明 ,发 生 非 弹性 过 程 的 可 能 性 不 会 影响 到 弹性 振幅 
中 与 复合 核 性 质 无 关 的 势 散射 部 分 ( 见 $ 134) ; 非 弹 性 过 程 只 能 改变 弹性 振幅 
的 共振 部 分 ,根据 同一 理由 ,通过 复合 核 的 形成 阶段 而 实现 的 那些 非 弹 性 散射 过 
程 ,它们 的 振幅 全 都 具有 纯 共振 的 特性 .所 有 振幅 中 的 共振 分 母 (这 个 分 母 与 


E=E, -本 


时 人 射流 的 系数 等 于 零 有 关 ) 仍 保持 原来 的 [~ E。+ 塘 汪 ] 的 形式 , 厂 仍 为 复合 


核 任 一 给 定 淮 定 态 的 衰变 总 概率 . 
以 上 这 些 考虑 再 加 上 散射 振幅 必须 满足 的 么 正 条 件 , 足 以 建立 这 些 振幅 的 
形式 . 
采用 对 称 的 形式 进行 计算 是 比较 方便 的 ,我 们 把 复合 核 的 所 有 可 能 的 衰变 
道 进行 编号 ,而 不 事先 标 出 哪个 是 该 反应 的 输入 道 . 我 们 用 c,b,c,… 代 表 道 的 
编号 下 标 . 我 们 还 将 考虑 准 定 态 的 具有 1 值 的 分 波 振 幅 @. 如 前 所 述 , 我 们 把 这 些 
待 求 的 振幅 表 成 以 下 形式 : 
ER -1)68,., — 1 ics+o0) LN, 


Ds 二 
”2%, 2 Vkk, E-E+iir 
2 





(为 简洁 计 , 常 数 6, 和 M,, 上 的 (1) 指 标 已 略 去 ). 式 中 第 一 项 仅 当 4 =6 时 才 存 
在 , 它 代表 a 道中 的 势 弹 性 散射 振幅 ,其 中 常数 56, 和 (134. 12) 式 中 的 8 相同 . 
(145. 1) 式 中 的 第 二 项 对 应 于 共振 过 程 . 此 项 中 共振 因子 的 系数 是 这 样 选 定 的 ， 


也 复合 核 的 概念 来 自 玻 尔 (N. Bohr,1936). 

@) 在 这 些 相互 竞争 着 的 各 种 反应 道中 ,也 包括 人 射 粒 子 的 辐射 俘获 ,此 时 复合 核 从 一 个 激发 态 牙 
迁 到 它 的 基态 而 放出 一 个 y 光子 ,由 于 辐射 牙 迁 的 概率 比较 小 ,这 个 过 程 也 是 "缓慢 的 . 

国 ”我 们 先 不 考虑 由 于 过 程 中 含有 粒子 自 旋 而 产生 的 复杂 性 . 
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使 得 应 用 乏 正 条 件 后 结果 被 简化 ( 见 后 ). 
由 于 所 考虑 的 散射 具有 给 定 的 轨道 角 动 量 绝 对 值 ,这 个 值 对 时 间 反 演 并 不 
变 号 , 倒 易 定理 (对 时 间 反 演 而 言 的 对 称 性 ) 就 可 以 简单 地 表 成 振幅 .A 对 下 标 
a,b 的 对 称 性 . 由 此 可 知 ,系数 1 一定 也 有 这 样 的 对 称 性 (M。 = M,,). 
振幅 .A 的 么 正 条 件 为 [参考 (144.8) ] 
Im f? = > ol (145. 2) 
把 (145. 1) 代 人 ,经 过 直接 计算 后 得 


E-E, -iT EE tdir (E-E,)’ ror 
如 果 这 个 方程 对 所 有 的 能 量 E 恒 成 立 , 首 先 应 有 MH。 = Ms, 亦 即 M。 是 一 个 实 


量 . 于 是 得 
M,, = > M,M,, (145.3) 


亦 即 系数 和 矩 阵 HM,; 必 须 等 于 其 目 身 的 平方 . 
实 对 称 和 矩阵 Ms 通过 适当 的 线性 正 交 变换 U 以 后 可 以 化 成 对 角形 式 . 用 
M' 标记 它 的 对 角 元 (本 征 值 ) ,这 个 变换 可 写成 
> UUsM,, = M'™" 8,,, 


式 中 的 变换 系数 满足 以 下 正 突 关系 ， 
> UU <0 (145. 4) 


逆 变 换 为 


(145.3 ) 式 给 出 了 本 征 值 W ”的 条 件 M ”= (M ”) ,因此 它们 只 能 是 0 或 

1 ,如 果 只 有 一 个 M'6" 不 等 于 零 ( 设 为 M =1) , 则 (145.5) 给 出 
M, = UU,,, (145.6) 
亦 即 所 有 的 矩阵 元 M,, 都 可 用 Ui,(a =1,2,…) 这 组 量 表 出 . 如 果 有 几 个 M ”不 
等 于 零 ,那么 矩阵 元 WM。 可 用 0.。,Ui。,… 几 组 量 的 和 表 出 ,这 些 量 只 有 正 交 关系 
因而 是 独立 的 . 这 种 情形 相当 于 偶然 简 并 ,此 时 复合 核 的 几 个 不 同 准 定 态 对 应 于 
同一 个 准 离散 能 级 中 . 忽略 这 种 不 重要 的 情形 , 亦 即 只 考虑 非 简 并 能 级 ,我们 就 


1M .= > UUsM". (145. 5) 


QD 这 一 点 特别 清楚 地 表现 在 所 有 的 M'” =1 时 的 情形 ,由 (145.4) 和 (145.5) ,此 时 有 MM。 = 5. , 亦 
即 不 同道 之 间 没 有 跃迁 . 换 句 话说 ,这 种 情形 相当 于 存在 着 若干 个 彼此 独立 的 准 离散 态 ,每 个 态 在 一 个 道 
的 弹性 散射 中 出 现 . 
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可 得 出 这 样 的 结论 :和 矩阵 元 MM,, 等 于 一 些 量 的 乘积 ,其 中 的 每 个 量 只 和 一 个 道 的 


指标 有 关 . 
采用 记号 
PO ea TX, 
可 把 (145.6) 式 写成 
M,, = + MTT,T, (145.7) 


M. ,的 符号 与 Ui 和 U, 的 符号 有 关 , 还 不 能 确定 . 考虑 到 等 式 > UU,. =1 ,所定 
义 的 工 , 满足 下 式 : 
> (145. 8) 


厂 。 称 为 各 个 道 的 分 宽度 . 公式 (145.1),(145.7) 和 (145.8) 给 出 了 待 求 的 散射 
振幅 的 一 般 形 式 . 

现在 把 最 终 公 式 改 写 一 下 , 取 某 个 固定 的 道 为 输入 道中 . 该 道 的 分 宽度 记 作 
T.( 弹 性 宽度 ) 其 它 反 应 道 的 宽度 记 作 T, ,TT,,,…. 

弹性 散射 总 振幅 为 








£.(0) =f™ (0) -二 eofp(eos 9) ， (145. 9 ) 
三 
E -E, + 
式 中 是 入 射 粒子 的 波 数 ,fF 是 势 散射 振幅 . 此 式 和 (134. 12) 式 的 区 别 在 于 共 
振 项 分 子 中 的 栈 换 成 了 较 小 的 工 .. 
早已 提 过 非 弹 性 过 程 的 振幅 是 纯 共 振 型 的 . 微分 截面 为 
do 二 (21 ED | P,(cos 0) 1 (145. 10) 
4 (EE-p,)’ +aT 
积分 截面 为 
ov = (21+1)—= 一 (145. 11) 
EE (EE)’ + 
所 有 非 弹 性 过 程 的 总 截面 为 
go, =(21+1) 二 人 (145. 12 ) 


2 sy 
h(E-E)’ + 二 


其 中 刀 = 厂 -全 , 称 为 该 能 级 的 总 非 弹 性 宽度 . 
还 想 知道 的 是 反应 截面 在 共振 值 = E。 附近 的 能 量 范围 内 的 积分 结果 . 由 


QD” 这些 公 式 首先 由 布 赖 特 和 维 格 纳 (G. Breit, E. Wigner,1936) 得 到 . 
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于 co, 离开 共振 时 衰减 得 很 快 ,对 -E。 的 积分 可 以 延伸 为 -% 到 + , 求 得 
2m ITT, 
FF 三 

在 慢 中 子 散射 中 ( 它 的 波长 远大 于 原子 核 的 线 度 ) ,只 有 s 波 散 射 是 重要 
的 , 它 的 势 散射 振幅 是 一 个 实 常 数 -a.(134. 14) 变 成 


f=-a -一 一 一 一 一 
2 E-E, +7if) 





| ea =(21+1) (145. 13 


(145. 14) 


弹性 散射 总 截面 为 
2 "TI. +4akT (E-E,) 
ke (EE)’ + 
4Ta“ 这 一 项 可 以 称 为 势 散 射 截面 . 我 们 看 到 共振 区 内 存在 着 势 散射 和 共振 
散射 的 干涉 . 只 有 在 该 能 级 的 邻近 (E -EE ~T) 才 能 略 去 振幅 a( 记 得 lak1l <<1), 此 
时 的 慢 中 子弹 性 散射 截面 公式 变 成 


(145. 15) 


o, = (145. 16) 
k (EE-E,)’ + 
弹性 和 非 弹 性 散射 的 总 截面 为 
rr =o ,+ = 二 EL (145. 17) 


ke (E-E,)’ rir 
当 势 散射 可 忽略 时 ,截面 o。,o, 可 表 成 以 下 形式 : 
六 Ir, 
OO.=0, 万 ， IT 三 C， TT 
o, 是 所 有 共振 过 程 的 截面 之 和 ,可 以 看 作 是 复合 核 的 形成 截面 . 各 种 弹性 和 非 
弹性 过 程 的 截面 ,等 于 o, 乘 以 复合 核 衰变 为 该 道 的 相对 概率 ,后 者 是 能 级 总 宽 
度 和 相应 分 宽度 的 比值 . 截面 的 这 种 表述 方式 ,完全 是 由 于 散射 振幅 分 子 中 的 系 
数 MM 能 够 进行 因 式 分 解 的 结果 , 它 相 当 于 这 样 的 物理 图 像 ,该 碰撞 过 程 可 分 两 
步 实现 : 先 形成 处 于 某 一 准 离散 态 中 的 复合 核 ,然后 通过 某 一 个 道 衰变 @. 
正如 § 134 中 早已 提 到 的 ,此 处 所 讨论 公式 的 适用 范围 只 受到 一 个 条 件 的 
限制 , 即 差 值 1E - E。1 必 须 小 于 该 复合 核 两 个 (具有 相同 的 角 动 量 值 ) 相 邻 准 离 
散 能 级 的 间距 D. 我 们 还 提 到 过 ,如 果 E=0 值 位 于 共振 区 内 ,上 述 这 些 公式 不 人 允 


@@ 所 有 以 上 的 计算 都 是 以 a+X=5+ 了 Y 型 的 反应 为 基础 的 ,从 两 个 初始 粒子 (人 射 粒子 和 核 ) 出 发 
变 成 两 个 粒子 . 但 从 所 得 结果 的 物理 本 质 可 以 看 出 ,这 样 的 假定 并 不 是 必需 的 . (145. 11) 那 样 的 积分 截面 
式 对 原子 核 中 逸 出 多 个 粒子 的 反应 讲 来 也 是 成 立 的 ， 
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许 过 渡 到 5 一 0 的 极限 . 在 这 种 情形 下 公式 应 作 修改 , 即 把 能 量 E, 改 成 某 个 有 
关 的 常数 so ,把 弹性 宽度 三, 改 成 y. YE , 非 弹 性 宽度 刀 仍 应 看 作 常 数 (H. A. 
Bethe ，G. Placzek ，1937 ) 名 . 这 些 修改 使 得 当天 一 0 时 , 非 弹 性 截面 (145. 12 ) 按 
1/YE 增 长 ,与 慢 粒 子 非 弹 性 散射 的 普遍 理论 相 一 致 (§ 143 ). 

当 考 虑 相 碰 粒子 的 自 旋 以 后 ,公式 一 般 讲 来 非常 复杂 . 我 们 只 考虑 最 简单 的 
但 是 比较 重要 的 慢 中 子 散 射 情 形 ,参与 散射 的 只 有 1! =0 的 轨道 角 动 量 . 复合 核 


的 自 旋 由 和 邯 核 的 自 旋 i 和 中 子 的 自 旋 := 地 相 加 而 得 , 它 可 取 j=i + 地 两 个 值 


(我 们 假定 iz0 ,否则 公式 不 需 改 变 ). 复合 核 的 每 个 准 离散 能 级 和 一 个 确定 的 7 
值 相 联系 ,因此 反应 截面 等 于 (145. 12) 式 ( 取 !=0) 科 以 概率 g(7) ,8g(7) 就 是 当 
有 一 个 共振 能 级 存在 时 原子 核 加 中 子 这 个 系统 具有 必要 的 7 值 的 概率 . 

我 们 假定 中 子 和 训 核 的 自 旋 取向 都 是 完全 任意 的 ,对 i 和 s 这 一 对 自 旋 讲 
来 ,共有 (2i+1)(2s +1) =2(2i+1) 种 可 能 的 取向 . 其 中 有 27+1 种 取向 对 应 于 
给 定 的 总 角 动 量 值 j, 假 定 所 有 的 空间 取向 都 是 等 概率 的 ,我 们 求 得 具有 给 定 j 
值 的 概率 为 

; 27+1 
8g (7) -F0271Y 

弹性 散射 的 截面 公式 也 应 作 同 样 的 修改 ,但 应 记得 势 散射 中 这 两 个 j 值 全 
都 存在 ,因此 (145. 15) 式 的 第 二 项 中 应 该 包含 一 个 g(j) 因子 (7 为 该 共振 能 级 的 
总 角 动 量 ) ,4mra” 这 一 项 应 改 为 求 和 式 : 


> g(7)4m[a”] 


共振 反应 通过 复合 核 的 形成 阶段 (处 于 某 一 准 定 态 中 ) 这 一 事实 ,导致 有 
关 反 应 产物 角 分 布 问题 的 某 些 一 般 性 结论 ,每 个 准 定 态 ( 除 了 其 它 特性 以 外 ) 
具有 一 定 的 宇 称 . 因而 这 个 复合 核 暗 变 后 形成 的 b+Y 粒子 系统 也 有 同样 的 宇 
称 . 这 意味 着 该 系统 的 波 函 数 及 其 反应 振幅 当 坐 标 系 反 演 后 只 是 乘 上 了 一 个 
+1l 因子 ;振幅 的 平方 即 截 面 因而 保持 不 变 . 坐标 系 的 反 演 对 确定 散射 方向 的 
极 角 和 方位 角 讲 来 意味 着 作 变 换 bg 一 T -0,9 一 mn + wp( 在 系统 的 质心 系 中 ). 反 
应 产物 的 角 分 布 因 而 对 这 个 变换 保持 不 变 , 特 别 是 , 当 我 们 对 参与 反应 的 所 有 
粒子 的 自 旋 取向 平均 以 后 ,截面 只 和 散射 角 9 有关 ,对 这 个 角 而 言 的 角 分 布 必 
然 对 称 于 变换 b 一 站 -6, 也 就 是 角 分 布 ( 在 质心 系 中 ) 对 称 于 粒子 碰撞 方向 的 垂 


(145. 18 ) 


@ ”要 注意 的 是 ,对 于 小 能 量 情形 下 可 能 发 生 的 那些 非 弹性 过 程 讲 来 (例如 辐射 俘获 ) ,已 =0 值 不 是 
一 个 说 值 . 当 能 量 接近 于 该 反应 的 阐 值 时 ( 低 于 凯 值 该 反应 不 会 发 生 ) ,分 宽度 有 应 作 工 . 所 作 的 那 种 


修改 . 


$145 布 赖 特 和 维 格 纳 公 式 ,557: 


直 平 面 &. 
鉴于 复合 核 具 有 大 量 密集 的 能 级 ,截面 随 能 量 的 具体 变化 对 许多 散射 过 程 
说 来 极为 复杂 ,这 种 复杂 性 造成 了 一 个 困难 ,使 我 们 难于 发 现 从 一 个 核 到 另 一 个 
核 时 截面 性 质 的 任何 系统 性 变化 . 因此 我 们 就 有 理由 去 研究 抛 开 共振 结构 细节 
的 那 种 截面 行为 ,也 就 是 对 远大 于 能 级 间距 的 能 量 间 隔 进 行 平均 以 后 的 截面 行 
为 . 这 样 的 处 理 也 不 必 区 分 不 同类 型 的 非 弹性 过 程 . 只 把 散射 分 为 “弹性 ”和 “ 非 
弹性 "部 分 (其 含义 见 后 )@. 
为 了 说 明 平 均 过 程 的 含义 ,我 们 仍 略 去 与 自 旋 有 关 的 复杂 性 ,来 考虑 1 =0 
的 分 波 截面 . 
按照 (142.7) 式 ， 
o, =7z1S -11, o, = 二 (1 -1812) ， 
(145. 19 ) 
Or， =222(1 - ReS) 


弹性 和 非 弹 性 截面 以 及 由 此 而 得 的 总 截面 通过 同一 个 量 5( 为 简洁 计 省 略 了 指 
标 (0) ) 表 达 出 来 . 对 能 量 间隔 求 平 均 时 ,与 $ 成 线性 关系 的 总 截面 可 以 通过 5 
的 平均 值 表 成 


ar， = 2(1 - ReS), (145. 20) 


1/k” 因子 变化 缓慢 ,不 受 平均 的 影响 ,平均 以 后 的 “弹性 "截面 被 定义 成 为 
0 = 13 -11, (145. 21) 


它 一 般 地 不 等 于 平均 值 o,, 换 名 话说 ,这 样 的 弹性 散射 是 先 对 出 射 波 Se*/r 中 
的 振幅 平均 以 后 再 来 定义 的 ,采用 这 个 定义 ,一 个 波 包 的 弹性 散射 保持 它 的 形状 
不 变 , 我 们 可 以 说 ,(145.21) 式 的 截面 与 散射 的 “相干 ”部 分 有 关 . 这 就 意味 着 ， 
通过 形成 复合 核 而 发 生 的 那 一 部 分 弹性 散射 被 排除 在 外 : 当 一 长 寿命 的 复合 核 
已 经 形成 随后 又 衰变 时 ,和信 射 波 包 的 特征 当然 全 都 丧失 . 这 个 平均 化 模型 中 的 


“ 非 弹 性 ”散射 现在 自然 是 由 差 值 o* = o, - o* 来 定义 , 即 
四 区 = 二 (1 Sl (145. 22) 


因此 其 中 不 但 包括 各 种 非 弹 性 过 程 ,也 还 包括 形成 中 间 复 合 核 而 发 生 的 那 一 部 
Q@ ”对 于 无 自 施 粒 子 , 微 分 反应 截面 简单 地 正比 于 [Pi( cos 9) ]? ,这 种 对 称 性 很 明显 ， 


@@ 以 下 的 平均 方法 (进展 到 所 谓 核 散射 的 光学 模型 ) 是 由 V. 了. Weisskopf,C. E. Porter. 和 H. Fesh- 
bach(1954) 提 出 的 . 
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分 弹性 散射 

很 易 看 出 ,这 种 解释 给 出 了 极限 情形 的 正确 处 理 ,因而 可 以 进行 合理 的 
内 插 . 

在 低能 范围 内 ,共振 之 间 分 得 很 开 ( 栈 << D) ,每 个 能 级 附近 的 5 值 由 下 式 
给 出 : 





5=e (1 -号 (145. 23) 


其 中 I, 和 D 是 对 所 考 虚 能 量 范围 内 所 有 的 能 级 平均 以 后 所 得 的 弹性 宽度 和 平 
均 能 级 间距 , 绥 变 函数 8，(E) 在 这 个 平均 中 可 看 作 一 个 常数 . 从 而 得 
2 

式 中 已 略 去 ~ FTZD 的 小 项 @. 此 式 实 际 上 和 截面 (145. 17 ) 的 平均 值 一 致 ,如 前 
所 述 , 它 对 应 于 复合 核 的 形成 . 

随 着 复合 核 激 发 能 量 的 增 大 ,能 级 间距 减 小 ,衰变 概率 (以 及 能 级 的 总 宽 
度 ) 增 大 ,以 致 能 级 开始 交友 (此 时 准 离散 能 级 这 一 概念 本 身 也 在 很 大 程度 上 失 
去 它 的 意义 ). 函数 S(E) 的 不 规则 性 就 逐渐 平滑 下 去 ,使 得 精确 函数 和 平均 应 
数 的 差别 逐渐 变 小 ,截面 式 (145. 22) 就 和 (145. 19) 式 给 出 的 o, 相同 . 这 一 点 与 
下 列 事实 一 致 ,高 能 时 复合 核 通过 输入 道 而 衰变 与 该 能 量 下 可 能 发 生 的 各 种 误 
变 方式 比较 起 来 是 不 重要 的 . 因此 在 这 个 能 量 范 围 内 ,所 有 参与 形成 复合 核 的 过 
程 都 可 以 看 作 是 非 弹性 的 . 

由 此 可 见 ,平均 模型 中 的 散射 还 是 能 用 一 个 量 5 来 确定 ,现在 $ 是 能 量 的 光 
滑 函 数 . 在 光学 模型 中 ,为 了 算出 这 个 函数 ,原子 核 的 散射 特性 用 一 个 具有 复 势 
的 力 场 来 近似 . 该 势 的 虚 部 使 其 结果 除 弹 性 散射 外 还 有 粒子 的 吸收 ,这 种 吸收 相 
当 于 平均 模型 中 的 “ 非 弹性 散射 ,其 截面 由 (145. 22) 式 给 出 . 


$146 反应 中 的 末 人 态 相 互 作用 


反应 结果 所 产生 的 粒子 之 间 的 相互 作用 ,可 以 对 它们 的 能 量 分 布 和 角 分 布 
产生 重要 的 影响 . 而 这 种 效应 , 当 相 互 作 用 粒子 的 相对 速度 很 小 时 目 然 特 别 明 





(145. 24) 


WD 由 于 其 它 能 级 的 存在 而 在 一 个 能 级 的 范围 内 所 产生 的 那些 项 ,都 上 共有 同样 的 数量 级 ， 





$146 反应 中 的 末 态 相互 作用 。559 ， 


显 . 例如 在 伴 有 两 个 或 更 多 个 核子 辐射 的 核反应 中 ,就 存在 着 这 种 现象 ,在 这 里 
效应 来 自 自由 核子 之 间 的 核 力 作用 中. 
设 po 为 逸 出 核子 对 的 质心 动量 ,P 为 它们 的 相对 动量 . 我 们 假定 P << po , 因 
而 相对 动能 =p?/m(m 为 核子 质量 ) 远 小 于 质心 动能 E。=p;/4m. 我 们 还 假定 
5 远大 于 双核 子 系统 的 ( 真 的 或 虚 的 ) 能 级 s. 这 就 是 说 , 仅 假 定 核子 间 的 相对 
运动 是 “ 慢 " 的 ,而 核子 本 身 的 运动 都 是 “ 快 " 的 . 
反应 概率 是 和 处 于 “反应 带 " 内 的 生成 粒子 的 波 函 数 模 量 平 方 成 正比 的 ,这 
个 “ 带 " 内 的 粒子 间距 具有 核 力 力 程 a 的 数量 级 ( 见 8 134 中 对 于 初始 粒子 的 类 
似 讨 论 ) .在 目前 情形 下 ,我 们 的 目的 只 是 求 出 反应 概率 和 一 对 核子 的 相对 运动 
特性 之 间 的 关系 .因此 只 需 考虑 相对 运动 波 函 数 几 (就 足够 了 ,生成 一 对 相对 
动量 在 dp 区间 内 的 核子 的 概率 为 
dw, = 常数 x 1y,(a)1 dp， (146.1) 
$136 中 曾经 指出 过 ,为 了 求 出 一 个 系统 通过 散射 进入 具有 确定 运动 方向 
的 状态 的 概率 ,我们 应 该 采用 (在 无 穷 远 处 ) 只 含 人 射 波 和 一 个 平面 波 的 末 态 波 
函 峭 (-) 作为 波 函 数 , 这 些 函 数 应 按 动量 的 5 函数 归 一 化 .由 ”函数 也 可 从 由” 
函数 直接 得 到 ( 取 复 共 轿 并 改变 p 的 符号 ) ,y "(在 无 穷 远 处 ) 含 有 出 射 球面 波 
与 两 粒子 的 相互 散射 相当 . 代 人 (146. 1) 时 两 者 的 差别 并 不 重要 , 即 (146.1) 中 
的 几 可 以 取 作 必 ” ,于 是 问题 就 化 为 早已 讨论 过 的 慢 粒 子 共振 散射 
函数 在 >~a 区 域内 的 具体 形状 尽管 是 不 知道 的 ,为 了 求 出 概率 和 能 量 E 
的 关系 ,我 们 只 需 考虑 rz=1 >> a 距离 处 的 这 个 函数 ( 式 中 的 =p/#; 已 假定 
ka <<1) ,然后 把 它 延伸 到 距离 7r ~a 处 就 足够 了 @. y, 的 主要 贡献 来 自 球面 波 
(含有 1/r 因子 ) ,这 个 波 等 于 一 组 1 值 不 同 的 分 波 ,它们 的 振幅 就 是 相应 的 散射 
振幅 . 由 于 低能 时 1 六 0 的 散射 振幅 比较 小 , 求 1y,(a)1 时 只 需 考虑 s 波 , 因此 
根据 (133.7) 式 有 
rr (146.2) 
其 中 k= V2mlel/i, 而 为 双核 子 系统 的 束缚 (或 虚 ) 态 能 量 电 上 式 代入 
(146. 1 ) 得 








3 
dw, = 常数 x 二 (146. 3) 


@ 下 述 结果 先 由 A. B. Migdal(1950) 得 到 ,后 由 人. M. Watson(1952) 独 立地 得 到 . 

@ 这 样 做 是 允许 的 ,因为 在 r <<1/k 的 区 域内 ,确定 风 , 的 藤 定 证 方程 中 可 以 略 去 能 量 E. 因此 这 个 
区 域内 风 和 五 的 关系 完全 决定 于 它 和 r~1 人 小 区 域内 函数 的 “ 街 接 ”条件 . 

@@ ”这 里 所 指 的 是 自 旋 乎 行 或 反 平 行 的 np 系统 ,或 者 是 自 旋 反 平 行 的 nn 系统 . 至 于 pp 系统 ,由 于 库 
仑 斥 力 而 使 情况 复杂 化 ,此 时 要 用 § 138 中 给 出 的 理论 来 处 理 . 
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可 见 动量 的 方向 分 布 (在 双核 子 系统 的 质心 系 中 ) 是 各 向 同性 的 . 相对 运动 
的 能 量 分 布 由 下 式 给 出 : 





VEdE 
= 常数 x 二 TeT: LAO) 
我 们 看 到 ,核子 间 的 相互 作用 使 得 能 量 分 布 在 低能 区 的 ~1sl 处 出 现 一 个 极 


大 值 中 

实验 室 坐 标 系 中 ,小 的 9 角 ( 两 粒子 动量 的 夹 角 ) 对 应 于 小 的 相对 动量 值 
(p <<po). 因此 EE 分 布 中 存在 着 极 大 值 ,对 应 于 实验 室 坐 标 系 中 核子 人 逸 出 方向 
间 的 角 关 联 在 小 的 9 值 时 出 现 增长 的 概率 . 

设 p, 和 ps, 是 实验 室 坐标 系 中 两 个 核子 的 动量 , 则 有 


1 
bo=Pp. +p,, b = 本 (Pa 一 六) 


( 两 个 相同 粒子 的 折合 质量 为 了 mm}. 以 上 两 式 矢 乘 后 得 pe xP = Pi xps, 故 当 
p << po 时 有 
pop ，= PPp2zsin 9~ 了 6 
或 06=4p, /po, 其 中 pp ,是 矢量 p 相对 于 po 方向 而 言 的 横向 分 量 ,G6 是 p, 和 p, 方 
向 间 所 夹 的 小 角 . 把 (146. 3 ) 改 写成 以 下 形式 : 
dw, 常数 uP pspy ， 

(P +P/ ) 一 二 lel 
并 对 py 积分 , 即 得 对 9 角 而 言 的 概率 分 布 . 由 于 积分 收敛 很 快 ,积分 限 可 延伸 到 
从 -wm 到 +o，, 最 后 结果 为 

i (146. 5) 


/G+41el/E, 
立体 角 元 do =27w0d9 的 角 分 布 在 9 ~ V1e1/E。, 处 有 一 极 大 值 . 


$147 反应 阅 附 近 的 截面 行为 


如 果 反 应 产物 的 内 能 之 和 超过 了 初始 粒子 的 内 能 之 和 ,这 个 反应 就 有 一 个 
阅 : 仅 当 碰 撞 粒 子 的 动能 (在 质心 系 中 )E 超过 某 个 一 定 的 “ 阀 " 值 En 时 ,这 个 反 


QD 严格 讲 来 ,(146.3)(146.4) 式 中 的 常 系数 也 可 能 依赖 于 (通过 整个 反应 产物 系统 的 其 余部 分 
的 波 函 数 ) ,但 是 这 样 的 依赖 关系 是 很 弱 的 :这 个 系数 作为 巨 的 函数 ,只 有 在 该 反应 中 核子 对 所 能 具有 的 
整个 能 量 范 围 内 ( ~ Bo) 才 会 有 显著 的 变化 ,因此 对 瑟 << Bo 区 间 内 的 分 布 讲 来 ,这 种 依赖 关系 与 (146. 4) 


式 所 示 的 强烈 关系 相 比 可 以 略 去 不 计 . 


§147 反应 阀 附近 的 截面 行为 。561 . 


应 才 有 可 能 发 生 . 我 们 来 考察 阐 值 附近 的 反应 截面 依赖 于 能 量 的 特点 . 我 们 假定 
反应 产物 只 有 两 个 粒子 (4 +B=A’+B’' 型 ). 

在 国 的 附近 ,生成 粒子 的 相对 速度 v' 很 小 ,这 种 反应 与 碰撞 粒子 速度 很 低 的 
反应 正好 相反 . 截面 和 wv 的 关系 因此 很 易 通 过 (144. 13 ) 式 的 细致 平衡 原理 以 及 
反应 的 已 知 能 量 关系 求 出 ,而 * 是 该 式 中 输入 道 的 速度 ( $ 143 ) .在 很 大 一 类 反 
应 中 ,4' 和 8B' 粒 子 间 不 存在 库仑 作用 (例如 产生 一 个 慢 中 子 的 核反应 ) ,因而 求 
得 的 反应 截面 与 了 (1/v') 成 正比 中 , 即 

go.~y! (147.1) 

同 理 我 们 求 得 截面 和 碰撞 粒子 能 量 的 下 列 关系 :速度 v' 从 而 还 有 反应 截面 o, 与 
差 值 -Es 的 平方 根 成 正比 

o,=A /万 二 再 (147. 2) 

不 同道 的 散射 振幅 间 由 么 正 条 件 联系 . 因此 打开 一 个 新 道 也 使 其 它 过 程 的 
截面 包括 弹性 散射 截面 在 内 的 能 量 关 系 式 中 出 现 某 些 奇 点 (下 . P. Wigner，1948 ; 
A.B 开 .Bass ,1957;G. Breit,1957). 为 了 闸 明 这 种 现象 的 由 来 及 性 质 , 我 们 考虑 一 
个 简单 情形 ,此 时 低 于 反应 阅 的 只 有 弹性 散射 . 

在 阐 值 附近 ,所 产生 的 4' 和 B' 粒 子 处 于 轨道 角 动 量 1!=0 的 态 中 [对 应 于 
(147.2) 式 ]. 如 果 反 应 中 的 粒子 无 自 旋 , 轨 道 角 动 量 守 恒 ,4 +B 粒子 系统 也 处 
于 s 态 中 . 按照 (142.7) ,l=0 的 反应 分 截面 与 弹性 散射 的 $ 矩阵 元 的 关系 为 


人 Cl 3 (147.3) 


式 中 是 碰撞 粒子 的 波 数 . 令 (147.2) 和 (147.3) 相 等 ,我 们 求 出 正好 在 反应 冰 
以 上 的 精确 到 YE -En 数量 级 的 模 量 1561, 它 等 于 


1So1 =1 -24 VE-Es, (E>En), (147.4) 
式 中 hm = V2mEm /有 i,m 是 粒子 4 和 8B 的 折合 质量 , 阐 值 以 下 只 有 弹性 散射 , 故 
1S,| =1, (E<En). (147.5) 


但 是 散射 振幅 从 而 5。 应 该 是 整个 能 量变 化 区 域内 的 解析 函数 ,这 样 的 函数 [在 
阀 值 以 上 取 值 为 (147.4) ,在 阅 值 以 下 取 值 为 (147.5)], 可 同样 精确 地 由 下 式 
表 出 


2i50 ki 
S。=e ( VE-E), (147.6) 
式 中 的 6, 是 常数 ,已 < Ba 时 上 式 的 根 号 变 成 虚数 , 方 括号 内 表 式 的 模 量 和 1 只 


@ 这 个 结果 相当 于 8$ 144 末 导 出 的 pj 一 0 时 振幅 所 的 常数 极限 . 截面 式 (144.4) 正 比 于 py. 
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差 一 个 更 高 级 的 小 量 . 
对 于 所 有 的 ! 夭 0 ,不 存在 非 弹性 散射 ,所 以 
Sa =e "', (1¥0). (147.7) 
在 阐 值 附近 ,相位 6, 应 取 它 在 EE =En 处 的 值 . 呈 
把 所 得 的 Sm 值 代 入 (142. 2) , 即 得 反应 出 附近 散 映 振幅 的 以 下 表 式 : 


f(0,E) =fa (0) ee /EFE ~ Ene , (147. 8) 
其 中 (0) 是 E=Enm 时 的 散射 振幅 . 因此 散射 微分 截面 为 
k , 
= |fa (0) E34 VE -Ealm{|fu(0)e ™},E>En, 


-f(t -了 4 /EB-E.Re{fa(0)e-"™},E<En, 
把 振幅 户 写成 fn1e”“” ,最 后 可 把 结果 写成 下 列 形式 
2 km - sin(26 一 a) ,E>En, 
= fn (0) 1* -eAlfn (0) 1 VIE EnT x{ 8 a 
(147.9) 
这 个 公式 中 截面 和 能 量 的 关系 ,根据 角度 25。- a 在 第 一 ,第 二 ,第 三 和 第 四 
象限 内 而 分 别 具 有 图 50a,b,e,d 的 形式 . 每 种 情形 下 都 有 两 个 分 支 位 于 公共 的 


a 


图 50 


SS 
Se 


他 8 
Ne 


(147.9) 对 do 积分 时 ,第 二 项 的 积分 贡献 只 能 来 自 f 和 (0) 的 各 向 同性 部 分 ， 


@ 由 于 6.(E) 在 E>Em 和 EE<Em 时 都 是 实 函 数 , 它 可 按 忆 一 E 的 整数 窒 展 开 成 级 数 . 


$147 反应 阅 附 近 的 蕉 面 行为 * 563， 


即 弹 性 散射 的 s 分 波 振幅 (e 。- 1)/2 认 am. 从 而 得 盖 值 附近 的 弹性 散射 总 截面 


sin“5，， E>En, 


sin Bocos 60,E < Em. 
对 于 正 的 和 负 的 sin 60cos 85,, 上 式 分 别 具 有 图 50 中 (a) 或 (b) 的 形状 . 

由 此 可 知 , 反 应 阔 的 存在 使 得 弹性 散射 截面 对 能 量 的 依赖 关系 中 出 现 一 个 
特征 奇 点 . 如 果 粒 子 具有 自 旋 ,公式 当然 会 有 定量 方面 的 差别 ,但 是 这 种 效应 的 
一 般 特性 仍然 不 变 @ ,如 果 阔 值 以 下 除了 弹性 散射 外 还 有 别 的 反应 ,那么 在 该 反 
应 的 截面 中 也 将 出 现 相应 的 奇 点 . 这 些 截 面 都 在 已 = Es 处 具有 一 个 奇 点 ,并 在 
E = Em 附近 是 V| 瑟 -五 的 线性 函数 ,这 个 函数 在 阔 值 上 下 具有 不 同 的 斜率 . 

在 辐射 出 一 个 带 正 电荷 的 粒子 的 核反应 中 ,我 们 碰 到 了 反应 产物 (粒子 4; 
和 B') 闻 具有 库仑 斥 力 的 情形 . 在 这 种 情形 下 , 当 v' 一 0( 即 一 En) 时 ,反应 截面 
以 及 这 个 截面 对 能 量 的 所 有 微 商都 指数 式 地 趋 于 零 , 并 在 其 它 过 程 的 截面 中 没 
有 奇 点 . 

最 后 ,我 们 来 考虑 生成 两 个 电荷 相 异 的 慢 粒 子 的 反应 ,因而 粒子 间 具 有 库仑 
引力 . 这 种 反应 的 截面 通过 细致 平衡 原理 与 两 个 相 吸 慢 粒子 反应 的 截面 式 
(143.6) 相 联系 . 因此 当 v' 一 0 时 ,该 截面 趋向 常数 极限 值 : 

y'—0, ogo, = 常数 . (147.11) 
亦 即 通过 立 值 时 反应 截面 突然 具有 某 一 有 限 值 . 

现在 来 阐明 这 种 反应 的 弹性 散射 截面 在 浆 值 附近 的 奇 点 性 质 (A. 1H. Bass， 
1959) ,但 它 不 可 能 像 不 带电 粒子 那样 根据 阔 值 以 上 的 已 知 规律 (147. 11 ) 用 前 
面 的 简单 办 法 直接 地 求 得 . 与 后 一 种 情况 相 比 较 ,现在 的 情况 由 于 下 列 事实 而 复 
杂 化 了 :4" + 了 8 系统 在 近 阔 区 ( 忆 < En ) 具 有 束缚 态 ,它们 对 应 于 库仑 引力 场 中 的 
离散 能 级 ,从 能 量 角 度 看 来 ,这 些 态 可 以 在 粒子 4 和 8B 的 碰撞 中 形成 ,但 由 于 弹 
性 散射 的 可 能 性 ,它们 只 能 是 准 定 态 ,然而 ,它们 的 存在 必然 会 在 阐 值 以 下 的 弹 
性 散射 中 引起 与 布 赖 特 - 维 格 纳 共振 相 类 似 的 共振 效应 . 

为 了 解决 上 述 问题 ,我 们 来 研究 描述 碰撞 过 程 的 波 函 数 的 结构 . 与 两 道 的 存 
在 相 一 致 ,相互 作用 粒子 系统 的 苹 定 读 方 程 具有 在 整个 位 形 空间 内 为 有 限 的 两 
个 独立 解 , 令 wy， 和 y, 代表 这 两 个 任意 选 定 和 任意 归 一 化 的 解 . 我 们 可 以 把 这 两 
个 函数 线性 组 合 起 来 用 以 描述 其 中 一 道 为 输入 道 情形 时 的 散射 , 令 ec 和 ”分 别 
代表 粒子 对 为 4,B 和 4",B' 的 两 个 道 ,并 令 几 = ab + oy 对 应 于 输入 道 a 的 
情形 , 它 描述 粒子 4 和 8B 的 弹性 散射 以 及 反应 4 +B 一 4'+B'. 在 反应 阐 附 近 , 系 
数 a, 和 a, 显著 地 依赖 于 小 动量 ,而 任 选 的 函数 由 和 小 , 在 k=0 处 没有 


中 自 旋 不 等 于 零 时 ,s 态 中 的 4'+B' 系 统 可 以 具有 不 等 于 零 的 总 角 动 量 ,因而 4+B 系统 可 以 具有 
不 同 的 轨道 态 ， 
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奇 点 ， 

在 远 距 离 处 ,函数 水 必须 表 为 两 项 之 和 ,它们 对 应 于 ac 和 道中 粒子 对 的 运 
动 . 这 两 项 都 等 于 粒子 的 “内 部 ”函数 及 其 相对 运动 波 函 数 的 乘积 岂 , 后 一 种 函数 
在 a 道中 呈 RR” - SR 形式 ,在 5 道中 呈 -SR 形式 ,其 中 RR* 和 RR 是 相应 道 
的 出 射 和 人 射 波 ,在 远大 于 短程 力 的 作用 距离 同时 远 小 于 1/%, 的 距离 ro 处 ,这 
些 函 数 ( 及 其 导数 ) 应 该 和 "反应 带 " 内 的 波 函 数 东 算出 的 数值 衔接 起 来 . 衔接 条 
件 如 下 式 所 示 

Qa toa =(R, -SR ) 1 ， ob +azb2 = -SR, 1,, 
aia' +oaaa' 2 = (Rs -SR ) 1 ， ab +t+ob',= -SR, 1 ， 
式 中 的 cl ,oa ,61,6' 1,… 是 从 永 数 由 和, 算出 的 量 . 按照 上 面 的 讨论 ,在 近 阔 
处 它们 可 看 作 是 一 些 和 态 无 关 的 常数 . 把 以 上 两 对 方程 相 除 , 我 们 得 到 具有 两 
个 未 知 数 (aiya, 和 $。。) 的 两 个 线性 方程 . 这 两 个 方程 的 系数 中 只 包含 一 个 “ 临 
界 地 ”依赖 于 名 的 量 , 即 6 道中 出 射 波 的 对 数 导 数 . 我 们 把 这 个 量 定义 成 
LR) 
2T rR; rp 

我 们 没有 必要 求 出 这 些 方程 的 具体 解答 ,只 要 注意 到 我 们 所 需 的 量 S,,( 确 定 弹 
性 散射 振幅 ) 是 和 的 分 式 线性 函数 就 足够 了 . 阐 值 以 下 的 入 是 实数 ,因为 波 函 数 
R 是 实 了 水 数 , 它 是 无 穷 远 处 具有 实 条 件 ( 按 e“* 豪 减 ,其 中 ks = 
2m(Em -所 ) /) 的 实 蓄 定 读 方 程 之 解 . 阔 值 以 下 一 定 有 18.。1 =1, 由 此 可 见 ， 
这 个 分 式 线性 函数 5。。( 和 A) 一 定 具 有 以 下 形式 : 


S_ -= 了 +BA oan (147. 12) 
1+B8 A 
式 中 7 是 一 个 实 常数 ,8B 是 一 个 复 常数 . 
现在 来 求 作为 动量 的 函数 的 A 值 . 由 于 粒子 4 和 B 之 间作 用 着 库仑 引 
力 ,rR 为 无 穷 远 处 渐 近 地 正比 于 e“ 的 库仑 波 函 数 . 在 库仑 斥 力 场 中 ,这 个 函 
数 由 Co + im 给 出 ,Ce 和 Pu 见 (138.4) 和 (138.7). 把 式 中 的 大 和 zr 同 时 变 号 ,就 
变 成 了 引力 场 情形 @. 进行 这 种 变换 并 算出 对 数 导 数 ( 见 8$138) ,我 们 有 名 


A 





QD 规律 (147. 11) 不 但 对 总 截面 成 立 , 而 且 对 各 种 i 的 分 波 截 面 也 成 立 , 参 考 $ 143 末尾 .下 面 讨论 
的 奇 点 因而 也 为 所 有 的 分 波 截面 所 具有 . 它 的 性 质 完全 可 从 下 面 给 出 的 对 !=0 情形 的 处 理 中 明显 看 出 ， 
为 简洁 计 ,相应 的 分 波 振幅 中 的 指标 0 将 省 略 掉 . 

四 下 面 采用 库仑 单位 .k 和 7 的 变 号 在 形式 上 相当 于 库仑 制 长 度 单位 的 变 号 . 

@ 为 了 简化 以 后 的 公式 ,我 们 在 大 括号 表达 式 中 略 去 了 与 点 无 关 的 实 常 数 -ln2r。 -2C; 这 相当 于 
不 太 重 要 地 重新 定义 (147. 12) 式 中 的 复 量 B 和 实 量 %. 
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式 中 已 假定 为 实 量 ,所 以 这 个 式 子 是 属于 阅 值 以 上 的 区 域 的 . 当 一 0 时 ， 
(147. 13 ) 中 的 第 一 项 趋 于 i, 第 二 项 趋 于 零 ( 见 $138 第 4 个 附注 ) ,因此 阐 值 以 
上 有 


A=i, (E>E.). (147. 14) 
把 大 改 成 ix 后 ,就 过 渡 到 阔 值 以 下 的 区 域 , 当 Kk 一 0 时 由 (147. 13) 式 得 外 
A= ~cot(n/k,), (E<En) (147. 15 ) 


这 些 公 式 解 决 了 所 考虑 的 问题 . 弹性 散射 截面 为 
o.=mk- 1S， -11°. 
阅 值 以 上 有 : 


_1+iB 329 
$= Tip ,， (E>Ea). (147. 16) 


和 反应 截面 一 样 ,散射 截面 在 这 个 区 域内 是 常数 . 条 件 15,,1<1 意味 着 Im 6 >0. 
阅 值 以 下 有 
2 B -tan( mr/ Ks) 

S$, =e Be (147. 17) 
这 个 表 式 具有 无 穷 多 个 共振 ,其 密度 向 着 E = En 点 增长 ,这 些 共振 能 量 等 于 下 
式 的 根 : 

S_ = -1, 即 Ree" (8-tan(T/k)] =0; 

由 于 短程 力 的 存在 ,这些 能 级 相对 于 纯 库仑 能 o. 
级 (它们 是 tan (mw/xk,) =0 的 根 ) 而 言 略 有 移 
动 . 当 能 量 5 趋 近 于 阅 值 时 ,弹性 散射 截面 在 
零 和 4m/k 之 间 振 荡 , 如 图 51 所 示 . 出 现 共振 
结构 的 整个 阔 下 区 的 宽度 ,由 第 一 库仑 能 级 的 
能 量 值 所 确定 @. Em 


图 51 


(DD (147.13) 中 的 第 一 项 给 出 -eot( m/s ) + i, (147. 13) 的 大 括号 内 的 部 分 趋 于 meot( /kK, ) 


+ 地 ir, 其 中 应 用 了 公式 yx) -多 ( ~2) = -mcatnz -1/x.( 它 可 从 熟知 公式 了 (x*) 夏 ( -x) = -mn/xsin Tx 的 对 


数 导 数 求 出 ) 和 x 一 oo 时 的 极限 表 式 
px) = ln x— 1/2x. 
@@ 近 闭 反应 的 另 一 个 有 趣 情形 是 原子 被 一 个 电子 所 电离 ,该 电子 的 能 量 只 是 略 大 于 该 原子 的 第 一 
个 电离 能 . 这 些 条 件 下 的 碰 捕 过 程 可 以 看 作 是 准 经 典 的 ,但 由 于 末 态 中 存在 着 三 个 带电 粒子 而 使 问题 极 
大 地 复杂 化 了 . 这 个 难题 的 普遍 解 由 G,H. Wannier( Physical Review 90 ,817 ,1953 ) 给 出 . 我 们 发 现 ,一 个 中 


性 原子 的 电离 概率 正比 于 (三 -7)“, 其 中 心 =V9I73 -1 =1.13,E -1 是 电子 的 超过 电离 闵 值 的 能 量 ， 
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$ 148 快 电子 和 原子 的 非 弹性 碰撞 


快 电子 和 原子 间 的 非 弹性 碰撞 ,可 用 8$ 139 中 对 弹性 碰撞 的 同样 方式 ,用 玻 
恩 近 似 加 以 研究 外. 玻 恩 近似 的 适用 条 件 仍 和 以 前 一 样 ,入 射电 子 的 速度 必须 远 
大 于 原子 中 电子 的 速度 ,碰撞 中 的 能 量 损失 可 以 是 任意 值 ,如果 电 子 失 去 了 它 的 
相当 大 一 部 分 能 量 ,原子 被 电离 ,这 些 能 量 被 转移 到 其 中 的 一 个 电子 身上 .可 是 ， 
我 们 总 可 以 把 碰撞 后 具有 较 大 速度 的 那个 电子 看 作 散 射电 子 ,这 样 ,如 果 人 射电 
子 速 度 很 大 , 则 散射 电子 的 速度 也 很 大 . 

正如 早已 指出 的 ,在 一 个 电子 和 一 个 原子 的 碰撞 中 ,质心 静止 的 坐标 系 可 以 
认为 与 原子 静止 的 坐标 系 一 致 ,而 后 一 坐标 系 正 是 下 面 实际 上 要 采用 的 . 

非 弹 性 碰撞 伴 有 原子 的 内 态 变 化 . 该 原子 可 能 从 基态 跳 到 某 一 个 离散 谱 或 
连续 谱 的 激发 态 , 后 一 种 情形 意味 着 原子 的 电离 . 推导 一 般 公 式 时 ,我 们 可 以 把 
这 两 种 情形 合 在 一 起 考虑 . 

我 们 先 从 连续 谱 状 态 之 间 既 迁 概 率 的 一 般 公 式 出 发 (和 8$ 126 中 一 样 ) ,把 
它 应 用 到 具有 人 射电 子 和 原子 的 系统 . 令 p,p' 为 人 射电 子 在 碰撞 前 后 的 动量 ， 
E,,E, 为 原子 的 相应 能 量 , 至 于 跃迁 概率 ,(126.9) 式 换 成 

i = (n,p’'IUI0,p) "(se +E, -je 
式 中 的 矩阵 元 是 人 射电 子 和 原子 间 以 下 相互 作用 能 的 矩阵 元 : 


2 zZ 
TI- 和 4 _ 
Tr 


(148. 1) 


人 

六 一 天 | 
式 中 > 是 和 人 射电 子 的 径 矢 ,~ 是 原子 中 电子 的 径 矢 ,原点 位 于 原子 核 处 ,mm 是 电 
子 质量 . 

电子 波 函 数 水 ,多 ,由 以 前 的 (126. 10) (126. 11) 式 确定 ,此 时 dw 就 是 碰撞 
截面 do. 我 们 把 初 态 和 末 态 原子 波 函 数 记 作 yo 和 水 . 如 果 原 子 的 末 态 属于 离 
散 谱 , 则 yy,( 和 一样 ) 按 通常 方式 归 一 化 . 反之 ,如 果 原 子 进 入 连续 谱 的 一 个 
态 , 波 函 数 应 按 确定 该 态 的 参量 > 的 6 项 数 归 一 化 (例如 ,这 些 参 量 可 以 是 原子 
的 能 量 ,以 及 电离 时 离开 原子 的 那个 电子 的 动量 的 各 分 量 ) ,由 此 求 出 的 截面 给 
出 了 原子 碰撞 到 参量 值 介 于 v 和 w+dv 区 间 内 的 连续 谱 态 时 的 概率 . 

(148. 1) 对 绝对 值 p' 积 分 后 得 


da, =—P (np’'iUi0p) I*do’, 
4T 三 


a=1 


式 中 的 p' 巾 能 量 守 重 律 确定 : 


@@” §148 一 $150 中 大 部 分 结果 是 由 H. A. Bethe(1930) 得 到 的 . 
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(PP ~-p”) =E, -Ek,. (148. 2) 
把 (126. 10) ,(126. 11) 式 的 电子 波 函 数 代 人 矩阵 元 中 
5 -ig:r 
do, = ise ef y* pdrdV| do, (148.3)® 


式 中 dr = dV,dV,…dVs 是 原子 中 Z 个 电子 的 位 形 空间 的 体积 元 ,我 们 略 去 了 do 
上 的 撤 号 . 当 n=0 和 p=p' 时 ,(148.3) 变 成 弹性 散射 截面 公式 . 

由 于 函数 沙 , 与 yo 正 交 ,U 中 的 原子 核 作 用 项 Ze*/r 对 7 积分 后 等 于 零 , 因 
此 对 非 弹 性 碰撞 有 
,和 > 全 Ee Wa do (148.4) 


对 了 的 积分 可 按 $ 139 进行 . 而 积分 
在 形式 土 等 同 于 密度 分 布 为 p=5(r -7,) 的 空间 电荷 在 r 点 处 的 势 的 傅 里 叶 分 
量 , 因 此 (139. 1) 式 给 出 


do 








pa (rT,) = (148.5) 
将 此 式 代 入 (148.4) ,最 后 得 到 以 下 非 弹 性 碰撞 截面 的 一 般 表 式 : 
em 2 4k! -ig: ro 
dor， -( 穴 : | (n| 2 e 
式 中 的 矩阵 元 是 对 原子 波 函 数 而 言 的 ,我 们 引进 了 波 矢 量 大 =p"/h,k =p/ii 代 
替 了 动量 . 这 个 公式 给 出 了 电子 被 散射 到 立体 角 元 do 内 而 原子 跃迁 到 第 ”个 激 
发 态 时 的 碰撞 概率 . 矢量 - hig 是 电子 在 碰撞 中 给 予 原子 的 动量 . 


为 计算 方便 计 ,最 好 把 截面 中 的 立体 角 元 改 成 矢量 4 的 绝对 值 的 元 dq. 矢 
量 g 是 由 g =k' -大 定义 的 ,其 绝对 值 为 





0) | a (148. 6) 


gq =k +k’” -2kk’'cos H. (148.7) 
因此 ,给 定 了 大 大, 亦 即 给 定 了 电子 的 能 量 损失 后 ,有 
qdgq = Ar"sin 办 dt 和 (148. 8 ) 
27 


从 而 (148. 6) 式 可 写成 


da, = sn( 乞 ) 号 | (| y eer (148.9) 








QD ”这 个 公式 是 微 扰 论 的 一 般 结果 ,不 但 适用 于 电子 和 原子 的 碰撞 ,也 适用 于 两 个 粒子 的 任何 非 弹 
性 碰撞 ,确定 了 质心 为 静止 的 坐标 系 中 的 散射 截面 ( 普 是 这 两 个 粒子 的 折合 质量 ). 
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矢量 4 在 以 下 的 计算 中 起 着 重要 的 作用 , 让 我 们 较 详细 地 考察 一 下 它 和 散射 
角 台 以 及 碰撞 中 的 能 量 转移 E。- E。 的 关系 ,下 面 将 看 到 ,最 重要 的 碰 擅 是 散射 角 
很 小 (9 <<1) ,能 量 转移 远 小 于 和 人 射电 子 能 量 = 地 ms? 的 碰撞 :B,- << 书 这 
种 情形 下 kk 的 值 也 很 小 (kk <<%) ,而 且 

下 2 13、 天 IN 一 ? 
E, -Eo =3—(k -kh") ~ k(k—k’) = ho(k—k’). 
由 于 乡 很 小 ,从 (148.7) 式 得 
~ (kh) + (hd), 

最 后 有 





9 = (二 人 + (kD). (148. 10) 


4 的 极 小 值 为 


E, -Eb, 


dnin 一 天 (148. 11) 


在 小 角度 范围 内 ,我 们 还 可 以 进一步 划分 成 不 同 的 区 域 , 这 取决 于 小 量 尹 
和 w/v 之 间 的 关系 ,此 处 w 具有 原子 中 电子 速度 的 数量 级 . 如 果 我 们 考虑 的 能 
量 转移 具有 原子 中 电子 能 量 ee 的 数量 级 (E, -Eo~so~mvo), 则 当 (vo/v) ”<< 轨 
<<1 时 有 
q =kd = (mv/h)d; (148. 12) 
(148. 10) 式 根 号 中 的 第 一 项 与 第 二 项 相 比 可 以 略 去 . 在 这 个 角度 范围 内 ,9 因而 
和 能 量 转移 无 关 . 当 妇 <<1 时 ,g 既 可 以 大 于 也 可 以 小 于 1/ao (a。 具有 原子 线 度 
的 数量 级 ). 在 对 能 量 转移 作出 同样 的 假定 下 ,我 们 有 
人 ~?Wo 时 ,gao ~1. (148. 13 ) 
现在 把 一 般 公 式 (148.9) 应 用 于 小 的 g(gqao <<1, 即 乡 <<z/o). 这 种 情形 下 
可 把 指数 因子 展 成 4 的 窜 级 数 : 
e "~] -iqg'r,=1 -igx,, 
我 们 选择 了 x% 轴 沿 矢量 4 的 坐标 系 . 上 式 代 入 (148.9) 时 ,由 于 波 函 数 jy。 和 yy， 
的 正 交 性 , 含 1 之 项 等 于 零 ,我 们 就 得 
“d 2e\ 


we A q 2 _ er do 
do, =8" (高 ] A1(nld,10)! | (nld,10) 1 2. (148.14) 


式 中 d, =e 》 x。 是 原子 的 偶 极 矩 分 量 ,我 们 看 到 ,截面 (对 小 的 9) 是 由 与 原子 


e 
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的 状态 变化 相对 应 的 那个 偶 极 矩 跃迁 矩阵 元 的 模 量 平方 给 出 的 . 由 
但 有 可 能 出 现 这 样 的 情况 ,由 于 选择 定 则 ,对 所 考虑 的 睹 迁 讲 来 偶 极 矩 矩 阵 
元 都 等 于 零 ( 禁 戒 跃迁 ) ,这 时 e”""'“ 还 需 展 至 下 一 项 ,我 们 得 


do, =25() |(n|( Te) 0) | dd. (148. 15 ) 


现在 来 考虑 9 很 大 (ga >> 1) 的 相反 极端 情形 . 如 果 9 很 大 ,这 意味 着 原子 
接受 的 动量 远大 于 原子 中 电子 原 有 的 内 豪 动量 . 从 物理 上 考虑 这 是 很 明显 的 :在 
这 种 情形 下 ,我 们 可 以 把 原子 中 电子 看 作 是 自由 的 ,而 和 原子 的 碰撞 可 以 看 作 是 
和 人 射电 子 与 原子 中 原 为 静止 的 电子 的 弹性 碰撞 . 这 一 点 也 可 从 普遍 公式 
(148. 9) 看 出 来 , 当 49 很 大 时 ,和 矩阵 元 中 的 被 积 式 含有 急剧 振荡 因子 e"”'" ,如果 
少 , 中 不 含 类 似 的 因子 ,这 个 积分 差不多 等 于 零 , 这 样 的 由, 函数 对 应 于 一 个 电离 
原子 ,辐射 出 一 个 动量 为 - ig =p -p' 的 电子 ,这 个 动量 相当 于 两 个 自由 电子 碰 
撞 时 由 动量 守恒 律 所 给 出 的 动量 . 

具有 大 动量 转移 的 碰撞 中 ,人 射电 子 和 原子 电子 有 可 能 获得 差不多 大 小 的 
未 速度 . 与 相 碰 粒子 的 全 同性 有 关 的 交换 作用 开始 变 得 重要 起 来 ,尽管 普遍 公式 
(148. 9) 中 并 没有 计 及 这 一 点 . 有 交换 的 快 电 子 散 射 截面 由 (137.9) 式 给 出 ,这 
个 公式 采用 的 是 碰撞 前 一 个 电子 为 静止 的 坐标 系 . 对 快 电子 讲 来 , (137.9) 式 最 
后 一 项 中 的 余弦 函 数 可 以 取 作 1, 乘 以 原子 中 的 电子 数 Z 以 后 , 即 得 一 个 电子 和 
一 个 原子 碰撞 的 以 下 截面 式 : 





e ”1 1 1 
I =42| | | sin 他 cos4 好 sin2 好 cos2 好 
为 方便 计 ,此 式 中 的 散射 角 最 好 用 碰撞 后 电子 具有 的 能 量 来 表达 . 我 们 知 
道 ,能量 为 E = my 的 粒子 和 同 质量 的 静止 粒子 相 碰 后 ,所 得 的 粒子 能 量 分 


别 为 


cos 他 do ， (148. 16) 


ce=Esind, E-e=Ecos dt. 
为 了 求 出 有 关 ds 区 间 的 截面 ,我们 按 关系 式 
sin Ddo =27sin 好 cos td = (m/E)de, 
把 do 化 成 de. 代入 (148. 16) 即 得 最 后 表 式 


1 1 
do, = mZe’ | 一 加 


2 (ELs)’ el(E-s) FF" (148. 17) 


@ 物理 上 通常 感 兴趣 的 截面 dc。, 是 对 末 态 原子 角 动 量 的 所 有 空间 取向 求 和 并 对 初 态 角 动量 的 所 
有 空间 取向 求 平 均 以 后 的 截面 .经 过 这 样 的 求 和 及 求 平 均 以 后 ， 
Inld 107 1 
和 zx 轴 的 方向 无 关 . 
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如 果 能 量 e 和 -es 中 有 一 个 远 小 于 另 一 个 ,上 式 三 项 中 只 有 一 项 (第 一 或 第 二 
项 ) 是 重要 的 . 这 是 可 以 预料 的 ,因为 当 两 个 电子 的 能 量 相差 很 大 时 ,交换 作用 
不 再 重要 , 它 应 回 到 熟知 的 卢 琴 福 公式 中. 

微分 截面 对 所 有 角度 积分 (或 对 9 积分 ) 后 给 出 把 原子 激发 到 给 定 态 的 总 
截面 o,. o, 与 人 射电 子 速度 的 关系 ,是 和 偶 极 矩 的 相应 跃迁 和 矩阵 元 是 否 存 在 具 
有 和 密切 的 关系 . 我 们 先 假定 这 个 矩阵 元 不 等 于 零 . 于 是 当 9 小时, do, 由 
(148. 14) 式 给 出 ,而 且 我 们 看 到 , 当 g 减 小 时 对 gq 的 积分 是 对 数 发 散 的 . 另 一 方 
面 ,在 大 9g 的 区 域内 , 当 g 增 大 时 截面 (对 一 给 定 的 能 量 转移 E, - go ) 指数 式 地 
减 小 ,这 是 因为 (148.9) 和 矩阵 元 的 被 积 函 数 中 存在 着 一 个 (早已 指出 的 ) 剧 烈 振 
荡 因 子 . 由 此 可 见 , 对 9 积分 时 9 值 小 的 区 域 起 着 主要 作用 ,我们 可 把 积分 范围 
限制 在 从 (148. 11) 式 的 极 小 值 开始 到 数量 级 为 1/a。 的 某 个 值 为 目 . 

结果 得 


oa, =85 (二 ) 1Cn1d.10) ?in[p, -| (148. 18) 


其 中 B, 是 一 个 量 纲 为 1 的 常数 ,我 们 不 可 能 算出 它 的 一 般 形 式 @， 

另 一 方面 ,如 果 偶 极 矩 矩阵 元 对 于 所 考虑 的 跃迁 讲 来 等 于 零 ,那么 对 4 的 积 
分 无 论 对 小 的 q( 可 从 (148. 15) 式 看 出 ) 以 及 对 大 的 9 都 是 很 快 地 收敛 的 . 积分 
的 最 重要 区 域 为 g ~ 1Mao. 这 时 不 可 能 得 到 普遍 的 定量 公式 ,我 们 只 能 推出 这 样 
的 结论 :go 将 和 速度 的 平方 成 反比 : 


x_ = 于 (148. 19) 
这 可 从 普遍 公式 (148.9) 直接 看 到 , 按 该 式 当 4 ~ la。 时 do, 将 和 1 成 正比 . 
我 们 来 求 散射 到 某 一 给 定 立 体 角 元 而 不 管 原子 进入 哪个 态 的 非 弹性 散射 截 
面 do, ,为 此 ,需要 把 (148.9) 式 对 所 有 n0 的 态 求 和 ,也 就 是 对 基态 以 外 的 所 
有 原子 态 (包括 离散 谱 和 连续 谱 ) 求 和 . 我 们 不 去 考虑 大 角度 区 间 和 小 角度 区 
闻 ,而 假定 (wo) ”<<& <<1, 于 是 按 (148. 12) ,g 和 能 量 转移 值 无 关 包 . 
后 一 种 情况 使 我 们 很 易 算出 非 弹性 碰撞 的 总 截面 , 亦 即 求 和 式 





中 ” 对 于 正 电 子 和 原子 的 磁 扩 不 存在 交换 效应 , 卢 瑟 福 公 式 


TZe4 de 
dg, = E 





对 所 有 的 g >>1/ao 成 立 ， 
@ ”我们 假定 了 EE, - E。 具 有 原子 中 电子 能 量 so 的 数量 级 . 对 于 更 大 的 能 量 转移 (E, - Eo -EE >> so)， 
(148. 14) 和 (148. 18) 仍 不 能 适用 ,因为 此 时 的 偶 极 矩 矩阵 元 变 得 很 小 ,不 能 只 取 4 的 宪 级 数 展 式 的 第 一 项 . 
国 (148.9) 式 的 求 和 也 对 避 - E。>> so 的 态 进 行 ,此 时 (148. 12 ) 式 不 再 成 立 . 但 对 具有 大 能 量 转 
移 的 跃迁 来 讲 , 有 效 截面 比较 小 ,这 些 项 在 求 和 式 中 并 不 重要 . 所 加 的 条 件 << 1 使 我 们 可 以 不 必 考 虑 交 
换 效应 . 
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gg°r 2 dg 
d = d =8 | 《| e * |10)1 -= 
Or Or， (3 癌 】 六 《 > ) E 


| > llnl > Sl (148. 20) 
为 此 我 们 注意 到 ,根据 矩阵 乘法 规则 ,对 任意 一 个 量 f+ 有 
>, hl = 2 falfon) * = 2 ff ) 0 = (f° ) oo 
上 式 是 对 所 有 的 n 求 和 ,包括 n=0. 因而 
> fl = > 大-Uo = (1° ) ow - lfool’. (148. 21) 
把 此 式 应 用 于 f= > ee", 我 们 有 
2e 、 ig * -i ro 
io, (2) {Deh -Ee 
式 中 《4…) 代表 对 原子 基态 求 平 均 ( 取 00 对 角 抑 阵 元 ). 根据 定义 ,平均 值 
《5e-“"“) 就 是 基态 原子 的 原子 形状 因子 F(q). 大 括号 内 的 第 一 项 可 写成 


Zz 
me 2 1 上 sh 
De z+ Dem, 
eo=1 Gr 


21do 


9 


(148. 22) 











从 而 得 一 般 公式 
2e” 2 ig* (rors) do 
do, = GS {Z-F(g)+ DS . ) Fo (148. 23) 


当 gq 很 小 可 按 g 的 适 展 开 (vo/v << gao。<<1, 相 当 于 和 角度 (w/v)” << <<ww/v) 
时 ,此 式 可 大 为 化 简 . 为 方便 计 ,我 们 不 去 展开 (148. 23) 式 ,而 把 (148. 14) 式 的 dc。 
重新 对 n 求 和 . 利用 /= d,. 的 (148. 21 ) 式 并 记得 4d.》=0, 求 和 后 得 


do = (下 a) (148. 24) 
r hv £1 0 


把 上 式 和 小 角度 弹性 散射 截面 式 (139.5) 比 较 一 下 是 有 意义 的 ,后 者 和 轨 
无 关 , 散 射 到 do 立体 角 元 内 的 非 弹性 截面 则 随 乡 的 减 小 而 按 1/9” 的 规律 
增长 . 

对 于 mv << 妇 <<1( 因 而 qa。 >>1) 范 围 内 的 如 角 ,(148.23) 大 括号 内 的 第 
二 和 第 三 项 都 很 小 ,我们 简单 地 有 


2,2 
do， =2| | eo (148. 25) 


mv) 1 
也 就 是 对 Z 个 原子 电子 的 卢 瑟 福 散射 (没有 交换 作用 ) ,我 们 记得 ,对 于 弹性 散 
射 有 (139.6) 式 , 它 不 是 和 2 而 是 和 2 成 正比 . 
最 后 ,对 角度 积分 后 ,我 们 得 到 对 所 有 的 角度 以 及 对 原子 的 任意 激发 而 言 的 
非 弹性 散射 总 截面 o,, 和 计算 (148. 18 ) 式 的 o, 完全 一 样 ,可 得 
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rr， =8n( 访 a) nes 写 } (148. 26) 


习 题 ， 


1. 求 快 电子 被 所 原子 (处 于 基态 ) 非 弹性 散射 的 角 分 布 (2 << 9 <<1). 
解 :对 所 原子 而 言 ,(148.23) 大 括号 内 的 第 三 项 等 于 零 , 而 原子 形状 因子 
F(g) 已 在 $139 例题 中 算出 .把 它 代 入 得 


4 1 
dc， = 去 | -bh leo 
2 钞 (1 +) 
4 


2. 基态 得 原 子 受 电子 碰 擅 而 激发 到 第 施 个 离散 谱 能 级 (nn 是 主 量子 数 ) , 求 
微分 截面 . 

解 : 最 好 用 物 物 坐标 计算 矩阵 元 . 取 z 轴 沿 拓 量 49 的 方向 ,此 时 有 eg …r = ez 
=e”"” .基态 波 函 数 呈 Woo =T e “*” 形式 . 仅 当 跃 迁 到 m=0 的 态 时 算 
阵 元 才 不 等 于 零 . 这 种 态 的 波 函 数 为 


1 
= -SF -nm ,1, 2)F( -n,1,2 
Ms MTP 2 | 二 ( 色 | 
(于 =P +ma +1), 所 求 的 矩阵 元 由 以 下 积分 式 给 出 : 





《nina0le“ "1000》 = | et yo 2maédn, 


这 个 积分 可 用 数学 附录 §f 中 所 引 的 公式 加 以 计算 . 结果 得 : 
和 yr 2_»8,62[(n—-1) + (gn)” | rn 2 
I Cnin0le*'1000)|" =2 ng ET ze Cn n,) + {gn)’]， 
ni+n,=n 一 1 值 相 同 的 态 都 有 相同 的 能 量 . 在 nn 为 给 定 的 情形 下 ,对 所 有 可 能 
的 nl -ma 值 求 和 ,并 把 结果 代入 (148.9) , 即 得 所 求 的 截面 : 
2 了 5 n2 -1 (n 1)*+( 1)2] -3 d dg 

d 7 中 | 3 + (gn) ] i ?+ (gn) a q 
3. 试 求 所 原子 第 一 激发 态 被 激发 的 总 截面 . 
解 : 公 式 





2 T dg 
do, a 9 5 
‘(4 + 村 | 
尚 需 对 从 gwis = (上 -1)/v=3/8v 到 gq, =22 的 所 有 9g 值 积 分 ,只 保留 v 的 最 高 


QD 所 有 题 都 采用 原子 单位 . 
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次 项 . 经 过 初等 积分 后 结果 得 四 

_2°7 _25 4T 

ou = in 4 24) = =-70. 555In [ 
4. 求 所 原子 (处 于 基态 ) 电 离 而 次 级 电子 发 射 到 给 定 方 向 的 有 效 截 面 ; 次 级 

电子 的 能 量 远 小 于 初级 电子 的 能 量 , 故 交换 作用 可 以 略 去 (H.S. 多. Massey，C. 

Mohr ,1933 ) . 


解 : 初 态 的 原子 波 沪 数 为 由 = Te-'. 末 态 的 原子 已 电离 ,从 中 发 射出 的 
电子 具有 波 欠 量 k( 和 能 量 & = 本) 这 个 态 由 (136.9) 的 函数 峭 (-) 描写 ,其 中 


的 出 射 部 分 (在 无 穷 远 处 ) 只 有 沿 1 方向 传播 的 一 个 平面 波 ,WW ”函数 已 按 
K/2T 空 间 的 8 函数 归 一 化 ,因此 由 它 算 出 的 截面 是 对 dk/(2T) 亦 即 
K dkdo./(2T) 而 言 的 ,do, 是 沿 次 级 电子 方向 的 立体 角 元 . 于 是 有 
_ 4k' re -证 *r 2 
WE 10) | dodo dx 


(do 是 对 散射 电子 而 言 的 立体 角 元 ) ,其 中 的 
(kle-*""10) = [ye "yody= 





a i/x)) 
a ? 


0 i dv 
T= i . 过 = Ee < 人 
| 5 exp( 一 19 .7 一 iKr Ar)R( 一 ,1 ,i(kr+r 站 } 


积分 时 采用 抛物 坐标 ,z 轴 油 kk 方向 ,gp 角 从 (gq, 上) 平面 算 起 ; 
1 = -地 = 2[ [fe exp[ - a(é - n)cosy +ig Vénsin ycos p - 


二 


-六 (+ 四 -了 kx- 人 P(- 一 ,1 ~ icé)dpdédn} ， 


式 中 yy 是 Kk 和 9g 的 天 角 . 作 替 代 Vmcos p =u,Vnsin p =o 后 ,很 易 对 中 和 了 积 
分 , 积 出 后 得 


9 gsin y +A +(K+Tdeos7y) 
2T [3 0 ,oxp{- 2[i(xk + gcos y) — A] 6 


QD ”对 任意 的 = 也 能 算出 截面 . 用 数值 计算 法 还 可 以 算出 被 氨 原 子 非 弹性 散射 的 总 截面 : 


or =4rin G60 


式 中 包括 了 以 下 两 项 贡献 , 即 来 自 原子 离散 谱 状 态 被 激发 的 磁 擅 以 及 原子 被 电离 的 碰 擅 : 


二 
0 发 = 竺 x0. 715in( G166 vt 


4 v7 
0 电离 证 x0, 285In( oa} 
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1 . 
Bl -ixé) dé 
[i(k + gcos y) — A] 

此 处 的 积分 可 从 Y=1,n=0 的 (f.3) 式 求 出 . 进一步 的 计算 虽然 兄长 但 是 是 初等 
的 ,结果 得 到 以 下 的 截面 表 式 ， 


和 2 2K[ 扩 十 2gKcos ? 十 (x+l )eos 7 ] 
mhg [gq +2gqxcos y +1 tr] [Cg+rx): +1][(g~x)* +1](1 -ee ™*) 


x exp| -二 arotan | dodo dx. 
对 次 级 电子 的 所 有 发 射 角 求 积分 时 可 用 初等 方法 进行 ,结果 得 到 辐射 电子 
能 重 给 定 为 了 K? 情形 下 散射 的 角 分 布 : 


2 | + 了 (1 + 已 )]ep| en 
kg [Go+rk) +1]’[(g-x«k)? +1] (1 -ee ™") 
gq >>1 时 上 式 在 K=g 处 具有 很 陡 的 极 大 值 ; 在 这 个 极 大 值 附 近 有 
2 dxdo , 
3mK [lt+(g-x) ]’ 
对 do =2mgdq/k 震 (2mnk/k*)d(g -KK) 积 分 后 ,得 到 表 式 8Tdk/ 刀 pk ,正如 我 们 所 
预期 的 那样 , 它 和 (148. 17) 式 中 的 第 一 项 一 致 . 


$149 有 效 渍 阻 


碰撞 理论 的 应 用 中 ,计算 碰撞 粒子 的 平均 能 量 损失 极为 重要 . 我 们 最 好 用 以 
下 的 量 标志 这 种 能 量 损失 : 


dodx. 





dk = > (E, -EE,)do,, (149. 1 ) 
我 们 将 把 这 个 量 称 为 (微分 ) 有 效 滞 阻 , 式 中 的 求 和 当然 既 包 括 离散 谱 也 包括 连 
续 谱 ,dx 是 对 散射 到 某 一 给 定 立体 角 元 内 的 情形 而 言 的 . 由 
快 电 子 有 效 滞 阻 的 一 般 公 式 为 : 
2.2 
dx =8n (各 |) > (E,-E,)|(n| 2 
其 中 的 do。 取 自 (148. 9) 式 . 正如 推导 (148. 23 ) 式 那样 ,我 们 排除 了 对 极 小 角度 


区 域 的 考虑 ,并 假定 (wo) ”<< 如 <<1. 于 是 4 和 能 量 转移 值 无 关 ,我 们 就 可 以 算 
出 对 n 求 和 的 一 般 形式 ， 





0) | (149. 2) 


QD 如果 一 个 电子 通过 气体 , 它 在 各 个 原子 上 的 散射 是 彼此 独立 地 进行 的 ,那么 Ndx(NN 是 单位 体积 
内 的 气体 原子 数 ) 就 是 电子 在 信 转 到 给 定 的 立体 角 元 的 磁 撞 中 单位 路 程 内 所 损失 的 能 量 ， 
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这 个 算法 要 用 到 下 面 导出 的 求 和 定理 . 作为 坐标 函数 的 某 个 量 f, 它 的 矩阵 
元 及 其 对 时 间 导 数 f 的 矩阵 元 由 下 式 联 系 : 
(六 ) = -天 ( 忆 ~ Ef., (149.3) 
所 以 有 
2 (E, -Eo) fanl = 2 (E, -Eo)fo fon) = 
= > (E, -Eo)fa(f' )w =h > (f )0.lf*) =ih(f f° )o. 
原子 的 定 态 波 函 数 可 以 选 威 实 函数 . 此 时 坐标 函数 了 的 矩阵 元 就 具有 关系 式 


几 . = ,而 对 (149. 3) 式 的 矩阵 元 讲 来 就 有 相应 的 关系 式 ( 广 )o = - ( 广 )。 因此 
以 上 的 求 和 式 还 可 写成 以 下 形式 ， 


S (EE)lfsl’ = -hy (f°)o(f ) = -ih(f’f )o. 
以 上 两 式 相 加 后 除 以 2, 即 得 求 和 定理 ; 
5 (EB,-E) ol = - 广 六 )o (149. 4) 
我 们 把 它 应 用 于 
A 
根据 (19.2) 式 ,f 的 时 间 微 商 可 用 以 下 的 算 符 表 出 
f - -地 之 [oe "(gq Yo) t+ Ye "). 


.上 六 和 产 的 对 易 结果 很 易 直接 算得 : 


2m er, So 
2 rE Eo)l(n!l Pew"10)| =2, (149. 5) 


它 已 实现 了 我 们 所 要 求 的 求 和 计算 . 
因此 得 到 关于 微分 有 效 光 阻 的 公式 

dic 4 Ze dg _ 22e- do 

my gq my 9 


它 的 适用 范围 由 以 下 不 等 式 给 出 : 





(149. 6) 


QD 推导 这 个 公式 时 ,我 们 从 来 没有 利用 过 指标 “0 "代表 原子 基态 ,因此 这 个 公式 对 任意 的 初 态 都 是 
成 立 的 . 
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(也 <<HV <<l, 即 一 << aog < 二. 
其 次 , 当 动 量 转移 不 超过 某 一 值 9 而 wm/e << aog, << s/w 时 ,我 们 来 求 所 有 
碰撞 的 总 有 效 灌 阻 
x(q)= Tf (E-E)do,, (149.7) 
gen 由 (148. 11) 式 给 出 . 式 中 的 积分 号 不 能 搬 到 Y 的 前 面 ,因为 go 依赖 于 


我 们 把 积分 区 间 划 分 成 两 段 ,从 gi 到 qo 的 一 段 和 gq。 到 gq, 的 一 段 ,其 中 的 
go 是 9 的 某 个 值 ,满足 v/v << goao << 1. 于 是 在 q%;, 到 go 的 整个 积分 区 间 内 ,我 
们 可 用 (148. 14) 式 的 do,: 


«(go) -sn( 总 ) > Cnld.10) P(E -E)f %, 
从 而 | 





x(g ) = =87 (3 二 ) 3 nld.10)*(E, -Eo) In (149. 8) 
在 gq 到 9, 的 区 间 内 ,可 先 对 nn 求 和 ,给 出 (149.6) 式 的 dx ,然后 对 积分 ,得 出 
a de (149.9) 
my do 
为 了 变换 以 上 的 表 式 ,我 们 利用 (149. 的 求 和 定理 ,在 该 式 中 令 
:i 
a De 本 9 = 一 之 5 Pza* 


把 F* 和 对 易 (现在 的 fF' 等 于 站 ) 得 出 fr* -六 六 = -过 zjm, 因 而 
> N= 5 (EF _E,)1(nld,10)1? =Z. (149. 10) 
量 N, 称 为 各 个 相应 跃迁 的 振子 强度 . 


我 们 引进 原子 的 某 个 平均 能 量 1 它 由 下 式 定 义 


> Nln(E, - E,) 
In 7 = ET 二 > Nln(E, — -E, ). (149. 11) 
用 (149. 10) ,可 把 (149. 8) 改 成 写 
4mZe’, /gohv 
x( qo) my i 7 全 小 
此 式 和 (149.9) 相 加 ,最 后 得 


(D (149.5) 式 的 附注 对 本 式 也 适用 ， 
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kK(9i) -4 ; (149. 12) 
mv i 
此 式 中 只 出 现 一 个 标志 所 给 原子 的 常数 凯 . 
通过 q = mt /天 用 散射 角 乡 , 表达 gq, , 即 得 所 有 散射 到 切 生 攻 区 间 内 的 有 
效 清 阻 : 





(149. 13 ) 





Ze* my 他， 
k(D1) =4r | 1 ) 
如 果 qies >>1( 即 少 >> mo) ,我 们 可 把 x 表 成 人 射电 子 所 能 给 予 原子 的 最 大 
能 量 转移 值 的 函数 . 我 们 在 上 节 中 曾经 指出 ,qa。>> 1 时 原子 被 电离 ,差不多 所 
有 的 动量 hg 和 能 量 都 交 给 了 一 个 原子 电子 ,由 于 hig 和 是 一 个 电子 的 动量 和 
能 量 , 即 有 关系 e = 所 gq /2m. 把 qt =2msi/ 庆 代 和 人 (149. 12) ,我 们 得 碰撞 中 能 量 
转移 <s, 的 有 效 滞 阻 : 


(149. 14 ) 





2 Ze 2meiv” 

Kx(el) = i [一 站 

最 后 ,我 们 作 如 下 的 说 明 ,原子 的 各 个 离散 谱 能 级 主要 来 自 一 个 单 (外 层 ) 

电子 的 激发 . 即使 是 两 个 电子 的 激发 , 它 所 需要 的 能 量 通常 足以 使 该 原子 电离 . 

因此 ,在 振子 强度 的 求 和 式 中 ,跃迁 到 离散 谱 态 的 只 是 数量 级 等 于 1 的 那 一 部 

分 ;而 伴 有 电离 的 则 构成 另 一 部 分 ,其 数量 级 为 Z. 由 此 可 知 , 伴 有 电离 的 碰撞 在 
滞 阻 (被 重 原子 滞 阻 ) 中 起 主要 作用 ， 


习 题 


试 求 一 个 电子 被 一 个 氮 原 子 滞 阻 (1=0.55 原子 单位 ) 的 总 有 效 滞 阻 . 对 于 
大 的 能 量 转移 ,两 个 相 碰 电子 中 较 快 的 一 个 取 作 初级 电子 . 

解 : 当 碰 撞 后 的 初级 电子 和 次 级 电子 具有 差不多 大 小 的 能 量 时 ,必须 计 及 交 
换 效 应 . 因此 ,对 于 能 量 转移 介 于 某 值 as,(1 <<ei << 久 ) 和 最 大 值 


~ lp- 
24? 


(根据 我 们 对 初级 电子 的 定义 ) 之 间 的 滞 阻 讲 来 ,我 们 须 采 用 (148.17) 式 的 有 效 
截面 .: 


£2 


@ 对 氧 原子 ,1=0.55me*/ 及 =14.9 eV. 对 重 原子 ,我 们 采用 托马斯 - 费 米 方法 计算 常数 1, 可 望 得 
到 很 好 的 精确 性 . 很 易 确立 这 样 算出 的 了 值 如 何 依赖 于 Z. 在 准 经 典 情形 下 ,多 粒子 系统 的 本 征 频 率 相当 
于 它 的 能 级 差 . 原子 的 平均 本 征 频 率 具 有 v6/ao 的 数量 级 - 由 此 可 知 ,7 ~ hvo/ao. 托马斯 - 费 米 模型 中 原 
子 电 子 的 速度 和 2 的 关系 为 Z” ,而 原子 的 线 度 按 Z- “变化 . 可 见 1 必 正比 于 Z;1 = 常数 xZ. 根据 实验 
结果 发 现 , 这 个 常数 约 为 10 eV 的 数量 级 . 
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K(&.,..) —K(E,) = 3 3[ s[=+ rp -zB -se -和 (mn +1]. 
此 式 加 到 (149. 14) 式 上 ， 


i vy 
-5 2 RY 
$ 150 重 粒 子 和 原子 的 非 弹 性 磁 撞 


用 粒子 的 速度 表示 玻 恩 近似 适用 于 重 粒 子 和 原子 碰撞 的 条 件 , 仍 和 电子 的 

情形 一 样 ,为 : 

DV >> 20。 
这 可 根据 微 扰 论 适 用 性 的 普遍 条 件 (Uao/jr <<1) 立 即 得 出 ,只 要 注意 到 这 个 条 
件 中 不 出 现 粒子 质量 ,而 Veo/ 声 具有 原子 中 电子 速度 的 数量 级 即 可 . 

在 粒子 和 原子 的 质心 为 静止 的 坐标 系 中 ,截面 由 一 般 公式 (148.3) 给 出 , 式 
中 的 m 目前 是 粒子 和 原子 的 折合 质量 . 但 为 方便 计 ,我 们 考虑 碰撞 前 的 原子 处 
于 静止 的 坐标 系 . 为 此 ,我 们 从 (148. 1) 式 出 发 . 在 碰撞 前 原子 为 静止 的 坐标 系 
中 ,表达 能 量 守重 律 的 65 I PE 


12 
Se oT + + pe (150. 1) 
式 中 M 是 入 射 粒子 质量 ,而 M。 是 原子 质量 . 第 三 项 是 原子 的 反 冲 动能 (考虑 原 
子 和 电子 的 碰撞 时 ,这 一 项 可 以 完全 上 略 去 ). 

对 于 快速 重 粒 子 和 原子 的 碰撞 ,粒子 的 动量 改变 和 它 的 初始 动量 相 比 , 差 不 
多 总 是 很 小 . 如 果 这 个 条 件 成 立 ,我 们 可 以 略 去 5 函数 宗 量 中 的 原子 反 冲 能 量 ， 
得 到 和 (148. 3 ) 完全 一 样 的 公式 ,只 是 该 式 中 的 m 必须 改 成 人 射 粒子 的 质量 M 
(不 是 粒子 和 原子 的 折合 质量 ). 考虑 到 动量 转移 与 初始 动量 相 比 已 经 假定 为 很 


小 ,我 们 可 令 p=~P, 于 是 在 碰撞 前 原子 为 静止 的 坐标 系 中 ,截面 式 为 
ey (150.2) 





yr WodrdV 





do ，= -一 一 一 
n 4 a 
考虑 到 粒子 的 电荷 可 能 不 同 于 电子 ,我 们 用 ze 代替 e ,其 中 ze 为 人 射 粒子 
的 电荷 . 非 弹 性 散射 的 一 般 公式 ,写成 (148.9) 的 形式 : 
de， = 85(e) | Cn > 10)| 2 (150.3) 


之 


QD 对 于 正 电 子 和 氢 原 子 的 碰 擅 , 没 有 交换 效应 ,把 (149. 14) 式 中 的 el 简单 地 代 以 ems = 已 =-， 
即 得 总 济 阻 
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并 不 含有 粒子 质量 . 由 此 可 见 , 从 它 导出 的 所 有 公式 对 重 粒 子 的 碰撞 仍 能 适用 ， 
只 要 这 些 公式 是 通过 ”和 9 表达 的 . 

不 难看 出 ,用 散射 角 他 ( 重 粒 子 和 原子 相 撞 后 的 偏转 角 ) 表 达 的 公式 应 作 怎 
样 的 修改 . 为 此 ,我 们 首先 注意 到 , 重 粒 子 的 非 弹 性 碰撞 中 台 角 总 是 很 小 的 . 因 
为 , 当 动 量 转 移 很 大 时 (与 原子 中 电子 的 动量 相 比 ) ,我 们 可 以 把 和 原子 的 非 弹 
性 碰撞 看 作 是 和 自由 电子 的 弹性 碰撞 . 可 是 , 当 一 重 粒子 和 一 轻 粒子 (电子 ) 础 
撞 时 , 重 粒子 几乎 是 不 偏离 的 . 换 句 话说 , 重 粒 子 转移 给 原子 的 动量 与 该 粒子 的 
初始 动量 相 比 是 很 小 的 . 大 角度 弹性 散射 是 一 个 例外 ,但 这 种 可 能 性 是 极 小 的 . 

因此 ,在 整个 角度 范围 内 我 们 可 令 


g = (=) + (Mvd)’, (150. 4) 


除了 极 小 的 角度 外 ,上 式 实际 上 可 化 成 
ghi~ Mv (150. 5) 


另 一 方面 , 当 我 们 考虑 电子 和 原子 的 碰撞 时 ,我 们 有 (对 于 小 角度 ) 
9 人 (人 me 


由 此 可 得 这 样 的 结论 ,从 电子 和 原子 碰撞 中 所 得 的 公式 ,只 要 这 些 公 式 用 速度 和 
偏转 角 表 达 出 来 ,那么 如 果 到 处 进行 以 下 替代 : 


8 (150. 6) 


(包括 立体 角 元 do =2mrsin 9d 二 279d8 的 替代 ) ,就 变 成 重 粒 子 碰撞 的 公式 ， 
人 人 射 粒子 的 速度 仍 保持 不 变 , 定性 地 说 ,这 意味 着 小 角度 散射 的 整个 图 像 ( 对 给 
定 的 粒子 速度 而 言 ) 被 压缩 了 mA/M 售 . 

以 上 所 得 的 规则 也 和 小 角度 弹性 散射 有 关 . 对 匡 << 1 的 (139.4) 式 作 
(150.6) 式 的 变换 ,我 们 得 截面 


dor。 -8 | 中 | 2 - se)] (150.7) 
角度 旭 ~1 的 重 粒 子弹 性 散射 ,被 化 成 在 原子 核 上 的 上 户 器 福 散 射 . 
具有 大 动量 转移 而 原子 被 电离 的 非 弹性 散射 需要 作 特 殊 的 考虑 . 和 被 电子 
所 电离 的 情况 不 同 ,这 里 当然 没有 交换 效应 . 重 粒 子 的 特征 是 ,大 的 动量 转移 
(gao。 >> 1) 并 不 意味 着 大 的 偏转 角 , 总 是 保持 很 小 . 辐射 电子 的 能 量 介 于 s 和 
se + de 之 间 的 电离 截面 可 从 (148. 25 ) 式 直接 得 出 , 它 可 写成 以 下 形式 : 


ze” 2 dq 
do, =87| | 2 


令 所 gqg /2m = el( 整 个 动量 ig 交 给 了 一 个 原子 电子 ), 此 式 给 出 
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在 重 粒 子 和 原子 的 碰撞 中 ,总 截面 和 有 效 滞 阻 特别 有 用 . 非 弹 性 散射 总 截面 

由 以 前 的 (148. 26) 式 给 出 . 总 有 效 灌 阻 可 把 (149. 12 ) 式 中 的 9, 改 成 最 大 动量 

转移 g。。. 后 得 到 .9q。. 很 易 用 粒子 速度 表 出 ,方法 如 下 .由 于 知 ,.. 与 粒子 原 动 量 

hz 相 比 仍 是 很 小 , 它 的 能 量变 化 和 动量 变化 的 关系 为 AE =v， fig. 另 一 方面 ,对 
于 大 的 动量 转移 ,这 个 能 量 几 乎 都 交 给 了 一 个 原子 电子 ,因此 可 写成 


do (150.8) 


£ -三 和 =jiyv°* gq Hvg. 
从 而 有 jig 筷 2mv, 即 
fig,,, =2myv, 8,,, =2myv’. (150.9) 
我 们 注意 , 非 弹性 碰撞 中 粒子 的 最 大 偏转 角 为 
One = Mv M.' 


(150.9) 代 和 (149. 12) 中 ,我 们 得 到 重 粒子 的 总 有 效 清 阻 
二 生 2x 6 jn 2mu ， (150. 10) 
my I 
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在 碰撞 理论 的 许多 物理 问题 中 ,需要 考虑 到 散射 过 程 怎 样 受 散射 中 心 运动 
的 影响 . 在 一 定 的 条 件 下 ,这 类 问题 可 以 用 费 米 (E. Fermi,1936) 建议 的 那 种 微 
扰 论 解决 ,即使 单独 讲 来 微 扰 论 对 每 个 中 心 的 散射 并 不 适用 .这 类 问题 中 包括 慢 
中 子 对 多 原子 系统 (例如 分 子 ) 的 散射 .我 们 来 考虑 这 个 特殊 问题 . 

中 子 几 乎 不 被 电子 散射 ,所 以 实际 上 所 有 的 散射 都 发 生 在 原子 核 处 由. 我 们 
将 假定 被 单个 核 散 射 的 振幅 小 于 原子 间距 . 那么 在 分 子 中 被 每 个 核 散射 的 振幅 
即使 在 别 的 原子 核 处 也 已 经 很 小 . 在 这 些 条 件 下 ,被 分 子 散 射 的 振幅 等 于 被 单个 
核 散射 的 振幅 之 和 . 

微 扰 论 一 般 讲 来 不 能 应 用 于 中 子 和 核 的 散射 :尽管 核 力 的 范围 很 小 ,在 此 范 
围 内 的 作用 却 极 强 . 但 重要 的 是 , 慢 中 子 ( 其 波长 远大 于 原子 核 线 度 ) 散射 的 振 
幅 是 一 个 和 速度 无 关 的 常数 . 令 为 被 第 a 个 核 散 射 的 振幅 ,1f,1 do 是 中 子 被 
一 个 自由 核弹 性 散射 的 微分 截面 (在 它们 的 质心 系 中 ). 

这 个 常数 振幅 可 从 微 扰 论 形式 地 得 到 ,如 果 我 们 用 一 个 “点 ” 势 来 描写 中 子 
和 核 的 相互 作用 的 话 : 


WD 我 们 还 假定 该 分 子 没有 爸 和 矩 . 否则 还 存在 着 来 自 中 子 和 分 子 磁 矩 相互 作用 的 特殊 散射 效应 . 
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U(r) = -LAB(7), (151.1) 


式 中 M 是 中 子 和 核 的 折合 质量 . 当 此 式 代入 玻 恩 公式 (126.4) 中 时 ,6 函数 使 得 
积分 式 成 为 与 9 无 关 的 一 个 常数 . 这 样 定 义 的 “ 场 "U(r) 被 称 为 剧 势 . 需要 强调 
的 是 ,作出 这 个 定义 的 可 能 性 是 由 于 ,为 常数 这 一 事实 . 在 中 子 能 量 为 任意 的 一 
般 情形 下 ,散射 振幅 分 别 依 赖 于 初 动量 p 和 末 动 量 p', 而 不 只 是 依赖 于 两 者 之 
差 gq, 但 玻 恩 近似 给 出 的 振幅 却 只 能 依赖 于 q. 

如 果 散 射 核 在 作 给 定 的 运动 (例如 ,分 子 中 的 各 种 振动 ) ,我 们 对 此 运动 求 
平均 后 , 则 (151. 1) 式 的 相互 作用 势 被 “铺展 "到 一 个 尺度 一 般 地 远大 于 散射 振 
幅 f 的 范围 内 . 对 于 这 样 “ 铺 展 " 开 的 作用 势 讲 来 , 玻 恩 近似 的 适用 条 件 (126. 1) 
是 满足 的 . 

因此 我 们 可 以 用 以 下 尾 势 描写 中 子 -分 子 作 用 : 


U(r) = -2ni 3 fs(rR.) ， (151.2) 


式 中 对 分 子 的 所 有 原子 核 求 和 ,R。 是 它们 的 径 矢 ,r 是 中 子 的 径 矢 . 把 上 式 代 人 
(148.3) ,把 m 改 成 M,(M。 是 分 子 和 中 子 的 折合 质量 ) ,我 们 得 质心 系 中 的 中 
子 被 分 子 散 射 的 以 下 截面 式 : 


2 1。 -ig' R, 
da = Ms 人 3 le 10》 | do， (151.3) 
式 中 的 矩阵 元 是 针对 能 量 为 E。 和 EE, 的 核 运 动 定 态 波 函 数 而 育 的 ,动量 p 和 p" 
通过 能 量 守恒 律 相 联系 : 





2 12 
ey se 
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(151.3) 式 描写 了 分 子 中 的 核 运 动 状态 具有 特定 变化 (0 一 n 跃迁 ) 的 非 弹 性 碰 
撞 ,也 就 是 所 述 问 题 的 解 : 从 中 子 对 自由 核 散射 的 振幅 (假定 为 已 知 ) 出 发 , 计 及 
核 的 内 襄 运 动 以 及 各 个 核 散 射 之 间 的 干涉 效应 , 求 出 了 中 子 被 分 子 散射 的 截面 . 

如 果 核 自 旋 不 等 于 零 ,还 应 考虑 到 散射 振幅 大 依赖 于 中 子 和 散射 核 的 总 目 
旋 这 样 的 事实 . 它 的 做 法 如 下 . 


核 和 中 子 的 总 自 旋 可 取 j. =i. + 地 两 个 值 ,i 是 核 自 旋 , 相应 的 散射 振幅 记 


作 f 和 大 .我 们 来 构造 一 个 自 旋 算 符 ,对 于 给 定 的 六 值 , 它 的 本 征 值 分 别 为 大 
和 大 .这 个 算 符 就 是 


QD ”需要 强调 的 是 ,尽管 砷 势 在 形式 地 应 用 微 扰 论 的 情况 下 能 够 给 出 散射 振幅 的 正确 值 , 但 这 并 不 
意味 着 微 扰 论 真能 适用 于 这 样 的 场 . 对 于 一 个 深度 为 0。 并 以 Uoa = 常数 的 方式 趋 于 无 穷 远 的 势 阶 讲 来 
(a 为 阱 半径 , 它 趋 于 零 ) ,条 件 (126. 1) ,(126.2) 肯 定 都 不 会 满足 . 
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六 =a + 人 (151.4) 
其 中 并 和 六 是 核 和 中 子 的 自 旋 算 符 , 系 数 a。 和 6b。 由 下 式 给 出 : 
@ 元 Ci +1)f: +if ],， 
(151.5) 


b, a -5 ). 
这 是 很 易 证 明 的 ,只 要 注意 到 对 于 给 定 的 了 值 , 算 符 $ .之 的 本 征 值 为 
i= 二 [7107+1) ly -| 


应 把 算 符 (151.4) 取 代 (151.3) 式 中 的 ,并 取 对 应 于 所 考虑 跃迁 的 矩阵 
元 . 如 果 人 射 中 子 和 靶 核 都 是 非 极 化 的 ,那么 散射 截面 必须 进行 适当 的 平均 . 


习 题 


1. 假定 中 子 和 核 的 自 旋 方 向 都 是 毫 无 规则 地 分 布 的 ,分 子 中 所 有 的 核 都 不 
相同 , 试 对 (151.3) 式 进行 平均 ， 

解 :对 中 子 的 和 核 的 自 旋 方向 求 平 均 是 相互 独立 的 ,每 一 种 自 旋 平均 后 得 
零 ,从 而 s， i =0. 如 果 分 子 中 没有 两 个 原子 是 相同 的 ,这 就 没有 核 自 旋 的 交换 
作用 ,又 由 于 它们 的 直接 相互 作用 可 以 忽略 ,分子 中 各 个 核 的 自 旋 方向 可 以 看 作 
是 独立 的 ,因而 (s. 记 )(s :i) 等 形状 的 乘积 平均 后 也 得 零 . 对 于 平方 (s* i) 有 

(so) = (stl)i(i+l) = i(i+1), 

由 此 得 以 下 平均 截面 式 : 


dio, = MBE[| Den er" lO)| + 


2. ee ee es Schwinger, E, 
Teller ,1937 ) 
解 : 在 取 自 旋 算 符 的 矩阵 元 以 前 ,对 所 分 子 散射 的 (151. 3 ) 式 为 


16 -ii pF jig*r, 入 人 -i *r ® ip 
do, = "gr lenle qr e920) +hs(nlie™ "+i,e'"10)1do, (1) 


; +1) 





P| (nl em 10)| 了 do 


a= (3 +f ), b=f° -f° 


土 T/2 是 分 子 中 两 个 核 相 对 于 其 质心 的 径 舌 . 

分 子 的 转动 和 振动 态 由 量子 数 尺 ,MM,,v( 它 们 的 集合 在 (1) 式 中 用 nn 表 出 ) 
所 定义 ,在 H, 分 子 的 电子 基态 中 , 仅 当 总 的 核 自 旋 了 =0( 仲 氨 ) 时 天 才能 取 偶 数 
值 ; 仅 当 7=1( 正 氨 ) 时 天 才能 取 奇 数值 . 因此 有 必要 区 分 两 种 情况 :(1) KK 的 奇 
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偶 相 同 的 两 个 转动 态 之 间 的 跃迁 ,这 只 有 7 了 值 不 变 才 行 ( 正 - 正 和 仲 - 仲 跃 迁 ) 
(2) 天 的 奇偶 不 同 的 两 个 态 之 间 的 跃迁 ,这 只 有 改变 了 值 才 行 ( 正 - 仲 和 仲 - 正 
跃迁 ). 第 一 种 情况 下 我 们 有 


(nle-a210》 = (nles'"10) =(nlcos 34 . r10) 
应 当 记 住 的 是 ,r 变 号 后 转动 波 函 数 要 梯 以 ( -1) .(1) 式 的 自 旋 算 符 则 变 成 2a 
+b$ .了 ,其 中 = +i,, 根 据 前 面 的 讨论 ,这 个 算 符 对 1 是 对 角 的 . 对 (2a +bs- 
1)” 的 平均 和 题 1 一 样 ,给 出 
4o2 + TBI(T+1). 


结果 是 
本 -了 Bilnloos 9 .ri0) 1 C3F* +f°)? 47 +1)(F* + 广 )2]do (2) 
第 二 种 情形 下 
(nle®"10) = (nle-e"|0) =i(nlsin Lg .ri0) 


2 
(1) 式 的 自 旋 算 符 成 为 8. (到 -总 ), 它 只 有 I 的 非 对 角 答 阵 元 . 这 些 和 矩阵 元 的 模 
量 平方 值 对 末 态 总 自 旋 的 所 有 分 量 求 和 时 ,可 按 [s . (ii - 记 )]? 的 平均 值 (对 
角 元 ) 算 出 ( 见 534 页 注 ); 
[se Ch) = 3 +1)]. 
结果 是 
do, = (1) (3) lnlsin 9 .10) 1 (f° -f° )?do, (3) 
式 中 的 系数 1 出 现 于 正 - 仲 跃迁 ,系数 3 出 现 于 仲 - 正 跃迁 ， 
如 果 中 子 很 慢 , 它 的 波长 其 至 远 超 过 分 子 的 线 度 , 则 可 令 (2) 和 (3) 式 矩阵 
元 中 的 oos( 39 -中 =1,sin( 了 9 : 门 =0, 结 果 除 00 对 角 元 外 都 等 于 零 , 这 些 条 
件 下 ,当然 只 可 能 有 弹性 散射 , 这 时 的 弹性 散射 截面 为 
do, = 3° + )? +1(T+1) (7: -f°)*1do. 
3. 求 中 子 对 一 束缚 质子 的 散射 截面 ,该 质子 可 看 作 频 率 为 mw 的 各 向 同性 三 
维 振子 (了 . Fermi ,1936 ) . 
解 :考虑 质子 绕 空 间 某 一 国定 点 振动 着 ,根据 (151.3) 式 的 推导 ,必须 令 该 


式 中 的 M。= M，M。 = M(M 为 质子 质量 ). 于 是 
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ee epooo Cr) ,nn (7T) dV i 
式 中 的 oo。=4T1f1? 是 对 自由 质子 的 散射 截面 ,W 是 三 维 振子 的 本 征 函 数 ,对 
应 于 能 级 已. = jio(m+3/2); 》 是 对 和 量 给 定 为 于 的 所 有 mi,na 和 ns 值 求 和 . 
峭 ， 半数 组 是 三 个 线性 振子 波 注 数 的 来 积 ( 见 $33, 题 4). 所 求 的 积分 因而 可 
分 解 成 为 以 下 形式 的 三 个 积分 的 球 积 


可 3 2 2 2 2 
{ ep -Hn) dx 





2 2 2 
= VMw/ 上 ) ,把 (a.4) 式 的 H, (x) 代 入 上 式 并 分 部 积分 次 ,结果 为 
1v on 5 
dg, = 一 卫 Tp m ! n, ? ns ? ep| - 2a2 A)ao. 


按 二 项 式 定 理 进行 求 和 后 ,最 后 结果 为 


oo El/gY (2 
On 到 ( 2 cp zjao 


特别 是 ,弹性 散射 截面 (n= i EE ) 为 





do., = Texp( - 2 各)jao， o. =00 站 [1 -erpl - 守 )]， 
当 E/hw—0 时 ,0.—40. 
$152 高 能 非 弹性 散射 


8$ 131 中 对 两 个 粒子 相互 散射 问题 所 用 的 程 函 近 似 , 也 能 推广 到 包括 一 个 
快 粒子 和 一 个 多 粒子 系统 或 “ 靶 ” 的 碰撞 (包括 非 弹 性 ) 过程 (R. J. Clauber， 
1958). 

这 个 推广 中 ,所 假定 的 原则 和 以 前 一 样 . 和信 射 粒子 的 能 量 E 假定 很 大 ,使 得 
E >> 1UI1 和 ka >>1, 其 中 心 是 这 个 粒子 和 度 粒 子 间 的 相互 作用 能 量 ,oa 是 此 相互 
作用 的 力 程 . 我 们 考虑 动量 转移 比较 小 的 散射 :人 射 粒 子 的 动量 改变 jig 的 它 的 
原 有 值 奏 相 比 很 小 (gq << 8), 这 个 条 件 现 在 不 但 使 得 散射 角 很 小 ,并 且 还 使 能 
量 转移 也 比较 小 ， 

我 们 还 将 假定 入 射 粒子 的 速度 "远大 于 靶 内 粒子 的 速度 wm : 

2 >> vo. (1S2. 1 ) 

对 于 带电 粒子 和 原子 的 散射 讲 来 ,此 条 件 等 价 于 玻 恩 近似 的 适用 条 件 ( 参 考 
§148 和 § 150). 

如 果 v >>w ,一 定 有 1Ula/jiv <<1. 因此 在 该 情形 下 不 需要 本 节 的 理论 . 但 对 
核 靶 讲 来 ,粒子 间 结 合 的 不 是 库仑 力 而 是 核 力 ,情况 就 不 同 了 . 我 们 将 讨论 一 个 
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快 粒子 被 核 散射 这 一 特殊 情形 中 
条 件 (152. 1 ) 使 我 们 有 可 能 考虑 人 射 粒 子 相 对 于 核 中 位 置 固定 的 各 个 核子 
而 言 的 运动 问题 马 , 这 就 是 说 ,粒子 - 靶 系 统 的 波 函 数 可 以 写成 
yr,R, ,R, rw) =9p(r;R, ,R,,*…)D,(R, ,R,,-…) 9 (152. 2) 
其 中 B,(R,,R,,… ) 是 原子 核 第 i 个 内 态 的 波 函 数 ;R, ,R,,… 是 核 内 各 个 核子 的 
径 拓 . 因子 g(r;R, ,R,,…) 是 正在 进行 散射 的 粒子 波 函 数 (r 是 它 的 径 矢 ) ,具有 
给 定 的 尺 , ,六 ,… 值 ,这 些 值 是 以 下 薛 定 廖 方程 中 的 参量 ， 
[ -二 3. U(r -RB.)|e = 三， (152. 3) 
其 中 U(r - R,) 是 该 粒子 和 第 a 个 核子 的 作用 能 量 , 而 Kk 是 粒子 在 无 穷 远 处 的 
动量 @. 
如 果 我 们 求 出 了 具有 以 下 渐 近 式 的 (152. 3) 式 之 解 : 


p =r +F(n’ ,nsRi, Rae) 2 (152.4) 
( 式 中 =r/r,n =k/k) , 则 (152.2) 式 的 波 函 数 
p= "GB, + PB, (152.5) 


将 描写 对 碰撞 前 处 于 第 i 个 态 的 原子 核 所 进行 的 散射 ;入 射 波 e “在 (152. 5) 式 
中 作为 B, 的 相 滋 因子 出 现 . (152. 5 ) 式 中 的 第 二 项 代表 散射 波 . 但 是 , 仅 当 入 射 
粒子 的 能 量 改 变 足 够 小 ,也 就 是 核 的 内 能 变化 足够 小 时 ,用 这 个 式 子 来 求 散射 振 
幅 才 是 合适 的 . 因此 ,把 粒子 考 虞 成 为 是 在 “刚性 固定 ”的 核子 组 的 恒定 场 中 运 
动 ( 相 当 于 方程 (152. 3)) 时 ,我 们 就 略 去 了 这 种 运动 可 能 的 能 量变 化 . 
为 了 把 核 的 内 态 具 有 特定 变化 的 散射 振幅 分 离 出 来 ,应 把 写成 以 下 
形式 : 
用 = ex "gD, + ACL (152. 6) 


式 中 对 原子 核 的 各 个 态 求 和 ,f,(n',n) 则 给 出 待 求 的 原子 核 具 有 特定 脾 迁 i 
的 散射 振幅 , 它 是 散射 角 (n 和 n' 的 夹 角 ) 的 函数 . 比较 (152.6) 和 (152.5) 得 


fCn',n) = | @7 Fidr， (152.7) 
其 中 dr =d Rid R,… 是 原子 核 位 形 空间 中 的 体积 元 . 我 们 必须 再 一 次 强调 ,这 


WD 条 件 (152.1) 给 出 的 是 任 一 重 核 的 相对 论 速度 v. 在 目前 的 非 相 对 论 理论 表述 中 ,我 们 不 考虑 它 
对 任 一 特殊 散射 过 程 的 实际 适用 性 问题 . 

四 这 个 近似 类 似 于 分 子 理论 所 根据 的 那 种 近似 , 即 分 子 中 的 电子 态 是 针对 各 个 原子 核 的 固定 位 置 
来 考虑 的 . 

电 (152.3) 式 中 假定 了 粒子 和 核 的 作用 等 于 它 和 各 单个 核子 的 两 体 作用 之 和 . 
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个 公式 仅 当 i 和 f 态 的 能 量 相差 比较 小 时 才能 成 立 . 
方程 (152.3) 之 解 (152.4) 本 身 ,可 用 §131 中 描述 的 方法 求 出 由 . 类 似 于 
(131.7) 式 ,我 们 有 


k i 
Fln',n;R,,R,,.…) = 元 | [S,(p,R',R,,) -lje™™ “dp， (1S2. 8 ) 


其 中 
Ss(p RK ,R,,* ) = exp[ 2i8(p,R, ,R,,*…)] 9 


6(p,R,,R,,%) = > 6,.(p -R,,), (152. 9) 


8.(p-R.,)=- J U(r -及 )dz 


记得 p 是 径 矢 > 在 (垂直 于 大 的 )xy 平面 内 的 分 量 , 尽 。 是 径 矢 R。 的 上 述 相应 分 
量 :fig =p' -~p 是 散射 粒子 的 动量 改变 ,(152.8) 式 中 只 出 现 它 的 模 分 量 . 函数 5。 


确定 粒子 被 单个 自由 核子 弹性 散射 的 振幅 : 
Pa = | {ee lle ?dp. (152. 10) 
当 i=f 时 ,(152.7) 和 (152. 8 ) 给 出 被 原子 核弹 性 散射 的 振幅 : 
fil(n’',n) -去 | [Ss(p) -1]e ?2dp， (152. 11) 
式 中 的 横 线 代表 对 原子 核 的 内 态 求 平均 : 
S(p) = SC,R， ,R,,-) ID,(R,,R,,…) 12d7， (152. 12) 


此 式 推 广 了 前 面 的 (131.7) 式 . 
令 (152. 11) 式 中 的 n’ =n 并 应 用 (142. 10) 式 的 光学 定理 ,我 们 得 散射 总 
截面 


o, =2 | 0 -ReS)d2p. (152. 13) 
弹性 散射 全 截面 o, 是 由 lf.1 对 n' 的 方向 积分 后 得 到 的 . 对 于 小 的 散射 角 
9, 我 们 有 gq 二 k0, 立 体 角 元 do=d 9/ 大 .因而 
.dg 
o.= {fl 2 


采用 (152. 11) 式 的 有, 把 户 f, 写 成 pdzp' 的 一 个 重 积分 ,利用 下 式 可 实行 对 dg 


@@ 8131 中 曾经 指出 , 波 函 数 的 初始 表 式 (131.4) 只 在 z<< ka 的 距离 处 成 立 . 这 一 点 在 $ 131 的 进 
一 步 推导 中 并 不 重 机. 但 对 一 个 多 粒子 系统 (例如 一 个 原子 核 ) 的 散射 来 讲 , 它 会 导致 另 一 种 限制 ; 
(131.4) 式 必须 在 散射 系统 所 占 的 整个 体积 内 成 立 ,也 就 是 说 ,我 们 必须 有 Ro。 << io” ,其 中 Ro 是 原子 核 半 
径 ,a 是 势 0 的 力 程 . 
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的 积分 ， 
[ee dg= (2m)78(P -p'), 
这 个 5 函数 在 对 d*p' 的 积分 中 被 积 掉 , 结果 为 
,= | 18 -112d2p. (152. 14) 
反应 总 截面 为 
og,=0,-0.= | G -15P)dp. (152. 15 ) 
注意 (152. 13) 一 (152. 1$ ) 是 和 一 般 公 式 (142.3) 一 (142.5) 一 致 的 :对 后 
者 把 求 和 (对 大 的 1 求 和 ) 改 成 对 p =k 的 dp 求 积分 ,并 把 5, 改 成 8S(p) 函数 ， 
我 们 就 得 (152. 13) 一 (152. 15). 
习 题 
1. 试 把 一 个 快 粒子 被 一 个 氛 核 弹性 散射 的 振幅 用 该 快 粒子 对 质子 和 中 子 
的 散射 振幅 表达 出 来 (R.J. Glauber,1955 ) . 
解 :根据 (152. 11) ,被 氛 核 弹性 散射 的 振幅 为 
f°(9) =3 {WR) 1 {exp[2i8.(2 - 38)+ 
+2i8,(p + FR,)] -1]je ed Rd’p, (1) 


其 路,(R) 为 氛 核 中 中 子 (n) 和 质子 (p) 的 相对 运动 波 郧 数 ;R=R, -玉民 是 
R 在 入 射 粒 子 波 拓 无 的 重 直 平面 上 的 分 量 . (1) 式 大 括号 内 的 差 量 可 以 写成 

exp (2i6, +2i8,) -1 = (em 1)+(e -1)+(e -1)(e >”-1)， 
采用 中 子 Fw 和 质子 .的 散射 振幅 定义 ,根据 (152. 10) 及 其 逆 式 


exp[ 2i6.(p)] 一 1] = [Ag)eo d q 


(2T)” 
可 对 积分 (1) 进 行 变换 ,结果 为 
Fo (qg) =f" (gq)F(g) + (gq)F( -9g)- 
-za (Fete (Fe ) ee 2) 
其 中 


F(g) = | Iy(R) le "dR 
是 氛 核 形状 因子 . 
(2) 式 中 令 g =0(F(0) =1) 并 用 (142.10) 式 的 光学 定理 , 求 得 氛 核 散射 总 
截面 
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oo" to + Re F(2g9)f" (gq)F™ ( —q) dg. (3) 


2. 求 一 个 快 氛 核 被 一 个 半径 为 R, 的 重 吸 收 核 散射 后 衰变 成为 一 个 中 子 和 
一 个 质子 的 截面 ,其 中 R, 远大 于 和 氛 核 波长 (kR。>>1, 其 中 了 胱 是 氛 核 动量 ) 也 远 
大 于 和 氛 核 半径 (E. 有 I. Deja6epr,1954;R.]J. Glauber,1955;A. HH. Axumesep;A.T. 
CNMMeHKO 1955 ) . 

解 :把 入 射 氛 核 看 作 平 面 波 ,大 吸收 核 (kR。 >> 1) 起 着 使 波 衍 射 的 不 透明 屏 
幕 的 作用 .入 射 氛 核 的 波 函 数 为 es* “Ws( 民 ) ,其 中 由 (及 ) 是 氛 核 的 内 部 波 函 数 


[R=R。 -RR, 是 核 内 中 于 到 质子 的 径 失 ,r= 二 (及 ,+ 民 ,) 是 它们 的 质心 的 径 失 ]. 


吸收 核 的 存在 “ 移 去 ”了 这 个 函数 中 的 一 个 部 分 ,这 部 分 的 中 子 和 质子 横向 坐标 
(p。 和 p,) 位 于 原子 核 的 “阴影 "区 内 , 即 半 径 为 R, 的 圆 内 .因此 波 函 数 变 成 
=e "S(p,,p,) YR), 

当 p。,P, 宇 Ro 时 式 中 的 S=1, 而 当 p, 或 p, 小 于 Ro 时 S=00D. 这 个 波 函 数 若 没有 
因子 由,， 则 相当 于 (131.5) 形 式 的 入 射 波 表示 式 ( 略 去 衍射 对 射线 的 弯曲 ), 因 
而 S 因子 具有 和 8§131 及 §152 中 同样 的 含义 . 

类 似 于 (152.13) 和 (152.14) 式 , 氛 核 散射 的 总 截面 o,( 包括 所 有 的 非 弹 性 
过 程 ) 和 弹性 散射 截面 o, 分 别 为 


o.=2{ 0 -3S)dzp，. = 1 5-D?dp， 


此 


中 p = 方 (p。+Ps) 并 且 应 用 了 5 为 实 量 的 事实 .5 的 平均 是 对 气 核 基态 而 
的 ; 


mw 


S(p) = | Sy2d3R. 
至 于 落 ,采用 以 下 函数 就 足够 了 : 


y = 天 守 

. 2T 及 

此 式 在 中 子 和 质子 间 核 力 的 力 程 外 距离 R 处 成 立 ( 参 考 (133.14) 式 ;Kk = 

Vmlel/ 二 ,lel 是 气 核 的 结合 能 ,m 是 核子 质量 ). 根据 S 的 定义 ,如 果 有 一 个 核 

子 或 者 两 个 核子 都 进入 半径 为 RR 的 圆 内 并 被 原子 核 吸 收 掉 , 则 1-S 不 等 于 零 ， 
从 而 





van = |(1-3)dzp = 本 co， (1) 


QD 和 气 和 原子 核 的 库仑 作用 已 略 去 ， 
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为 俘获 一 个 或 两 个 核子 的 截面 . 另 一 方面 ,or, =0gK +0。+Ogk :其 中 ou 为 竺 
求 的 氛 核 "衍射 "衰变 截面 . 故 
op -了 了 一 Or = {sa - $)d’p. (2) 
当 Rk >>1 时 ,在 积分 式 (2) 中 小 距离 ( ~1/k, 是 从 原子 核 边 缘 算 起 的 是 重 


要 的 ,于 是 沿边 缘 的 积分 给 出 一 个 因子 2TR。 , 活 垂 直方 向 的 积分 可 把 阴影 区 看 
作 以 直线 为 界 那 样 去 计算 , 取 此 直线 为 y 轴 ，, 并 取 % 轴 从 阴影 向 外 ,我 们 有 


vax =2mR | 5(z)[1 -5(z)]dz， 
其 中 的 积分 
S(x) = 厂 [ 厂 2( 尺 )dXdydZ， 


R= VX + 更 +Z 
对 给 定 的 x = 了 (下 + 各) ,上 趟 是 在 天 ,No 关 0 的 区 域 上 积分 ,也 就 是 在 | 下 1 = 
1X, -时 1<2x 区 域 上 积分 . 把 积分 变量 变换 成 X 和 尺 以 及 YZ 平面 内 的 极 角 后 
(此 时 dydZ_x2mRdR) ,这 个 积分 变 成 


S(x) Ee [ eat, (3) 


含有 这 个 S(x) 函数 的 积分 (2) ,可 利用 下 式 通 过 重复 分 部 积分 算出 : 
| (ee) 2. 
结果 为 
1 
0 到 杰 = 了 Ru (2- 玫 | 
在 同一 条 件 kR。 >>1 下 , 停 获 截面 为 


Tho 

4r 

[(1) 式 对 p>R 区 的 积分 可 用 (3) 式 算出 ,对 p<R 区 的 积分 给 出 mRo]. 这 个 
截面 包括 整个 气 核 的 被 售 以 及 售 获 一 个 核子 而 释放 另 一 个 ( 剥 裂 反应 ). 后 一 种 
反应 截面 是 按照 只 有 一 个 核子 射 入 阴影 区 时 的 碰撞 面积 (对 如 平均 以 后 ) 而 算 
出 的 ,并 有 





2 
0 区 = TRo + 


(R. Serber,1947 ). 


数学 附录 


$a 厄 米 多 项 式 


方程 式 
y" —2xy’' +2ny =0 (a.1) 
属于 用 拉 普 拉 斯 方法 由 能 解 的 类 型 . 
这 个 方法 可 用 于 以 下 类 型 We 


> (a, +b 4) T=0 
式 中 的 系数 不 超过 x 的 一 次 笑 ,其 求解 步骤 如 下 .我 们 作 下 列 多 项 式 
P(t) = Y a,.t”, Q(t) = S bt™ 
及 由 它们 所 组 成 的 函数 
1 P 
Z(i) = 让 exp jd， 
它 确定 到 一 个 常数 因子 为 止 . 所 考虑 方程 之 解 可 表 成 下 列 复 积分 形式 : 
”= | Z(t)e” di, 
6 


基 中 所 取 的 积分 路 线 C 使 积分 为 有 限 且 不 等 于 零 ,并 且 , 当 上 走 完 曲线 C 以 后 
(曲线 C 可 以 是 封闭 的 ,也 可 以 是 不 封闭 的 ) ,函数 


V=e”02Z 
回 到 原 值 . 
在 方程 式 (a.1) 的 情形 下 ,我 们 有 
P=t +2n, 0= -2t,2= -re , Vo 4, 
故 其 解 为 


@@ 可 和 参考,E. Goursat, Cours d' Analyse Mathe’ matique ，Gauthier - Villars ,Paris ,vol. 了 , ;或 斯 米尔 诺 
夫 著 《高 等 数学 教程 》,( 中 译本 :第 三 卷 第 三 分 册 ,第 五 章 $ 107) ,高 等 教育 出 版 社 . 
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y = [p(s- 后 ) 此 avT。 (a.2) 


在 物理 应 用 中 我 们 只 需 考 虑 n> -二 的 情况 . 对 这 些 n 值 而 言 ,积分 路 线 可 


取 曲 线 C, 或 C,( 附 录 图 1) ;这 些 曲 线 满足 所 需 条 件 , 因 为 函数 V 在 曲线 两 端 
(1=+% 或 1= -% ) 等 于 零 册 . 

我 们 来 求 参 量 n 的 值 ,使 得 方程 (a. 1) 之 解 对 x 的 所 有 有 限 值 而 言 是 有 限 
的 . 当 x 一 土 %m 时 ,此 解 不 比 x 的 有 限 次 蜂 更 快 地 趋向 无 穷 大 . 我 们 先 考虑 非 整 
数 的 nn 值 . 此 时 (a.2) 式 沿 C, 和 C: 的 积分 给 出 方程 (a. 1) 的 两 个 独立 解 . 按照 
i =2(x -z) 的 关系 引进 变量 wx 后 , 沿 C, 的 积分 可 变换 成 以 下 形式 , 式 中 略 去 了 
一 个 常数 因子 ， 


uz 


y= 一 “一 du， (a.3) 


ci (ux)"” 


其 中 积分 是 沿 u 复 平面 上 的 C", 曲线 进行 的 ,如 附录 图 2 所 示 ， 
C © ® 
= 二 一 一 一 二 


附录 图 1 附录 图 2 


当 % 一 + % 时 ,整个 积分 路 线 C" 移 向 无 穷 远 处 ,(a.3) 式 中 的 积分 按 e 一 规 
律 趋 于 零 .但 当 x- - om 时 ,积分 路 线 延 及 整个 实 轴 , (a.3) 式 中 的 积分 并 不 指数 
式 地 趋 于 零 , 从 而 y(x) 函数 按 e” 规律 趋向 无 穷 大 . 同 理 ,容易 证 明 (a.2) 沿 曲线 
C', 的 积分 当 x 一 + o 时 指数 式 地 发 散 . 

当 nn 为 正 整数 时 (包括 零 ) , 沿 积分 路 线 的 直线 部 分 的 积分 相互 抵消 ,而 
(a.3) 式 中 沿 C' 和 0C', 的 两 个 积分 现在 变 成 一 个 绕 w =x 点 的 封闭 曲线 的 积 
分 , 故 解 为 

y(x) =e of eds, 


J 


这 个 解 满足 所 述 条 件 . 按照 熟知 的 求解 太 国 数 导 歼 的 柯 丁 公式 


n) nl f(z) 
f°" (*) rt (t—-x)" rd 





(D ”这些 路 线 对 负 整数 的 = 不 适用 , 因 积 分 (a.2) 没 这 些 路 线 将 恒 等 于 零 ， 


可 知 y(%x) 除 了 一 个 常数 因子 外 就 是 一 个 厄 米 多 项 式 
H,(x) =( -1) "oe. (a.4) 


H. 多 项 式 按 x 的 降 需 展开 , 呈 下 列 形式 : 
_ n n(n—1) n~2 n(n-1)(n-2)(n-3) n-4 
H.(x) = (2x) eS (2x) A (2x)"™ -~ 


9 


(a.5) 
它 只 含 宇 称 与 n 相同 的 各 种 x 篆 次 .我 们 写 出 前 面 几 个 厄 米 多 项 式 : 
Ho =1,H, =2x,H, =4x -2,H, =8x - 12x, 
H, =16x’ -48x + 12. (a.6) 
计算 归 一 化 积分 时 ,我 们 把 (a.4) 代 入 。-*H, ,并 进行 分 部 积分 n 次 ,得 





全 e “HH2(x)dx = 厂 ( -1)°H,(%) Ce "ds = 厂 oH.d. 
但 是 d "Hzdqx" 是 一 个 常数 2"n1. 故 
「 e Hz(x)dx =2*n1 Vn. (a.7) 
$b 艾 里 函数 
方程 
y -xy=0 (b.1) 


也 属于 拉 普 拉 斯 类 型 ( 见 8$a). 根 据 一 般 方法 ,我 们 作 下 列 函 数 : 
P=2, 0Q=-1,2= = = en 
故 其 解 可 表 成 下 列 形式 : 
y(x) = 常数 x | e*-3 dt, (b. 2) 


所 选 的 积分 路 线 C ,必须 使 Y 函数 在 该 曲线 的 两 
端 都 等 于 零 . 这 两 个 端点 因而 必须 在 上 复 平 面 上 
的 Ret >0 区 域内 (附录 图 3 中 的 阴影 区 ) 趋 向 
无 穷 远 ， 

对 所 有 x 而 言 均 为 有 限 的 解 , 可 取 图 中 所 示 
的 积分 曲线 C 得 到 . 这 条 曲线 可 以 任意 移动 ,只 
要 它 的 两 个 端点 仍 留 在 原来 的 两 个 阴影 区 (附录 
图 3 中 的 I 和 五 ) 内 并 趋向 无 穷 远 .我 们 注意 到 ， 
如 果 所 取 的 曲线 位 于 亚 和 开 两 个 阴影 区 内 , 当 附录 图 3 
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x 一 % 时 ,所 得 之 解 为 无 穷 大 . 
把 C 移 到 虚 轴 的 位 置 ,(b.2) 函 数 呈 下 列 形 式 ( 用 上 = 记 代 入 )， 
1 (” 1 3 
D(x) - 亡 上 cos (ux ta ar. (b.3) 
函数 (b.2) 中 的 常数 已 取 作 - ix2 wm ,这 样 得 到 的 B(x) 函数 称 为 艾 里 函数 0. 
用 鞍点 法 计算 积分 (b.2) ,可 得 x 值 很 大 时 的 B(x) 渐 近 式 .对 x>0 而 言 ， 
被 积 函 数 中 的 指数 害 当 t= + 时 有 一 个 极 值 , 这 个 被 积 函 数 的 “最 陡 下 降 方 
向 ”平行 于 虚 轴 . 因此 欲求 * 为 很 大 正 值 时 的 渐 近 式 , 我 们 把 指数 赛 展 成 上 +Ax 
的 寡 级 数 ,并 沿 平行 于 虚 轴 的 C, 直线 (图 3) 积 分 ;C, 和 虚 轴 的 间距 04 =Vx. 用 
;= -Vx +iw 代入 ,我 们 得 
] 2 2 372 2 
D(x) -后 上 exp ( 一 一 YL ] tu， 
故 
1 2 
D(x) ~ -mexp ( = ). (b.4) 
可 见 x 为 很 大 正 值 时 ,B(x) 函数 指数 式 递减 . 
为 了 求 * 为 很 大 负 值 时 的 渐 近 式 ,我 们 注意 到 ,x <0 时 指数 突 在 1=i vilxl 
和 += -i WTZT 处 有 一 极 值 , 这 两 点 处 的 最 陡 下 降 方向 与 实 轴 分 别 夹 -地 " 角 和 


二 " 角 . 取 折线 C:( 距 离 为 08 = V1zT) 为 积分 路 线 ,经 过 某 些 简单 变换 后 ,我 
们 得 
1 。 2 372 下 
B(x) = sin (3 1! + 下 上 (b. 5) 
因此 在 4 为 很 大 负 值 的 区 域内 ,@$() 函数 具有 振荡 性 . 可 以 指出 ,8(x) 函数 的 
第 一 个 极 大 值 (最 大 极 值 ) 为 8( -1.02) = 0. 95， 


交 里 函数 可 以 用 二 阶 的 贝 塞 尔 函 数 来 表述 . 很 容易 证 实 (b. 1) 方 程 具有 下 
列 解 
VX Zi (2 ) 9 


个” 我 们 按照 B.A, 福 克 ( Dor) 所 设 的 定义 ; 见 TI. 允 . gakoaBneBa, 艾 里 项 数 表 . 莫斯科 :科学 出 版 社 
1969. g(x) 是 福 克 所 定义 的 两 个 函数 之 一 , 记 作 V(x). 文献 中 还 会 遇 到 茧 里 明 数 的 另 一 种 定义 , 它 与 (4b. 


3 ) 差 一 个 常 因子 :4i(x) - 记 2()， 
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其 中 Zia(x) 为 了 阶 贝 塞 尔 方程 的 任意 解 . 与 (b.3) 式 相同 的 解 为 











I Yel (3) ha ) = 3 kK (了 2 
x <0 时 ,B(x) = | i he (b. 6) 
其 中 
D(#) = 让 人 (iz) ,K,(%) =F [1.,() -1 (4)], 
利用 递 推 公式 
Ki(z) ~ K, ,i (2) = -22K(x)， 
2K',(x) = —K,1(%) -K,oi ls). 
很 易 求 出 艾 里 函数 的 导数 
a 2 
PD'(x) = (3 “用 (x >0) (b.7) 
x=0 时 . 
6(0) = A =0. 629 
3 (3) 
176 py 
®'(0) = 一 "(3) = -0.459 
2VT 
附录 图 4 绘 的 是 艾 里 函数 的 曲线 图 形 . 
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$c 勒 让 德 多 项 式 
勒 让 德 多 项 式 P,( cos ER 





d 2 ! 
P,(cos 0) = | Ce yi Coo G6-1) (c.1) 
满足 下 列 微分 方程 
si (sin 55 +l(l+1)P,=0. (c.2) 
连带 勒 让 德 多 项 式 由 下 式 定 义 : 
.mw d Pi(cos 0) d'-” i 
Pr (cos 0) = sin a 9)" 371sin 0 Taoo0s Da Dm eos G6-1) ,(c.3) 
或 者 ,等 价 地 定义 为 
2 ”rm)! | = 2g-1Y! 
Pr (cos 6)=(-1) Com)! PT 网 Ormcos G6-1). (c.4) 
其 中 nt =0,1 >» Os 
1 dd i 
(ino i [20+1) -ss |]? =0. (c.5) 


勒 让 德 多 项 式 的 归 一 化 积分 式 为 
| [Po)]? 人 yw 
(p=cos 9). 把 (c. A 并 进行 1 次 分 部 积分 后 ,得 


《 -1) _ (27) ! 
22(11)2 :| (pe -1) Cay -1) du = 天 人 ) du 


作 变 换 v = (1- -上 ) ,使 该 积分 变 成 欧 拉 B 积分 ,结果 为 





{LP op = (ce.6) 
同 理 ,容易 证 明 ! 值 不 同 的 P,(j) 函数 是 彼此 正 交 的 . 
| Pp,(y)Py(p) dn =0, lz¥1 (c.7) 


连带 勒 让 德 多 项 式 的 归 一 化 积分 可 用 类 似 方 法 算出 . 把 [Pr (x)] 写成 
(c.3) 和 (ce.4) 式 的 乘积 , 作 1-m 次 分 部 积分 ;结果 得 


{EP op = 于 Cc. 8) 








也 球 谐 畏 数 的 理论 已 有 许多 论述 极 佳 的 数学 文献 . 为 参考 计 , 我 们 在 这 里 仅 给 出 一 些 主要 的 关系 
式 , 不 准备 系统 讨论 这 种 盟 数 的 理论 ， 





。596 .。 数学 附录 


容易 证 明 1 不 同 (m 相同 ) 的 Py 函数 彼此 正 交 ， 
「 Prop)Pr Cp) -oz (ec.9) 


三 个 勒 让 德 冰 数 的 乘积 的 积分 计算 , 见 8$ 107， 
下 列 加 法 定理 对 勒 让 德 多 项 式 成 立 . 设 y 为 球 角 9,p 和 98',g' 所 决定 的 两 个 
空间 方向 的 夹 角 :cos y =cos gcos 0' + sin gsin 0'cos(p -gp'), 则 有 
P,( cos y) Se 0)P,(cos 0')+ 
+ > 2 i , "(cos 8)P (cos 0')cos me -9p’), (c.10) 
ee 
PR， = 万 py Ym(n') Yn). (c. 11) 


n 和 nm" 是 两 个 单位 矢量 . Y,,(n) 的 宗 量 是 n 相对 于 某 一 固定 坐标 系 的 球 角 . 
如 果 (e. 10) 式 乘 以 P, (cos 90) 并 对 do = sin gdbdp 积分 . 式 右 所 有 含有 
cos m(gp -9g') 因 子 的 各 项 对 wp 积分 后 等 于 零 ;应 用 (e.6) 和 (ce.7) ,我 们 得 


| P,(cos y)P, (cos 0)do = 68177 Pi( cos 9'). 
此 式 可 写成 下 列 对 称 形式 ， 
| PCn 7 ) P, (PN * n,)do, = 35 于 -Pi * Rs), (c. 12) 


其 中 n,n, ,ns 是 三 个 单位 天 量 ,积分 是 对 n, 的 方 网 而 言 的 
最 后 ,我 们 给 出 前 几 个 归 一 化 的 Yam 球 函数 : 


Yo ee Yi ,, = i/ 记 二 be*”, 
i /Ee 0， SR + foos gsin Ge*™, 
I -i -3c0s 0) ， Y¥,, .2 = /六 Ge*™, 
到 -i /Be 0(5cos’0 -3), 

l6"m 


Ya,si 三 十 /Bsin (Scos’0 -1)e*i ， 
/105 1 了 
Ys .2= -i 327 cos Osin’ Oe Dp Y，.， = +i ein’ ge 3ip 





io 二 
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$d 合流 超 几何 函数 
合流 超 几何 函数 定义 为 级 数 


2 
F 过 ca+1) 2 
(ay，z) 1 rl Tt 7 


此 级 数 对 z 的 所 有 有 限 值 都 是 收敛 的 ;参量 a 是 任意 的 ,而 参量 y 假定 不 等 于 零 





(d.1) 


， 或 负 整 数 . 如 果 a 是 一 个 负 整 数 (或 零 ), 则 F(a,y,z) 变 成 一 个 lal 次 多 项 式 . 


F(a,y,z) 图 数 满足 微分 方程 


zu +(Yy~2z)u’ -oau=0, (d.2) 

它 很 易 直 接 验 证 .用 w=z ?uw 代 人 方程 ,上 式 可 变换 成 另 一 个 同样 类 型 的 
方程 . 

zu +(2 -7y7-z)2-(a-y+1l1) =0. (d.3) 


由 此 可 知 7 为 非 整 数 时 ,方程 (d.2) 尚 有 特 解 2 F(a-y+1,2 -yy,z), 它 和 (d. 
1 ) 式 线性 无 关 , 故 方程 (d.2) 的 通 解 为 
w=CF(a,y,z2) +Cz F(a-y+1,2-Yy,z). (d.4) 
第 二 项 和 第 一 项 相反 ,在 z=0 处 有 一 奇 点 . 
方程 (d.2) 为 拉 普 拉 斯 型 , 它 的 解 可 用 围 线 积分 来 表达 . 根据 一 般 方法 作 
函数 
P(t) =yt -a, Q(t) =t(1-1), 2(1) =1 (1)7 
则 
ee [Raa Cn tk (d. 5) 


所 选 的 积分 路 线 必须 使 V(t) =e 人 -1T) 了 晒 数 走 完 该 曲线 后 回 到 原 值 . 对 
(d. 3) 方 程 应 用 同一 方法 ,可 得 w 的 男 一 围 线 积分 : 

=z ?| e ti (1t—-1) "dt. 
作 替 换 tz 一 i 后 ,这 个 积分 化 成 下 列 方便 形式 : 

u(z) = je Ga -ep yd ， (d.6) 
而 VY 函数 则 变 成 

V(t) =e't”™Y*' (tz)'™®. 

(d.6) 中 的 被 积 式 一 般 讲 来 具有 两 个 奇 点 ,在 t=z 和 :=0 处 .我 们 取 积 分 

围 线 C, 它 从 无 穷 远 处 (Re 1 一 - % ) 来 沿 正 方向 绕 过 这 两 个 奇 点 后 ,再 回 到 无 穷 


QD 7 为 负 整 数 时 的 方程 (d.2) 不 需 专门 研究 ,因为 通过 变换 [此 变换 给 出 (d.3) 式 ] 它 可 以 化 成 7 
为 正 整 数 的 情形 . 
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远 处 去 (附录 图 5). 因 为 V(i) 在 围 线 两 端 等 于 零 , 所 以 这 个 围 线 满足 所 需 条 件 . 

(d.6) 式 沿 围 线 C 的 积分 在 z=0 处 无 奇 点 ;因此 , 它 除 了 一 个 常数 因子 外 ,必须 

和 F(a,y,z) 孔 数 相 同 ,F(a,y,z) 在 z=0 处 是 没有 奇 点 的 . 当 z=0 时 ,被 积 函 数 

的 两 个 奇 点 重合 ;根据 伽 马 函数 论 中 的 一 个 熟知 公式 号 ， 
| 1 


7E i oe (d.7) 
由 于 F(a,y,0) =1, 显 然 有 
F(a,y,z) = | e(t—-z) “t" Yd. (d.8) 


(d.5) 中 的 被 积 函 数 在 t=0 及 :=1 处 具有 奇 点 . 如 果 Re(y -a) >0, 并 且 
a 不 是 正 整 数 , 则 积分 路 线 可 取 围 线 C', 它 从 t=1 点 出 发 , 沿 正 方向 绕 1=0 点 再 
回 到 :=1 点 处 (附录 图 6); 当 Re(y -a) >0 时 ,也 数 V(t) 绕 此 围 线 一 周 而 回 到 
原来 的 零 值 多 . 由 此 定义 的 积分 在 z=0 处 也 没有 奇 点 , 它 和 了 (Ca,y,z) 的 关系 为 


ee 
F(a,y,2) = rr ~ i)" (1-:) dt. (d.9) 


积分 式 (d.8),(d.9) 应 作 下 列 说 明 . 当 a 和 7 为 非 整数 时 ,被 积 函 数 不 是 单 
值 函数 . 它们 在 每 一 点 所 取 之 值 , 已 经 假定 满足 这 样 的 条 件 , 即 复 量 的 宪 次 所 取 
的 辐 角 具有 最 小 的 绝对 值 . 





1 
RN 
附录 图 5 . 附录 图 6 
注意 下 列 有 用 的 公式 : 
F(a,y;,z) =eF(Cy -ay，-2) ， (d. 10 ) 


如 果 在 积分 式 (d.8) 中 作 替 换 二 +z, 立 即 可 得 上 式 ， 

我 们 曾经 指出 ,如 果 a = -n(n 为 正 整 数 ) , 则 函数 了 F(a,y,z) 变 成 一 个 多 项 
式 . 可 以 求 得 这 种 多 项 式 的 简洁 表达 式 . 在 积分 式 (d.9) 中 作 替 换 二 1 -t/z 后 ， 
再 应 用 柯 西 公式 , 即 得 


中 可 参考 Whittaker 和 Watson ,Course of Modern Analysis, Cambridge,1944, § 12. 22. 
加 ”如果 为 正 整 数 , 则 C' 可 取 同 时 绕 1=0 及 :=1 点 的 任 一 团 线 . 
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y(y+1).…(y+n -1) 
如 果 尚 有 =m(m 为 正 整数 ) ,我 们 得 下 列 公式 


一 王 一 革 es 
DOM 


(d. 8) 式 中 作 替 换 1-»z -上 后 ,再 对 积分 式 采 用 柯 西 公 式 , 即 得 上 式 . 
多 项 式 F( -n,m,z) ,0 达 椒 委 m( 除开 一 个 常数 因子 外 ) ,与 下 列 广义 拉 盖 尔 
多 项 式 相 符 ; 
二 1)" (CnD Fl -(n-m),m+1,z) = 


ml (n-m)! 


F( -n,y,z) = 7e- (ea (d.11) 


(d.12) 


2 n! 2d 一 王 扫 一 改 > mm ni! 一 mm d 一 了 天 
a 2” “=(-1) me re 2 (d.13) 


m=0 时 L, 多 项 式 用 L,(z) 标 记 并 称 为 拉 盖 尔 多 项 式 ;由 (d. 13) 式 得 








Li (z) 二 oe ez ). 


(d. 8) 的 积分 表 式 便于 得 出 z 很 大 时 的 合流 超 几 何 聘 数 渐 近 式 . 我 们 把 积分 
围 线 变 形成 C, 和 C, 两 条 围 线 ( 图 5) ,分 别 绕 过 上 =0 和 t=z 点;C, 的 下 支 假 定 与 
C, 的 上 支 在 无 穷 远 处 相 接 . 我 们 在 被 积 函 数 的 括号 内 取出 ( -z)“, 可 得 按 z 的 
负 和 宕 次 展开 的 表 式 . 在 沿 围 线 C: 的 积分 式 中 , 作 替 换 :一 上 +23 则 围 线 C, 变 换 成 
Ci. 故 (d.8) 式 可 表 成 


F(Ca,y，,z) = "Gl(a,a-y+l1,-2z)+ 


工 aa 
TF(y a) 
+ Te CG(y -Qa,1 -ayz)， (d.14) 
其 中 的 


G(a,B,z) 2 | (1 二) ed (d.15) 


(d. 14) 式 中 -z 和 z 的 大 次 所 取 的 辐 角 必须 具有 最 小 的 绝对 值 . 最 后 ,被 积 
函数 中 的 (1 +t/z)“ 展 成 t/z 的 寡 级 数 ,并 应 用 (d.7) 式 ,可 得 G(a,B,z) 的 渐 近 
级 数 

6(a 8,z) =1+-B + (+ BB+D,.... (d. 16) 
1! > 21 yx 
(g.14) 和 (d. 16) 式 给 出 了 F(a,y,z) 函数 的 渐 近 展 式 . 

Yy 为 正 整数 时 ,方程 式 (d.2) 的 通 解 (d.4) 中 的 第 二 项 ,或 则 和 第 一 项 相符 
(如 果 y =1) ,或 则 训 无 意义 (如 果 ?y >1). 在 这 种 情形 下 ,(d.14) 式 中 的 两 项 ， 
即 分 别 沿 围 线 C, 和 C: 的 两 个 (d. 8) 积 分 式 ,可 以 取 作 (d.2) 式 的 两 个 线性 独立 
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解 [C,,C; 围 线 和 C 一 样 ,满足 所 需 条 件 , 因 此 沿 这 两 个 围 线 的 积分 都 是 (d. 2) 式 
之 解 j. 这 两 个 解 的 渐 近 式 可 从 早已 得 到 的 公式 给 出 ; 留 下 的 问题 是 求 它们 的 z 
的 升 守 展 式 . 为 此 ,我 们 从 (d. 14) 式 以 及 z ?F(a -y+1,2 -y,z) 所 满足 的 类 似 
公式 出 发 , 根据 这 两 个 公式 ,我 们 把 G(a,a -y+1, -z) 表 成 F(a,y,z) 和 
F(a -y+1,2 -7y,z) ;然后 令 y=p+s(lp 是 一 个 正 整 数 ) ,并 取 极 限 s 一 0 ,利用 
洛 毕 达 定 则 求 出 此 未 定式 ., 经 过 较 长 的 计算 后 ,给 出 下 列 展 式 : 
ca,a -p+1, -= 三 -es {ns “F(a,p,2) + 
> T(p)L(ats)[y (a ts) -wp+s) -ws+1I)] ， 
:2 T(o)T(s +p)T(s+1) 
尽 Ts)T(a-s)T(p) -， 
+ > ( -1) ee z | (d.17) 
式 中 表示 贷 马 消 数 的 对 数 导数 ;yy(a) =T'(a)/AT(a). 
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超 几何 函数 由 |z| <1 圆 内 的 下 列 级 数 定义 : 


1 .aez aa+l)BB+D 2 
Do Oy) 1T+ ly 21+ (e.1) 


|z| >1 时 ,由 以 上 级 数 解析 延 拓 求 得 [ 见 (e.6)]. 超 几何 函数 是 下 列 微分 方程 
的 一 个 特殊 积分 : 
z(1-z)ju +[y-(a+B8+1)zlu’ -apBu =0. (e.2) 
参量 a 和 B 是 任意 的 ,而 y 关 0, -1, -2,… ,F(a,B,y,z) 函数 显然 对 称 于 参量 a 
和 Bw. (e.2) 方 程 的 第 二 个 独立 解 为 
2 IF(B-y+l,a-y+1,2-Yy,7); 

它 在 z=0 处 有 一 奇 点 . 

为 参考 计 ,下面 将 给 出 超 几 何 函 数 所 满足 的 一 些 关 系 式 . 

F(a,B,y,z) 函数 可 以 对 所 有 的 z 值 表 出 , 当 Re(y -a) >0 时 ,可 表 为 下 列 
积分 式 


F(a,B,yY,z2) = pp ( -ti) "(1-1)’ "(1 -tz) dt， 


站 


(e.3) 


QD 合流 超 几 何 阔 数 可 由 F(a,B,y,z) 取 下 列 极限 求 得 
F(a,y,2) 三 F(a,8,y,xB). 
文献 中 还 把 起 几何 函数 记 作 ;F(a,B,y,z) ,合流 超 几 何 函 数 记 作 ,Fi(a,y,z). 下 正面 的 左 标 和 右 标 分 别 
代表 级 数 项 中 分 子 上 和 分 母 上 的 参 其 数 . 
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所 取 的 围 线 C' 如 附录 图 6 所 示 . 应 用 直接 代 人 法 容易 验证 这 个 积分 式 确实 满足 
方程 (e. 2) ;上 式 中 所 选 的 常数 因子 ,应 使 得 z=0 时 函数 值 等 于 1. 

方程 (e.2) 中 作 兰 换 w= (1 一 z)” “fu 得 到 一 个 同一 类 型 的 方程 , 原 式 中 的 
Qa,B,Y 分 别 被 y -a,y -B,Yy 诸 参 量 所 代替 . 因此 ,有 等 式 

F(a,B,y,z) = (1 -2)’ “fF(y-a,y -PB,y,?) (e.4) 

上 式 两 边 满足 同一 方程 式 , 并 且 在 z=0 处 它们 的 值 相 等 . 

将 积分 式 (e. 3) 作 替换 txt/(1 -z+zt) ,可 得 出 以 z 和 zs/(z 一 1) 为 变量 的 两 
个 超 几 何 函 数 之 间 的 下 列 关 系 式 : 


F(a,B,Y,z) =(1-z) F(a,y -Bp,y,-7)- (e.5) 


此 式 中 的 多 值 函 数 (1 -z) “(及 以 后 所 有 各 式 中 类 似 的 函数 ) 所 取 之 值 ,决定 于 
这 样 的 条 件 , 即 复 量 的 究 所 取 的 辐 角 具有 最 小 的 绝对 值 . 
其 次 ,我 们 给 出 以 z 和 1/z 为 变量 的 超 几 何 函 数 之 间 的 下 列 重要 公式 ,但 不 
加 证 明 . 
_T(YT(B-a),  ，、-a 要 加 ee 
er i G0 
T(y)T(a-p), _,- _ sl 
0 sF (BB+1 7y,B+1l 人 (e.6) 
这 个 公式 把 F(a,8,y,z) 表 为 |z| >1 时 为 收敛 的 一 个 级 数 , 这 就 是 原 级 数 (e. ] ) 
的 解析 延 拓 . 
下 列 公式 
_T(yYT(y~a-B) i 
Flos ya) ry a) TL (bre the y,l -2z)+ 
T(YT(a+B-y) | ,rr-e- a a a 
二 T(a) TB) (1 -2) FF(y -a,y-B,y+1l -a-B,l -z) (e.7) 
把 z 和 1-z 的 超 几 何 函数 联系 起 来 ;其 推导 过 程 与 (e. 6) 式 相似 . 把 (e.7) 和 
(e.6) 式 合并 ,可 得 下 列 关 系 式 
so) LDT(B-0) 1_ -saFfw vonw+l-6_ 1 
F(a,B,7,2) = 区 Et (1 -人 Pay -parl-BT-j + 
T(yY)T(a-p) - a 
0 (By -apB+1-aT 一 )，(e8) 
POasB,ys2) = ez“F(aa+I-yia+B+I-7Y 2 ) + 
9 9 曙 T'(y -BT(Y-a) 9 Ey 9 


T(Y)T(a+pB -7Y) —_z)7-°-h,a-Y a _ ER 2 一] 
TaJT(B) (1 ) F (1 B,Y B,y+l o 有 B， }- 








(e.9) 
(e.6) 到 (e.9) 各 式 右 边 的 每 一 项 都 是 超 几何 方程 的 一 个 解 . 
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如 果 a( 或 B) 是 一 个 负 整 数 ( 或 零 ),a = -nm, 则 超 几何 函数 变 成 次 多 项 
式 , 并 可 表 成 下 列 形式 
"(1 一 和 Yi+n~B dort(l -z) 7]. (e， 10) 


FC np, Ya) yy+1)(y +n-1) dz 
此 式 与 下 列 雅 可 比 多 项 式 只 差 一 个 常数 因子 . 
P's Xs) = Ca +) | -n,a+b A | = 





2 





= 人 由 (1 -2z) (1+2) 一 drf1 -2z) (1+z) *"]. (e.11) 
2 7 dz 


a =b=0 时 , 雅 可 比 多 项 式 就 是 勒 让 德 多 项 式 .n=0 时 ,P( =1. 
$f 含有 合流 超 几 何 函 数 的 积分 计算 


让 我 们 考虑 下 列 积分 式 
六 | Se (£.1) 


假定 它 是 收敛 的 ,那么 ,必须 使 Rev> -1 和 ReA>l1lReEkl ; 如果 [4 是 一 个 负 整 
数 ,后 一 条 件 可 用 Re A >0 代替. 

应 用 FF(a,y,xze) 的 积分 表 式 (d.9) ,并 把 围 线 积 分 和 与 dz 的 积分 对 调 ,容易 
得 出 : 


110-ol ATCy +1) ¢ ( -0)" (C10) (1 -kh/A) dt. 


271 T(y -a) 
考虑 到 (e.3) 式 ,我 们 最 后 得 
J =T(v+1)A F(a,v+l1,y,k/A) (f 2) 
当 FCa,z+l1,7,UAAD) 函数 变 成 一 个 多 项 式 时 ,积分 J, 可 用 初等 函数 表示 出 来 : 
vrn-l] _ 加 qd a-Yy _ 一 和 
| 1) 工 7)3Az[A (A-%k) ]， (f£.3) 


a y+n—p—l n 
OE oD ed) A 
y(yY+1)'"(y+n-1) dA 


El-a)(2-a)(m-1-a) 


[A CA-Ek)’ SY*], (f.4) 





x { Cm)! ACOA -月 "+ 
+n!l (m-n-l)(m—-1)A"" (A-k) "x 


pe 


x A" "(A -1] | (f.5) 
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其 中 m,n 都 是 整数 , 且 0<n<m -2. 


其 次 ,让 我 们 计算 下 列 积分 
外 二 上 ez [F( -myyjz)] dz, (f 0) 


其 中 是 一 个 正 整数 ,并 且 Re v >0. 为 了 计算 这 个 积分 式 ,我 们 从 一 个 更 普遍 
的 积分 式 出 发 ,被 积 函数 中 的 e “因子 改 成 e “. 其 中 一 个 下 ( -myyiz) 函 数 可 
写成 围 线 积 分 (d. 9) ,然后 应 用 (f 3) 式 对 dz 积分 : 
| 2 1 T(l+n)T(y) 
ez [FC(-n,y,kz)] dz = 1 X 
X [ ( 2) (2) "Te MF( —n,y,kz)dtdz = 


T(l+n)T (YT(y) | 0 


Ee 
pe T° (y+n) 


x(l LA Kt) "(Akt—k)’ ”dt. 


A 的 n 次 导数 显然 可 用 ;的 n 次 导数 来 代替 ;然后 再 令 入 = 上 ,就 回 到 积分 J. 
] = -1 T(n+1)T(v)T (7) 
= 一 一 一 X 
2Ti IT (y+n)k’ 
x 四 ( -有 (1 -DT(1 -t)( -it)’ YY]d. 


分 部 积分 次 后 . d"/dz" 算 符 就 转移 到 表 式 ( -划一 (1 -日 入” 身上 ,然后 用 
莱 布 尼 茨 公式 展开 此 导数 . 结果 得 到 许多 积分 式 之 和 ,其 中 的 每 一 个 积分 式 都 能 
化 成 熟知 的 欧 拉 积 分 式 . 最 后 可 得 所 求 积 分 的 下 列表 式 : 

T(v}n! 





"EyCY+D(y tn-l) 
< n(n-1)-(n—s .… 
a [Cs +1)1] yy +1)°(y +s) a 

容易 看 出 J 积分 间 具 有 下 列 关 系 式 

JJ (f 8) 
其 中 p 是 任意 整数 . 

同样 地 可 计算 积分 
和 | ez F(a,y,kz)F(a’,y,k'z) dz, (f.9) 


我 们 把 F(a',y,k'z) 函数 表 成 围 线 积分 (d. 9), 然 后 利用 n=0 的 (人 3) 式 对 
dz 积 
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JJ) ES 
J Tr) 由】 t) (1 一切 27 ee X 


XxFGCa;,y ,jz)dzdt 
-元 I(i-o)T (7) 证 fy 1) A ht) x 
x (A -kthk) "de 
作 替 换 tr>At/(k't + 和-k') ,这 个 积分 变 成 (e.3) 形 式 , 结 果 得 
kk’ 
(有 (让 
(f. 10) 


J=T(Yy)A®'® ?A-E) (A 一 大) F(a,a',y, 


如 果 a( 或 a') 是 负 整 数 ,a = -n, 上 式 可 用 (e.7) 式 改写 成 
| PODTCY+n-a’) 
TT(y+n)T(y-a’) 
xF | ng,—-nt+a’+l -yy, 

最 后 ,让 我 们 考虑 下 列 形式 的 积分 
JJ (aa ) -| 。 OE ‘F(a,y, kz) F(a’,y -p,k'z)dz. (f.12) 


假定 参量 值 使 该 积分 绝对 收敛 ;s 和 p 都 是 正 整 数 .应 用 (f. 10) ,其 中 最 简单 的 积 
分 式 1 网 (a,a’ ) 为 
J (a,a’) =2T(Y)(E +k) "(hk Ek) (kk) "x 
， -4 及 
xF| aa A 1 (f.13) 
如 果 a( 或 a’) 是 一 个 负 整 数 ,a = -n, 应 用 (£11) 式 ,我 们 还 可 写成 
Dd oT(7)(7 -a)(y-a +1)-…(y—-a 十 严 一 1) 、 


Y(Y+1)…(y+n-1) 


x(-1)"(k+k’) TE 一 下 ) 了 | -na ,Qa 十 1 一 有 一 y， (2 ) | 


(f 14) 
J (aa ) 的 一 般 公 式 也 可 以 推导 出 来 ,但 是 它 过 于 复杂 不 便 应 用 . 更 方便 的 办 
法 是 应 用 递 推 公式 , 它 可 以 把 玉 (a,a') 的 积分 式 化 成 =p =0 的 积分 式 . 我 们 
把 它 写 出 来 ,不 加 证 明 外 . 公式 


J?(a,a’) = = 27asa') -J (a -1,a’)}, (f 15) 


A ?YA-Ek)"(A-E) "x 


7 (f.11) 


(入 一 有 (AN 


@ 具体 推导 见 多 . Gordon ,Annalen der Physik[5]2 ,1031 ,1929. 
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可 使 产 (a,a') 化 成 了 =0 的 积分 式 . 然 后 ,公式 


下 a{ [六 一 大) 一 Ka 十 天 ac -k's|J? (a, ao’) + 


J "(a,a’) 一 





+S(y 一 1+5 -2a)J "(a,a’) +2a'sJ "(oa,a +1) | 
(f.16) 
最 后 可 使 户 (a,a') 化 成 =p =0 的 积分 式 . 
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对 论 量子 力学 ， 共 计 18 章 和 1 个 数学 附录 ， 内 容 包 括 量 子 力 学 的 基本 概念 和 ， 
原理 ， 近 似 方 法 ， 对 称 性 和 角 动 量 理 论 ， 原 子 分 子 和 原子 核 以 及 散射 理论 。 本 
书 内 容 丰 富 全 面 ， 带 有 朗 道学 派 的 明显 特点 ， 在 理论 物理 教学 中 起 着 重要 的 作 
用 。 本 书 可 作为 理论 物理 专业 的 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 教学 参考 书 ， 也 可 供 科 
研 人 员 和 教师 参考 。 
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